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Ïðåä ëî æå íà íå ëè íåé íàÿ ìî äåëü ïðî ñòðàí ñò âà, âîç íè êà þ ùå ãî â ñî çíà íèè ÷å -
ëî âå êà ïðè çðè òå ëü íîì âîñ ïðè ÿ òèè ïðåä ìå òîâ â îêðó æà þ ùåì åãî åâ ê ëè äî âîì
ïðî ñòðàí ñò âå. Îá íà ðó æå íî ñîâ ïà äå íèå íå ëè íåé íîé ìî äå ëè âè çó à ëü íî ãî ïðî -
ñòðàí ñò âà ñ ìî äå ëüþ ïðî ñòðàí ñò âà Ëî áà ÷åâ ñêî ãî ïî Êëåé íó. Ïî êà çà íî, ÷òî îáà
ïðî ñòðàí ñò âà – Åâ ê ëè äà è Ëî áà ÷åâ ñêî ãî – âçà èì íî îä íîç íà÷ íî ñâÿ çà íû.

Ââå äå íèå. Â ðà áî òàõ [1, 2] ïðåä ëî æå íà è èñ ñëå äî âà íà ëè íåé íàÿ ìî äåëü
âè çó à ëü íî âîñ ïðè íè ìà å ìî ãî (ïåð öåï òèâ íî ãî) ïðî ñòðàí ñò âà. Äàíà îöåí êà èñ -
êà æå íèé ïðåä ìå òîâ ïðè îòî áðà æå íèè âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà íà êàð òèí -
íóþ ïëîñ êîñòü. Ïî êà çà íî, ÷òî íàè áî ëü øè ìè ïî ãðåø íî ñòÿ ìè îá ëà äà åò êëàñ -
ñè ÷å ñêàÿ, èëè ðå íåñ ñàí ñ íàÿ, ïåð ñ ïåê òè âà, â îñíî âå êî òî ðîé ëå æèò ãåî ìåò -
ðè÷å ñêàÿ îï òè êà. Íàé äåí âà ðè àíò ïåð öåï òèâ íîé ïåð ñ ïåê òè âû, äî ñòî âåð íî
ïå ðåäà þ ùèé ãëó áè íó ïðî ñòðàí ñò âà è îá ëà äà þ ùèé íàè ìåíü øè ìè èñ êà æå íè -
ÿ ìè ïðè ðàñ ïî ëî æå íèè êàð òèí íîé ïëîñ êî ñòè â ñðåä íåé ïî óäà ëåí íî ñòè îò íà -
áëþ äà òå ëÿ çîíå. Äî ñòî èí ñò âî ëè íåé íîé ìî äå ëè – ïðî ñòî òà ðå à ëè çà öèè â
êîìïü þ òåð íîé ãðà ôè êå [3]. Îä íà êî ïî ñòðî åí íàÿ ìî äåëü ÿâ ëÿ åò ñÿ ëèøü ïåð -
âûì ïðè áëè æå íè åì ê íà òó ðà ëü íî ìó âè çó à ëü íî ìó ïðî ñòðàí ñò âó. Îíà àäåê -
âàò íà áî ëü øèì ðàñ ñòî ÿ íè ÿì äî ïðåä ìå òîâ è ìà ëûì ïî ëÿì çðå íèÿ. Â äàí íîé
ðà áî òå ðàñ ñìàò ðè âà åò ñÿ ïî ñòðî å íèå áî ëåå îá ùåé íå ëè íåé íîé ìî äå ëè, ðà áî -
òà þ ùåé ïðè áî ëü øèõ ïî ëÿõ çðå íèÿ.

Ýê ñ ïå ðè ìåí òà ëü íîå îïðå äå ëå íèå ëè íèé, êà æó ùèõ ñÿ ïà ðàë ëå ëü íû ìè.
Ïðî îá ðà çîì ïà ðàë ëå ëü íî ãî ïó÷ êà âè çó à ëü íûõ ïðÿ ìûõ (ðèñ. 1, a) ÿâ ëÿ åò ñÿ
ðàñ õî äÿ ùèé ñÿ ïó ÷îê ëó ÷åé â ïðî ñòðàí ñò âå ïðåä ìå òîâ (ðèñ. 1, b). Íàìè áûëà
ïî ñòàâ ëå íà çà äà ÷à – îïðå äå ëèòü, ÿâ ëÿ åò ñÿ ëè ïî ñëåä íèé ïó ÷îê ãî ìî öåíò ðè -
÷å ñêèì. Íà ãî ðè çîí òà ëü íîé äî ðî ãå (ñì. ðèñ. 1, b) íà îä íîé èç áî êî âûõ ñòî ðîí, 
èìå þ ùåé ñòðî ãî ïðÿ ìî ëè íåé íóþ è ÷åò êî âè äè ìóþ ãðà íè öó OZ, â òî÷ êå O
ñòî èò íà áëþ äà òåëü. Íà íå êî òî ðîì ñðåä íåì ðàñ ñòî ÿ íèè îò íà áëþ äà òå ëÿ (~ 6 ì)
ïåð ïåí äè êó ëÿð íî ãðà íè öå OZ ïðî âå äå íà ëè íèÿ ww. Ïðÿ ìàÿ OZ «ëåæèò» â ìå -
äè à ëü íîé ïëîñ êî ñòè ãî ëî âû è ÿâ ëÿ åò ñÿ ôèê ñè ðî âàí íîé. Äðó ãàÿ ïðÿ ìàÿ BC –
ïî äâèæ íà, îíà ïî ÿâ ëÿ åò ñÿ íà çåì ëå ïó òåì ïðî åê öèè èç öåí ò ðà A ëè íåé êè, êî -
òî ðóþ äåð æèò â ðóêå íà áëþ äà òåëü. 

Íà ïåð âîì ýòà ïå ýê ñ ïå ðè ìåí òà îïðå äå ëÿ ëèñü ïà ðàë ëå ëü íûå, ïðî õî äÿ ùèå 
÷å ðåç óäà ëåí íûå òî÷ êè B çà ëè íèåé ww.  Ïðè ïî ìî ùè âåð õ íå ãî êîí öà ëè íåé êè
íà áëþ äà òåëü âè çè ðó åò ïå ðå íîñ íûé ÷åò êî âè äè ìûé «òî ÷å÷ íûé» çíàê B è,
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îòêëî íÿÿ íèæ íèé êî íåö ëè íåé êè, óñòà íàâ ëè âà åò ïðÿ ìóþ BC ïà ðàë ëå ëü íî
OZ â âè çó à ëü íîì ïðî ñòðàí ñò âå (ñì. ðèñ. 1, a).  Çà òåì îí óêà çû âà åò ïî ìîù íè -
êó, ãäå çà ôèê ñè ðî âàòü òî÷ êó C1 ïðÿ ìîé BC íà ïåð ïåí äè êó ëÿ ðå ww â ïðî -
ñòðàí ñò âå ïðåä ìå òîâ ñ ïî ìî ùüþ âòî ðî ãî ïå ðå íîñ íî ãî òî ÷å÷ íî ãî çíà êà. Â çà -
âåð øå íèå îïû òà ÷å ðåç òî÷ êè B è C1 ïðî âî äèò ñÿ ïðÿ ìàÿ äî ïå ðå ñå ÷å íèÿ ñ ïðî -
äîë æå íè åì ëè íèè OZ â òî÷ êå O¢,  êî òî ðàÿ îêà çû âà åò ñÿ çà ñïè íîé
íà áëþ äà òå ëÿ. 

Â ýê ñ ïå ðè ìåí òå ïðè íÿ ëî ó÷à ñ òèå ïÿòü ÷å ëî âåê. Êàæ äî ìó èç íèõ áûëî
ïðåä ëî æå íî îãðà íè ÷åí íîå ìíî æå ñò âî ïðî èç âî ëü íî ðàñ ïî ëî æåí íûõ òî ÷åê B
íà ðàç ëè÷ íûõ óäà ëå íè ÿõ (10–100 ì) çà ëè íèåé ww â ïðå äå ëàõ íå áî ëü øî ãî
ïîëÿ çðå íèÿ ( ).10 15- °  Ýê ñ ïå ðè ìåíò ïðî âî äèë ñÿ äëÿ ðàç íûõ óðîâ íåé ãëàç îò -
íî ñè òå ëü íî çåì ëè. Â ðå çó ëü òà òå áûëè âû ÿâ ëå íû ñëå äó þ ùèå çà êî íî ìåð íî ñòè
çðè òå ëü íî ãî âîñ ïðè ÿ òèÿ:

1) ïðÿ ìûå, êà æó ùè å ñÿ ïà ðàë ëå ëü íû ìè ëè íèè OZ è ïðî õî äÿ ùèå ÷å ðåç
ïðî èç âî ëü íî ðàñ ïî ëî æåí íûå òî÷ êè B íà çåì ëå, ïå ðå ñå êà þò ñÿ â îä íîé è òîé
æå (ñ íå áî ëü øè ìè îò êëî íå íè ÿ ìè â íå ñêî ëü êî ñàíòèìåò ðîâ) òî÷ êå O¢,  ðàñ ïî -
ëî æåí íîé çà íà áëþ äà òå ëåì íà ðàñ ñòî ÿ íèè OO d¢ = ;

2) ïî ëî æå íèå òî÷ êè ïå ðå ñå ÷å íèÿ íå çà âè ñèò îò óðîâ íÿ ãëàç îò íî ñè òå ëü íî
çåì ëè;

3) ðàñ ñòî ÿ íèå d ÿâ ëÿ åò ñÿ ëè÷ íî ñò íîé êîí ñòàí òîé íà áëþ äà òå ëÿ (â ýê ñ ïå -
ðè ìåí òå ýòà êîí ñòàí òà âà ðü è ðî âà ëà îò 3 äî 6 ì).

Íà âòî ðîì ýòà ïå ýê ñ ïå ðè ìåí òà, ïî ñëå òîãî êàê áûëà îïðå äå ëå íà ïðÿ ìàÿ 
O B¢  è ñäå ëà íà çà ñå÷ êà C1 íà ïåð ïåí äè êó ëÿ ðå ww, ðàñ ñòî ÿ íèå äî ïåð ïåí äè êó -
ëÿ ðà óìå íü øè ëè ïðè ìåð íî âäâîå è ñäå ëà ëè «ïà ðàë ëå ëü íóþ» ïðî åê öèþ òî÷ -
êè C1. Òå ïåðü ïðÿ ìàÿ O C¢1 1, ïà ðàë ëå ëü íàÿ OZ, ïå ðå ñåê ëà íî âûé ïåð ïåí äè -
êóëÿð â òî÷ êå C2. Óñòà íîâ ëåí ôàêò, ÷òî ïî ìåðå óìå íü øå íèÿ ðàñ ñòî ÿ íèÿ z
òî÷êà O¢ ïå ðå ìå ùà åò ñÿ â íà ïðàâ ëå íèè ê - ¥.  Ïî ñòðî åí íàÿ ëè íèÿ BC4 èìå åò
ñ ïðÿ ìîé OZ îá ùèé ïåð ïåí äè êó ëÿð OC4, âñþ äó êà æåò ñÿ ïà ðàë ëå ëü íîé OZ
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Ðèñ. 1.  Îïûò íîå  îïðå äå ëå íèå  ëèíèé, âèäè ìûõ ïà ðàë ëå ëü íû ìè: âè çó à ëü íîå ïðî ñòðàí ñò âî ( ),a

ïðîñòðàíñòâî ïðåäìåòîâ ( )b



(ñì. ðèñ. 1, a), íî â äåé ñò âè òå ëü íî ñòè ñ íåé ðàñõîäèòñÿ. Òà êîå âîç ìîæ íî òî ëü -
êî ïðè íå åâ ê ëè äî âîé ãåî ìåò ðèè âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà.

Îò ìå òèì, ÷òî â íà øåì ýê ñ ïå ðè ìåí òå ôèê ñà öèÿ òî÷ êè è ïðî ñëå æè âà íèå
ñëå äà ëè íåé êè íà çåì ëå áûëè ìî íî êó ëÿð íû ìè. Ýòè îïå ðà öèè, ïî äîá íî ïðè -
öå ëè âà íèþ, íå âîç ìîæ íî âû ïîë íèòü áè íî êó ëÿð íî, ïî ñêî ëü êó âîç íè êà åò
äâîå íèå èçîá ðà æå íèé. Äà ëåå ïðè ïðî ñëå æè âà íèè ëè íèè îò òî÷ êè B äî C 4, ò.
å. ïðè áî ëü øèõ óã ëî âûõ ïå ðå ìå ùå íè ÿõ (äî 90° â ñòî ðî íó C 4), âîç íè êà åò âðà -
ùå íèå ãëàç, ñî ïðî âîæ äà å ìîå íå îä íî êðàò íûì ïî âî ðî òîì ãî ëî âû. Ñ íà øåé
òî÷ êè çðå íèÿ, èìåí íî òà êèì äâè æå íè ÿì ãëàç ñëå äó åò ïðè äàòü çíà ÷å íèå ïðè
ôîð ìè ðî âà íèè ïðî ñòðàí ñò âà èçîá ðà æå íèé.

Ëè íåé íàÿ ìî äåëü âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà. Íà îñíî âå ðå çó ëü òà òîâ ïåð -
âî ãî ýòà ïà ýê ñ ïå ðè ìåí òà â [2] ïî ñòðî å íà è èñ ñëå äî âà íà ëè íåé íàÿ ìî äåëü, äëÿ
êî òî ðîé õà ðàê òåð íî ïðî åê òèâ íîå ïðå îá ðà çî âà íèå âèäà

P P Pp p

z d

z d
f z= =

+

+

0 ( ),
(1)

ãäå Pp p p px y z= [ , , ] – ðà äè óñ-âåê òîð òî÷ êè ïðî ñòðàí ñò âà èçîá ðà æå íèÿ; P =
= [ , , ]x y z  – ðà äè óñ-âåê òîð òî÷ êè ïðî ñòðàí ñò âà ïðåä ìå òîâ; z 0  – ðàñ ñòî ÿ íèå äî
âèð òó à ëü íîé êàð òèí íîé ïëîñ êî ñòè; f zp ( ) – ôóí ê öèÿ ïðî åê òèâ íî ãî ïðå îá ðà -
çî âà íèÿ.

Â ðà áî òå [2] ïî êà çà íî, ÷òî ïîëî æå íèå êàð òèí íîé ïëîñ êî ñòè z 0  çà äà åò
ìàñ ø òàá îáú åì íî ãî èçîá ðà æå íèÿ. Ôóí ê öèþ ïðî åê òèâ íî ãî ïðå îá ðà çî âà íèÿ
èç (1) ìîæ íî ïå ðå ïè ñàòü ñëå äó þ ùèì îá ðà çîì:
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ãäå m z d= +1 0  – ìàñ ø òàá íûé êî ýô ôè öè åíò.  Ðàñ ñòî ÿ íèå  äî òî÷ êè  Pp  â âè çó -
à ëü íîì ïðî ñòðàí ñò âå èç (1) ñ ó÷å òîì (2) z z zdm z dp ( ) ( )= +  èëè

m

z z f z dp ( )
,= = +

1 1 1 (3)

ãäå f – ôî êóñ íîå ðàñ ñòî ÿ íèå â êëàñ ñè ÷å ñêîé «ôîð ìó ëå òîí êîé ëèí çû», à d èã -
ðà åò ðîëü ðàñ ñòî ÿ íèÿ äî èçîá ðà æå íèÿ. Ôîð ìó ëà îïè ñû âà åò ðå äó öè ðî âàí íóþ
ìî äåëü àê êî ìî äè ðó þ ùå ãî ãëà çà, â êî òî ðîé èñê ëþ ÷å íû ïî ñòî ÿí íûå ïðå ëîì -
ëÿ þ ùèå ñèëû (» 40 äïòð ðî ãî âè öû è 20 äïòð õðó ñ òà ëè êà). Îíè íå ó÷à ñò âó þò â 
îïðå äå ëå íèè äà ëü íî ñòè äî ïðåä ìå òîâ è íå îá õî äè ìû òî ëü êî äëÿ óìå íü øå íèÿ
äëè íû ãëà çà. Äëÿ ñðàâ íå íèÿ çäåñü óìå ñò íî ïðè âå ñ òè óïðî ùåí íóþ ôîð ìó ëó
îï òè ÷å ñêîé ñèëû ãëà çà j  èç ðà áîòû [4]:

j = +1

z

n

L
,

ãäå n = 1,416 – ïî êà çà òåëü ïðå ëîì ëå íèÿ; L = 23,4 ìì – äëè íà ãëà çà. Ïðè z = ¥ 
j = 60,5 äïòð.

Èòàê, ôîð ìè ðóÿ âè çó à ëü íîå ïðî ñòðàí ñò âî, çðè òå ëü íàÿ ñåí ñîð íàÿ ñè ñ òå -
ìà ðà áî òà åò ñ ïå ðå ìåí íûì ôî êóñ íûì ðàñ ñòî ÿ íè åì f z z mp= ( )  èç (3). Ïðè
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âîñ ïðè ÿ òèè ïðåä ìå òîâ íà áåñ êî íå÷ íî ñòè f d= , à z dmp ( ) .¥ =  Òà êèì îá ðà -
çîì, âî-ïåð âûõ, ëè÷ íî ñò íàÿ êîí ñòàí òà íà áëþ äà òå ëÿ d , îïðå äå ëåí íàÿ â ýê ñ ïå -
ðè ìåí òå, ïðè îá ðå òà åò ñìûñë ãè ïåð ôî êà ëü íî ãî ðàñ ñòî ÿ íèÿ èëè íà ÷à ëà áåñ êî -
íå÷ íî ñòè [5]. Ïðè äèà ìåò ðå çðà÷ êà D = 3 ìì è óã ëî âîé ðàç ðå øà þ ùåé ñïî ñîá -
íî ñòè ãëà çà g = - ¢2 4  ãè ïåð ôî êà ëü íîå ðàñ ñòî ÿ íèå d D= =g 2,6–5,2 ì, ÷òî
ñî ãëà ñó åò ñÿ ñ ðå çó ëü òà òà ìè ýê ñ ïå ðè ìåí òà. Âî-âòî ðûõ, âè çó à ëü íîå ïðî ñòðàí -
ñò âî íà ìî äå ëè îêà çû âà åò ñÿ îãðà íè ÷åí íûì ïî äà ëü íî ñòè âå ëè ÷è íîé zp ( )¥ =
= = +dm z d0 . Âåëè ÷è íà z 0  ÿâ ëÿ åò ñÿ ïñè õî ìåò ðè ÷å ñêîé êîí ñòàí òîé è èã ðà åò
ðîëü ìàñ ø òà áè ðî âà íèÿ ïðî ñòðàí ñò âà äëÿ åñ òå ñò âåí íî ñòè âîñ ïðè ÿ òèÿ.

Íå ëè íåé íàÿ ìî äåëü âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà. Îñíî âîé äëÿ ïî ñòðî å íèÿ
ìî äå ëè ÿâ ëÿ þò ñÿ:

à) îïûò íûå äàí íûå âòî ðî ãî ýòà ïà ýê ñ ïå ðè ìåí òà;
á) àê êî ìî äà öè îí íûå ñâîé ñò âà ãëà çà, ïðåä ñòàâ ëåí íûå ðå äó öè ðî âàí íîé

ìî äå ëüþ ñî ãëàñ íî (3);
â) âðà ùà òå ëü íûå äâè æå íèÿ ãëà çà, êî òî ðûå ïî äðîá íî ðàñ ñìîò ðå íû â [6]. 
Ïóñòü ïðî ñòðàí ñò âî ïðåä ìå òîâ çà äà íî â äå êàð òî âîé ïðÿ ìî óãî ëü íîé ñè ñ -

òå ìå êî îð äè íàò, íà ÷à ëî êî òî ðîé ñîâ ïà äà åò ñ öåí ò ðîì âðà ùå íèÿ ãëà çà. Ãëàâ -
íîé îñüþ ñ÷è òà åò ñÿ îñü OZ, êî òî ðàÿ ïåð ïåí äè êó ëÿð íà ëè íèè íå ïî äâèæ íûõ
ïëå÷ íà áëþ äà òå ëÿ, ïà ðàë ëå ëü íûõ îñè OX (ñì. ðèñ. 1). ×åðåç ðà äè óñ-âåê òîð
ëþ áîé òî÷ êè ïðî ñòðàí ñò âà P = [ , , ]x y z  ïðî õî äèò ëó÷, ïðè íàä ëå æà ùèé ãîìî -
öåí ò ðè ÷å ñêî ìó ïó÷ êó ïðî åê öèè ñ öåí ò ðîì â íà ÷à ëå êî îð äè íàò. Ïðè ôèê ñà -
öèè òî÷ êè P çðè òå ëü íàÿ îñü ãëà çà ïðî õî äèò ÷å ðåç ýòó òî÷ êó, à âäîëü îñè ïðî èñ -
õî äèò «íà âîä êà íà ðåç êîñòü» â ñî îò âåò ñò âèè ñ (3). Òîã äà ïðî åê òèâ íîå ïðå îá -
ðà çî âà íèå ïðî ñòðàí ñò âà ïðåä ìå òîâ áó äåò ïî äîá íî (1):

P P PS S

c

r d
f r= =

+
( ), (4)

ãäå PS S S Sx y z= [ , , ] – ðà äè óñ-âåê òîð òî÷ êè ïðî ñòðàí ñò âà èçîá ðà æå íèé; c =
= + -r d0  ðà äè óñ ñôå ðû, êî òî ðàÿ îãðà íè ÷è âàåò ïðî ñòðàí ñò âî èçîá ðà æå íèé; 

r0 - ïñè õî ìåò ðè ÷å ñêàÿ êîí ñòàí òà, ïî äîá íàÿ z 0  èç (1); r x y z= = + +| |P 2 2 2

– ïî ëÿð íûé ðà äè óñ òî÷ êè ïðî ñòðàí ñò âà ïðåä ìå òîâ; f rS ( ) – ôóí ê öèÿ ïðî åê -
òèâ íî ãî ïðå îá ðà çî âà íèÿ. Ïóñòü rS S= -| |P  ïî ëÿð íûé ðà äè óñ òî÷ êè ïðî ñòðàí -
ñò âà èçîá ðà æå íèé, òîã äà äëÿ ïî ëÿð íûõ ðà äè ó ñîâ èç (4) ñëå äó åò

rS
rc

r d
=

+
. (5)

Ïðè ìà ëûõ ïî ëÿõ çðå íèÿ, êîã äà r z» , ëè íåé íîå ïðå îá ðà çî âà íèå (1) ìàëî
îò ëè ÷à åò ñÿ îò íå ëè íåé íî ãî (4) èëè (5). Ïî ý òî ìó ñâîé ñò âà ëè íåé íîé ïåð öåï -
òèâ íîé ïåð ñ ïåê òè âû ñïðà âåä ëè âû äëÿ ðà áî ÷å ãî ïîëÿ ãëà çà âî êðóã çðè òå ëü -
íîé îñè. Îò ëè ÷èå ñî ñòî èò â òîì, ÷òî âðà ùå íèå çðè òå ëü íîé îñè ïå ðå ìå ùà åò
ìà ëîå ðà áî ÷åå ïîëå çðå íèÿ, ôîð ìè ðóÿ ïðî ñòðàí ñò âî èçîá ðà æå íèé âíóò ðè
øàðà ñ ðà äè ó ñîì r cS ( ) .¥ =

Ïðî âå äåì òå î ðå òè ÷å ñêèé «ýê ñ ïå ðè ìåíò» ñ ëè íè ÿ ìè, êà æó ùè ìè ñÿ ïà ðàë -
ëå ëü íû ìè íà ìà ëûõ ðàñ ñòî ÿ íè ÿõ, êàê íà ðèñ. 1. Ïóñòü, êàê è â íà òóð íîì ýê ñ -
ïå ðè ìåí òå, ãëàâ íàÿ îñü ïà ðàë ëå ëü íà îñè OZ, à ëè íèÿ ïëå÷ íà áëþ äà òå ëÿ ïà -
ðàë ëå ëü íà îñè OX. Ïóñòü óðî âåíü ãëàç îò íî ñè òå ëü íî çåì ëè y h= . Çà äà ÷à:
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îïðå äåëèòü ëè íèþ íà çåì ëå, êî òî ðàÿ âîñ ïðè íè ìà åò ñÿ ïà ðàë ëå ëü íîé îñè OZ;
âè äèìàÿ øè ðè íà ëè íèè w c< .

Âîñ ïî ëü çó åì ñÿ ïðå îá ðà çî âà íè åì (4) äëÿ îïðå äå ëå íèÿ àá ñ öèñ ñû x S  ïðÿ -
ìîé â ïðî ñòðàí ñò âå èçîá ðà æå íèé:

x wS

xc

x h z d

= =
+ + +

2 2 2
. (6)

Ðàñ êðû âàÿ (6), ïî ëó ÷èì óðàâ íå íèå äëÿ ëè íèè âòî ðî ãî ïî ðÿä êà:

[ ] ( ) .c w x w z cdwx d h w2 2 2 2 2 2 2 22 0- - - + - = (7)

Ýòî åñòü ãè ïåð áî ëà ñ öåí ò ðîì íà îñè OX è àñèì ïòîòîé

z x c

w

d= -cos ,
cos

a
a

(8)

ãäå a – óãîë íà êëî íà àñèì ï òî òû ê îñè OZ. Íà ðèñ. 2 ïî êà çà íû ãè ïåð áî ëû 1,
àñèì ï òîòà 2 è ïà ðàë ëå ëü íûå ïðÿ ìûå 3. Ðàñ ÷åò âû ïîë íåí ïî ôîð ìó ëàì (7) è
(8) äëÿ ñëå äó þ ùèõ ïà ðà ìåò ðîâ: c = 8 ì, d = 6 ì, h = 1,6 ì, w = ±2 ì.

Ïî ëó ÷åí íûå ðå çó ëü òà òû ïðè âî äÿò ê ðÿäó çà ìå ÷à íèé è âû âî äîâ. Çà ìå òèì,
÷òî ïðå îá ðà çî âà íèå (4) îáú ÿñ íÿ åò àë ëåé íûé ýê ñ ïå ðè ìåíò Ãèë ëåá ðàí äà [7], â
êîòîðîì ëè íèè, ñî ñòàâ ëåí íûå èç òî ÷å÷ íûõ èñ òî÷ íè êîâ ñâå òà, êà çà ëèñü ïà -
ðàë ëå ëü íû ìè «àë ëå ÿ ìè», õîòÿ â íà òó ðå áûëè ñðàâ íè ìû ñ ãè ïåð áî ëà ìè. 

Ïðè ìà ëûõ óã ëàõ àñèì ï òî òû ãè ïåð áîë (8) ïå ðå ñå êà þò îñü OZ ïðàê òè ÷å -
ñêè â îä íîé òî÷ êå O ¢ íà ðàñ ñòî ÿ íèè OO d¢ =  (ñì. ðèñ. 2). Ïðè ïî ëÿõ çðå íèÿ 
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Ðèñ. 2. Ïàðàëëåëüíûå «àëëåè» Ãèëëåáðàíäà



2 10 15a = - ° ïî ãðåø íîñòü â îïðå äå ëå íèè d íå ïðå âû øà åò 0,4–1,0 %. Çà ìå òèì, 
÷òî ïî ëî æå íèå òî÷ êè O ¢ íå çà âè ñèò îò h.  Äà ëåå ïàðàë ëå ëü íûå ïðÿ ìûå 3 ëå æàò
âíóò ðè êðó ãà ðà äè ó ñà c, ïðè ÷åì òî÷ êè íà ãðà íè öå êðó ãà íå ïðè íàä ëå æàò ïðÿ -
ìûì. Ýòî ñëå äó åò èç òîãî, íà ïðè ìåð, ÷òî ëó÷ ïðî åê öèè OA îêà çû âàåòñÿ ïà -
ðàë ëå ëü íûì àñèì ï òîòå ãè ïåð áîëû. 

Òà êèì îá ðà çîì, íà ïåð âîì ýòà ïå ýê ñ ïå ðè ìåíòà ïî êà æó ùåé ñÿ ïà ðàë ëå ëü -
íîé ïðî åê öèè óäà ëåí íûõ òî ÷åê (ñì. ðèñ. 1) ìû îïðå äå ëÿ ëè òî÷ êó ïå ðå ñå ÷å -
íèÿ O ¢ àñèì ï òîò ãè ïåð áîë (8), à íà âòî ðîì ýòà ïå – ñòðî è ëè ñàìó ãè ïåð áî ëó ïó -
òåì êó ñî÷ íî-ëè íåé íîé àï ïðîê ñè ìà öèè. Çíà ÷èò, ëè íåé íàÿ ìî äåëü âè çó à ëü íî -
ãî ïðî ñòðàí ñò âà ÿâ ëÿ åò ñÿ ÷à ñò íûì èëè «àñèì ï òî òè ÷å ñêèì» ñëó ÷à åì áî ëåå
îá ùåé íå ëè íåé íîé ìî äå ëè. È, íà êî íåö, ñàìà íå ëè íåé íàÿ ìî äåëü – ýòî ìî äåëü 
ïðî ñòðàí ñò âà Ëî áà ÷åâ ñêî ãî â èí òåð ï ðå òà öèè Êëåé íà [8]. 

Ìî äåëü Êëåé íà è âè çó à ëü íîå ïðî ñòðàí ñò âî. Â åâ ê ëè äî âîì ïðî ñòðàí ñò âå
íå ëü çÿ íàé òè ïî âåð õ íî ñòè, âíóò ðåí íÿÿ ãåî ìåò ðèÿ êî òî ðîé ñîâ ïà äà ëà áû ñ
ãåî ìåò ðèåé âñåé ïëîñ êî ñòè Ëî áà ÷åâ ñêî ãî. Íî ïî ñòðî èòü ìî äå ëè ïëîñ êî ñòè è
ïðî ñòðàí ñò âà Ëî áà ÷åâ ñêî ãî ìîæ íî. Â 1871 ãîäó Ô. Êëåéí ïî êà çàë îäíó èç
íèõ, è ñ íåþ ìû õî òèì ñî ïî ñòà âèòü íå ëè íåé íóþ ìî äåëü âè çó à ëü íî ãî ïðî -
ñòðàí ñò âà.

Ãåî ìåò ðèÿ Ëî áà ÷åâ ñêî ãî íà ïëîñ êî ñòè òîæ äå ñò âåí íà ñ ãåî ìåò ðèåé íà åâ -
ê ëè äî âîé ñôå ðå ñ ìíè ìûì ðà äè ó ñîì ic x y z c: .2 2 2 2+ + = -  Îòî áðà çèì ìíè -

ìóþ ñôå ðó íà äåé ñò âè òå ëü íóþ îá ëàñòü. Äëÿ ýòîé öåëè ïðî èç âå äåì ïðå îá -
ðàçî âà íèå êî îð äè íàò y iy= . Ñôå ðå òå ïåðü áó äåò ñî îò âåò ñò âî âàòü äâóõ ïî -
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Ðèñ. 3. Èçîáðàæåíèå ïëîñêîñòåé Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî íà ôóíäàìåíòàëüíîì êðóãå: 1 –

äâóõïîëîñòíûé  ãè ïåð áî ëî èä,   2 – àñèìïòîòè÷åñêèé  êî íóñ,   3 – êðóã,   Å – åâêëèäîâà



ëîñòíûé ãè ïåð áî ëî èä 1: x y z c2 2 2 2- + = - ,  ñ àñèì ï òî òè ÷å ñêèì êî íó ñîì 2: 

x y z2 2 2 0- + =  (ðèñ. 3). Ïî ñòðî èì ïëîñ êîñòü E y c: ,=  êî òî ðàÿ êà ñà åò ñÿ âåðõ- 

íåé ïî ëî ñòè ãè ïåð áî ëî è äà. Ïó òåì ïå ðå ñå ÷å íèÿ àñèì ï òî òè ÷å ñêî ãî êî íó ñà ñ
ïëîñ êî ñòüþ E ïî ëó ÷èì ôóí äà ìåí òà ëü íîå êî íè ÷å ñêîå ñå ÷å íèå (êðóã) 3: 
x z c2 2 2+ = .  Ñïðî å öè ðó åì èç âåð øè íû êî íó ñà âñå ¥ 2  òî ÷åê ãè ïåð áî ëî è äà íà

êðóã è ïî ëó ÷èì ìî äåëü ìíè ìîé ñôå ðû Êëåé íà. 
Òà êèì îá ðà çîì, â ìî äå ëè Êëåé íà ãëàâ íîé ïëîñ êî ñòüþ Ëî áà ÷åâ ñêî ãî ÿâ -

ëÿ åò ñÿ âíóò ðåí íîñòü êðó ãà íà åâ ê ëè äî âîé ïëîñ êî ñòè. Ïðÿ ìû ìè ñ÷è òà þò ñÿ
õîð äû ñ èñê ëþ ÷åí íû ìè êîí öà ìè. Äâè æå íèå – ëþ áîå âçà èì íî îä íîç íà÷ íîå
ïðå îá ðà çî âà íèå êðó ãà â êðóã è õîðä â õîð äû. Îêà çû âà åò ñÿ, ÷òî òî÷ íî òà êèå æå 
îïðå äå ëå íèÿ ìîæ íî ñäå ëàòü è äëÿ ëþ áîé ïëîñ êî ñòè âè çè ðî âà íèÿ, ñî äåð æà -
ùåé çðè òå ëü íóþ îñü. Äëÿ ïîëÿ çðå íèÿ ïî ãî ðè çîí òà ëè 180° ýòî – âíóò ðåí -
íîñòü ïî ëó êðó ãà (ñì. ðèñ. 2). Ïðÿ ìûå – ýòî õîð äû èëè ÷à ñ òè õîðä ñ èñê ëþ ÷åí -
íû ìè êîí öà ìè, ïðè ÷åì ïðÿ ìûå ïî ÿâ ëÿ þò ñÿ êàê ðå çó ëü òàò ïðî åê òèâ íî ãî ïðå -
îá ðà çî âà íèÿ åâ ê ëè äî âûõ ãè ïåð áîë. Ìî äå ëè ïðî ñòðàí ñò âà ïî ëó ÷à þò ñÿ
àíà ëî ãè÷ íî, åñëè âçÿòü âíóò ðåí íîñòü øàðà. Â ýòîì ñëó ÷àå ê ïðÿ ìûì äî áàâ ëÿ -
þò ñÿ ïëîñ êî ñòè â âèäå ïëî ñ êèõ êðó ãîâ, íå ïðî õî äÿ ùèõ ÷å ðåç îï òè ÷å ñêèé
öåíòð ãëà çà (öåíòð øàðà). Ïëîñ êî ñòè åñòü ðå çó ëü òàò ïðî åê òèâ íî ãî ïðå îá ðà -
çî âà íèÿ åâ ê ëè äî âûõ ãè ïåð áî ëî è äîâ âðà ùå íèÿ.

Ïðè òà êèõ îïðå äå ëå íè ÿõ âñå àê ñè î ìû Åâ ê ëè äà íà ëþ áîé ïëîñ êî ñòè âû -
ïîë íÿ þò ñÿ, êðî ìå àê ñè î ìû î ïà ðàë ëå ëü íûõ. ×å ðåç ëþ áóþ òî÷ êó âíå õîð äû
ìîæ íî ïðî âå ñ òè áåñ êî íå÷ íîå ìíî æå ñò âî ëó ÷åé, íå ïå ðå ñå êà þ ùèõ çà äàí íóþ. 
Äâà ïðå äå ëü íûõ ëó÷à ñ÷è òà þò ñÿ ïà ðàë ëå ëü íû ìè õîð äå. Íà ðèñ. 2 ïî êà çàí
îäèí èç íèõ – ëó÷ OA, ïà ðàë ëå ëü íûé ïðÿ ìîé AB. Åñëè b – óãîë ïà ðàë ëå ëü íî -
ñòè, à b – äëè íà ïåð ïåí äè êó ëÿ ðà OB ê ïðÿ ìîé AB, òî èìå åò ìåñ òî ôîð ìó ëà
Ëîáà ÷åâ ñêî ãî tg( ) exp( ),b 2 = -b c  ãäå ñ – «ìíè ìûé» ðà äè óñ. Â ìî äå ëè Êëåé -
íà ýòó ôîð ìó ëó ëåã êî ïî ëó ÷èòü, åñëè âû ÷èñ ëÿòü äëè íó ïåð ïåí äè êó ëÿ ðà OB
êàê íà òó ðà ëü íûé ëî ãà ðèôì äâîé íî ãî îò íî øå íèÿ ÷å òû ðåõ òî ÷åê: äâå òî÷êè Î
è B – ýòî êîí öû ïåð ïåí äè êó ëÿ ðà, à äâå îñòà ëü íûå òî÷ êè M è N  – èñê ëþ ÷åí -
íûå êîí öû õîð äû, ñî äåð æà ùåé ïåð ïåí äè êó ëÿð. Ïðè ýòîì

b
c MB

MO

NB

NO
= æ

è
ç

ö

ø
÷

2
ln : .

(9)

Ó÷òåì, ÷òî MB MO OB= + , NB NO OB= - , OB AO= cosb è MO NO AO= = =
= c. Èç (9)

b cc c=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = = -

+

-2

1

1 2
2 2ln ln (( ( )) ) ln(

cos

cos

b

b
bctg tg( )) ,b 2

(10)

èëè tg( ) exp( ).b 2 = -b c

Â öåí ò ðå êðó ãà íà åâ ê ëè äî âîé ïëîñ êî ñòè E ìûñ ëèò ñÿ ðàñ ïî ëî æåí íûì
ãëàç íà áëþ äà òå ëÿ (ñì. ðèñ. 3). Âäîëü çðè òå ëü íîé îñè åâ ê ëè äî âà òî÷ êà A ïðî å -
öè ðó åò ñÿ â òî÷ êó B, êî òî ðàÿ îêà çû âà åò ñÿ â ôóí äà ìåí òà ëü íîì êðó ãå 3. Òî÷êà B
ïó òåì ïðî åê öèè èç âåð øè íû êî íó ñà 2 îä íî çíà÷ íî ïå ðå âî äèò ñÿ â ãè ïåð áî ëè -
÷å ñêóþ òî÷ êó C. Ñó ùå ñò âó åò è îá ðàò íîå îä íî çíà÷ íîå ïðå îá ðà çî âà íèå. Ïî -
ýòî ìó îáà ïðî ñòðàí ñò âà – Åâ ê ëè äà è Ëî áà ÷åâ ñêî ãî – îêà çû âà þò ñÿ âçà èì íî
îä íîç íà÷ íî ñâÿ çàí íû ìè.
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Ìîæ íî íàé òè ôóí ê öèþ óäà ëåí íî ñòè ïðåä ìå òîâ â âè çó à ëü íîì ïðî ñòðàí -
ñò âå îò óäà ëåí íî ñòè â îáû÷ íîì ïðî ñòðàí ñò âå. Îáîç íà ÷èì ÷å ðåç r ãè ïåð áî ëè -
÷å ñêîå ðàñ ñòî ÿ íèå äî òî÷ êè C , îïðå äå ëÿ þ ùåå çðè òå ëü íîå îùó ùå íèå óäà ëåí -
íî ñòè òî÷ êè A, à ÷å ðåç r – åâ ê ëè äî âî ðàñ ñòî ÿ íèå äî òî÷ êè A (ñì. ðèñ. 3).
Ñîãëàñ íî (5) åâ ê ëè äî âî ðàñ ñòî ÿ íèå äî òî÷ êè B â êðó ãå 3 ðàâ íî OB rS= =
= +rc r d( ). Èñ ïî ëü çóÿ (9) è (10), ïî ëó ÷èì

r =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = +æ

è
ç

ö

ø
÷

+ +

- +

c r r d

r r d

c r

d2

1

1 2

2
1ln ln .

( )

( )

Ïðè r ® ¥ îùó ùà å ìàÿ óäà ëåí íîñòü r òàê æå ñòðå ìèò ñÿ ê áåñ êî íå÷ íî ñòè è
ëèøü íà ìî äå ëè  îá ðå òà åò êî íå÷íóþ âå ëè ÷è íó. Íå ëè íåé íàÿ ìî äåëü – ýòî îäíî 
è òî æå èçîá ðà æå íèå äâóõ ïðî ñòðàíñòâ: ïðî ñòðàí ñò âà ïðåä ìå òîâ Åâ ê ëè äà è
âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà ñ ãåî ìåò ðèåé Ëî áà ÷åâ ñêî ãî.

Ìû íå áó äåì äà ëåå ðàñ ñìàò ðè âàòü ñâîé ñò âà ôè ãóð è ïðåä ìå òîâ â íå ëè -
íåé íîé ìî äå ëè âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà – ýòî ïðåä ìåò îò äå ëü íîé ðà áî òû.
Îò ìå òèì òî ëü êî, ÷òî íà ìî äå ëè òàê æå ëåã êî îáú ÿñ íÿ åò ñÿ è ýê ñ ïå ðè ìåíò ñ ïà -
ðàë ëå ëü íû ìè è ýê âè äè ñòàí ò íû ìè «àë ëå ÿ ìè» Áëþ ìåí ôå ëü äà [7]. 

Çà êëþ ÷å íèå. Íà îñíî âå ýê ñ ïå ðè ìåí òà ëü íûõ äàí íûõ ïðåä ëî æå íà íå ëè -
íåé íàÿ ìî äåëü âè çó à ëü íî ãî ïðî ñòðàí ñò âà, âîç íè êà þ ùå ãî â ñî çíà íèè ÷å ëî âå -
êà ïðè çðè òå ëü íîì âîñ ïðè ÿ òèè îêðó æà þ ùå ãî ìèðà. Ìî äåëü ïðåä ñòàâ ëÿ åò
ïðî ñòðàí ñò âî èçîá ðà æå íèé, êî òî ðîå ïî ëó ÷à þò ïðè ïî ìî ùè ïðî åê òèâ íî ãî
ïðå îá ðà çî âà íèÿ ôè çè ÷å ñêî ãî ïðî ñòðàí ñò âà. Îá íà ðó æå íî ñîâ ïà äå íèå íå ëè -
íåé íîé ìî äå ëè ñ ìî äå ëüþ ïðî ñòðàí ñò âà Ëî áà ÷åâ ñêî ãî ïî Êëåé íó â îïðå äå ëå -
íèè ïëîñ êî ñòè, ïðÿ ìîé è äâè æå íèé. Òîæ äå ñò âåí íîñòü ìî äå ëåé äàåò îñíî âà -
íèå ñ÷è òàòü, ÷òî âè çó à ëü íîå ïðî ñòðàí ñò âî èìå åò íå åâ ê ëè äî âó ìåò ðè êó. ×å ðåç 
èçîá ðà æå íèå íà ìî äå ëè îáà ïðî ñòðàí ñò âà – Åâ ê ëè äà è Ëî áà ÷åâ ñêî ãî – îêà çû -
âà þò ñÿ âçà èì íî îä íîç íà÷ íî ñâÿ çàí íû ìè.
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