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ВВЕДЕНИЕ

Проблема моделирования динамики дре-
востоев является одной из старейших в лесной 
экологии, однако вполне удовлетворительной 
теории процессов самоизреживания до сих 
пор не существует. Множество различных 
факторов и процессов взаимодействия влияют 

на процессы роста и гибели деревьев слож-
ным и во многом стохастическим образом.

Даже задача самоизреживания однопород-
ных одновозрастных древостоев не может счи-
таться полностью исследованной, несмотря на 
большое количество предложенных моделей. 
Можно выделить несколько основных типов 
таких моделей. Модели первого типа связы-
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вают плотность древостоя с его возрастом; к 
ним относятся известные формулы Хильми, 
Терскова–Шмальгаузена, Каянуса, Воропано-
ва и некоторые другие. Эти формулы ближе 
всего к таблицам хода роста, используемым 
в лесной экологии, они применяются также в 
гэп-моделях (см., например, Leemans, Prentice, 
1989); некоторые из этих формул будут более 
подробно рассмотрены в дальнейшем.

Графики известных формул изреживания 
не всегда обладают теми же качественными 
особенностями, что и экспериментальные 
кривые, в которых явно выделяются «фазы 
развития», разделенные точками перегиба. 
Исключением является формула Терсковых 
(Терсков, Терскова, 1980), дающая в двойном 
логарифмическом масштабе ломаную линию, 
в которой наличие «фаз развития» и границ 
между различными стадиями развития древо-
стоя просто постулируется.

С другой стороны, количественное совпа-
дение расчетных значений плотности насаж-
дений с данными таблиц хода роста и с дан-
ными на пробных площадях также оставляет 
желать лучшего для многих из существующих 
формул изреживания.

Модели второго типа связывают плотность 
древостоя со средним размером деревьев. 
Наиболее известными являются «формула 
3/2» и ее различные модификации (Reineke, 
1933; Yoda et al., 1963; Weller, 1987; Zeide, 
1987; Lonsdale, 1990; Tang et al., 1994; Ogawa, 
2001). Эти соотношения также используются 
в компьютерных гэп-моделях (Botkin, 1993).

Характер кривой изреживания до неко-
торой степени удается воспроизвести в эко-
лого-физиологических моделях, где обычно 
предполагается, что процесс гибели деревьев 
состоит из двух стохастически независимых 
компонент: возрастной и конкурентной. По-
добные модели используются как составные 
части в некоторых гэп-моделях динамики 
древостоев (Leemans, Prentice, 1989; Shugart, 
1984). Хотя ряд известных моделей изрежива-
ния укладывается в эту схему, она не являет-
ся исчерпывающей. Так, в работах (Бузыкин 
и др., 1985, 1987) изучена компонента смерт-
ности, названная авторами дискриминацион-
ной, которая проявляется в виде интенсивной 
гибели деревьев, отставших в своем развитии 
от «среднего» по популяции дерева. В рабо-
те (Карев, 1995) построена математическая 

модель изреживания, учитывающая все три 
компоненты смертности и при соответству-
ющем подборе параметров дающая удовлет-
ворительное согласие с качественным и ко-
личественным поведением кривой плотности 
насаждения. Эта модель имеет в основном 
теоретическую ценность: с ее помощью уда-
ется построить математическую модель, опи-
сывающую процесс образования ценона из 
исходной группы близковозрастных деревьев 
в результате действия дискриминационной 
компоненты смертности. В то же время отно-
сительная сложность и большое количество 
свободных параметров в этой модели делают 
ее неудобной для применения в практических 
расчетах.

Подробные и сложные компьютерные мо-
дели используют явное описание локальных 
взаимодействий между деревьями, основан-
ных на концепции экологического поля (Ура-
нов, 1965; Mou et al., 1993; Li et al., 2000). 
Компьютерные симуляции используют также 
различные индексы конкуренции за ресурсы 
(Pacala, Silander, 1985; Галицкий, Комаров, 
1979, 1987; Ford, Sorrensen, 1991; Weigelt, 
Jolliffe, 2003; Galitskii, 2006).

Количество возможных взаимодействий 
деревьев и способов влияния различных 
внешних условий на насаждение весьма вели-
ко; их сочетания могут по-разному влиять на 
смертность деревьев, и выявление ведущих из 
них является трудной задачей, которая обсуж-
далась, например, в работах (Pedersen, 1998; 
Franklin et al., 1987; Bossel, 1986). Возможные 
вариации генетической структуры деревьев 
также влияют на скорость изреживания. По-
видимому, невозможно учесть все факторы, 
влияющие на скорость гибели деревьев, в рам-
ках одной, даже очень подробной (и, следова-
тельно, громоздкой и трудной для использова-
ния) модели.

Таким образом, остается актуальной за-
дача создания феноменологической теории 
самоизреживания древостоев, которая позво-
ляла бы построить простые модели с малым 
числом параметров, имеющие ясный «физи-
ческий» смысл. При этом качественное по-
ведение модели должно отвечать типичным 
кривым самоизреживания и при соответству-
ющих значениях параметров должно дости-
гаться удовлетворительное количественное 
совпадение решения модели с «эксперимен
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тальными» данными (под которыми под- 
разумеваются данные по динамике численно-
сти древостоев на пробных площадях и табли-
цы хода роста).

Цель работы состоит не в конструирова-
нии новых формул самоизреживания, а в том, 
чтобы включить процесс самоизреживания в 
общие рамки моделирования популяционной 
динамики, в частности моделирования гибели 
популяций. При этом в отличие от большин-
ства подходов, где древостой рассматривает-
ся как состоящий из одинаковых (в среднем) 
деревьев при возможно различных локальных 
свойствах местообитания, мы рассматрива-
ем древостой, даже одновозрастный и одно-
породный, как совокупность неидентичных 
особей с различной вероятностью гибели. 
Такой подход использовался в некоторых ком-
пьютерных симуляциях (см., например, Adler, 
1996, Li et al., 2000), но не в аналитических 
моделях.

Наш подход основан на применении об-
щей теории динамики неоднородных популя-
ций к проблеме самоизреживания древостоев 
(Karev, 2003, 2010a,b).

МЕТОДЫ

Рассмотрим модель популяции с «распре-
деленным» значением некоторых параметров, 
например скорости размножения и/или гибе-
ли. Предположим, что каждая особь популя-
ции имеет собственные постоянные значения 
этих параметров, которые зависят от индиви-
дуальных свойств особи и усредненных ха-
рактеристик местообитания и не меняются со 
временем.

Каким образом неоднородность состава 
популяции может повлиять на ее динамику? 
Для ответа на этот вопрос построены мате-
матические модели неоднородных популяций 
различной степени сложности и развиты ме-
тоды их исследования (Karev, 2003, 2010a,b). 
Показано, что даже для сравнительно простых 
моделей популяций распределенность пара-
метров может привести к появлению новых 
динамических режимов, качественно отлич-
ных от поведения исходной модели.

Простейшей моделью гибели популяции 

является мальтузианская 
( ) ( )dN t aN t

dt
= − , где 

N – численность популяции, а – интенсив-

ность гибели (мальтузианский параметр). Рас-
смотрим неоднородную версию этой модели, 
в которой особи могут иметь различную ин-
тенсивность гибели. Назовем а-клоном груп-
пу всех особей популяции, имеющих значение 
мальтузианского параметра, равное а; обозна-
чим через ),( atl  численность а-клона в мо-
мент времени t. Вся популяция состоит их не-
пересекающихся а-клонов, динамика каждого 
из которых описывается уравнением

	
( , ) ( , ).dl t a al t a
dt

= − 	 (1)

Начальное распределение параметра  
(0, )(0, )

(0)
l aP a
N

=
 
предполагается заданным. Об-

щая численность популяции в момент t

	
( ) ( , ) ,

A
N t l t a da= ∫ 	 (2)

где A – область значений параметра a.
Очевидно, ( , ) (0, ) exp( )l t a l a at= −  – реше-

ние уравнения (1), тогда

	 ( ) exp( ) (0, ) ( ),
A

N t at l a da t= − = Λ∫ 	 (3)

где мы обозначили через ( ) exp( ) (0, )
A

t at l a daΛ = −∫  × 

× l(0,a)da преобразование Лапласа начальной 
плотности ),0( al .

В эквивалентной форме

	

( ) (0) exp( ) (0, )

(0) ( ),
A

N t N at P a da

N L t

= − =

=
∫ 	 (4)

где ( ) exp( ) (0, )
A

L t at P a da= −∫  
– преобразо-

вание Лапласа начального распределения 
(0, )P a .

Нетрудно показать, что

	
,t

dN E a
dt

= − 	 (5)

где ( , )
( )t A

al t aE a da
N t

= ∫
 
– среднее значение па-

раметра в момент t, которое может быть вы-
числено по формуле

	 ln ( ),t
dE a t
dt

= − Λ

Моделирование динамики древостоев
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и что

	
2 ( ),t
t

dE a a
dt

= −s 	 (6)

где s2
t (a)  – дисперсия параметра в момент t 

(Karev, 2003).
Теоретически все моменты распределения 

мальтузианского параметра вычисляются из 
явного выражения для распределения в мо-
мент t:

	

( , ) exp( )( , ) (0, )
( ) ( )

exp( ) (0, ).
( )

l t a atP t a P a
N t L t

at l a
t

−
= = =

−
=

Λ

	 (7)

Эта формула является основным резуль-
татом теории мальтузианских моделей, но ее 
практическая польза ограничена, посколь-
ку начальное распределение ),0( aP  или на-
чальная плотность ),0( al , как правило, не-
известны. Однако теория дает неожиданную 
возможность оценить начальную плотность 
исходя из известной динамики древостоя N(t). 
Величина N(t) вычисляется по формуле (3) как 
преобразование Лапласа от начальной плот-
ности. Тогда эта начальная плотность может 
быть вычислена по известным формулам как 
обратное преобразование Лапласа от N(t). Бо-
лее подробно этот вопрос будет рассмотрен 
ниже на примерах формул самоизреживания.

Из уравнений (5) и (6) вытекает важное 
утверждение о том, что моделирование дина
мики неоднородной популяции на основе 
только среднего значения скорости роста или 
гибели (в предположении, что это среднее 
значение не меняется со временем) может 
быть некорректным и необходимо учитывать 
хотя бы дисперсию распределения, поскольку 
среднее значение мальтузианского параметра 
уменьшается со скоростью, равной его теку-
щей дисперсии. Подчеркнем, что все естест
венные популяции неоднородны по многим 
параметрам (противоположный пример – ла-
бораторные «чистые линии»). Близки к одно-
родным многие искусственные насаждения, 
следствием чего нередко является массовая 
и почти одновременная гибель насаждения. 
Этот факт противоречит известным моделям 
и таблицам хода роста естественных насаж-
дений и еще раз показывает принципиальную 
важность неоднородности древостоев в про-
цессе роста и самоизреживания.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

1. Мальтузианские модели и формулы 
самоизреживания. Мальтузианская модель 
(1)–(4) является простейшей моделью гибели 
неоднородной популяции. Тем не менее мно-
гие хорошо известные формулы самоизрежи-
вания служат решением этой модели при тех 
или иных начальных распределениях мальту-
зианского параметра.

Рассмотрим некоторые известные форму-
лы самоизреживания с точки зрения развитой 
теории. Для этого надо найти такое начальное 
распределение (или плотность) мальтузиан-
ского параметра, чтобы решение модели при 
этом распределении совпадало с формулой. 
Это обратная задача теории неоднородных мо-
делей (см. выше). Рассмотрим ее подробнее. 
Пусть N(t) – плотность древостоя как функция 
времени (возраста), задаваемая формулой са-
моизреживания. Чтобы это N(t) совпадало с 
решением (4) модели (1), (2), нужно, чтобы 
нашлось такое начальное распределение, что 
N(t) = N(0)L(t). Такое начальное распределе-
ние, если оно существует, определяется по 
формуле

	

1 ( )(0, )
(0)

N tP a L
N

−  
=  

 
,	 (8)

где L–1 – обратное преобразование Лапласа.
Используя эту формулу, можем восстано-

вить гипотетическое начальное распределе-
ние мальтузианского параметра в предполо-
жении, что N(t) известно. Продемонстрируем 
этот подход на примере хорошо известной 
формулы самоизреживания Хильми (1957, 
1976):

	 0( ) (0)exp( (1 exp( ))),N t N a ct= − − − 	 (9)

где ca ,0  – постоянные коэффициенты.
Заметим, что формула (9) совпадает (с точ-

ностью до знака) с известной функцией Гом-
пертца, широко используемой в различных 
областях биологического моделирования, хотя 
эта формула выведена из других (энергетиче-
ских) соображений.

Для нас важно, что выражение exp(–a(1 – 
– exp(–l))) является преобразованием Лапла-
са распределения Пуассона. Пусть мальтузи-
анский параметр принимает в начальный мо-
мент времени значения ai = ic с вероятностью 

Ф. С. Березовская, Г. П. Карев
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0
0exp( )

!

i

i
ap a
i

= − . Тогда решение модели, полу-

ченное по формуле (4), имеет вид

	

0

0
0

0

0
0 0 0

0

0

( ) exp( )
(0)

exp( )exp( )
!

( )exp( ) exp( )exp( )
!

exp( (1 exp( )),

i i
i

i

i
ct i

ct

i

N t a t p
N

aict a
i

a ea a a e
i

a ct

∞

=

∞

=

−∞
−

=

= − =

= − − =

= − = − =

= − − −

∑

∑

∑

и мы получаем в точности формулу Хильми.
Таким образом, формула Хильми описы-

вает процесс мальтузианского изреживания 
насаждения, состоящего из бесконечного 
числа таких групп, что группа со скоро-
стью гибели a =  ic имеет начальный размер 

0
0(0, ) (0)exp( )

!

ial i N a
i

= − .

Очевидно, реальное насаждение не может 
состоять из бесконечного числа групп, тем бо-
лее что при их большом числе начальный раз-
мер группы оказывается сколь угодно мал, а 
скорость гибели сколь угодно велика. Более 
того, модель предполагает существование ну-
левой группы, в которой скорость гибели рав-
на 0. Поэтому рассмотрим версию модели, в 
которой насаждение разбивается лишь на ко-
нечное число групп, так что мальтузианский 
параметр может принимать конечное число 
значений ai = ic, i = 1, ... k; вероятности этих 
значений в начальный момент времени рав-

ны соответственно * 0
0( ) exp( )

!

i

i
ap C k a
i

= − , где 

нормирующий множитель C(k) выбран так, 

чтобы 1
1

* =∑
=

k

i
ip . В этом случае решение моде-

ли имеет вид

	
0

1

( )( ) (0) ( ) .
!

ct ik

i

a eN t N C k
i

−

=

= ∑
	

(10)

В рамках теории мальтузианских моделей 
эта формула содержательно более приемлема, 
чем формула (9), соответствующая случаю 

∞=k . Кроме того, мы получаем возможность 
оценить неизвестное заранее число групп k с 
различным «жизненным уровнем», выбирая 
то из них, при котором достигается наилуч-
шее согласование с данными. Компьютерные 

эксперименты показали, что, например, для 
сосновых насаждений k = 7–10. При этом точ-
ность описания данных выше, чем для форму-
лы Хильми, и составляла менее 5 % средне-
квадратического отклонения.

2. Формулы Каянуса и Воропанова. Фор-
мула Каянуса имеет вид

	
1 2

2( ) .b b tN t
t
+

= 	 (11)

Ее частным случаем (при )02 =b  является 
формула Воропанова: N t const=  (см., на-
пример, Терсков, Терскова, 1980).

Обратное преобразование Лапласа от 
1 2

2

b b t
t
+  дает выражение 1 2b a b+ . Это значит, 

что формула Каянуса (11) является решением 
мальтузианской модели (1), (2) при началь-
ной плотности мальтузианского параметра 

1 2(0, )l a b a b= + . Это утверждение легко про-
верить, используя формулу (3).

Неограниченно большие значения скоро-
сти гибели нереалистичны, поэтому разумной 
модификацией формулы Каянуса является 
предположение о том, что a v≤ , где v – не-
которая постоянная. Тогда начальное распре-
деление мальтузианского параметра задается 
формулой

	 1 2(0, ) ( )( ), 0 ,P a C v b a b a v= + < < 	 (12)
где ( )C v  – нормализующая постоянная.

Итак, предположим, что начальное рас-
пределение является линейной функцией (12) 
мальтузианского параметра в некотором ин-
тервале. Тогда решение модели (1), (2) дает 
модификацию формулы Каянуса

	

1 2 1 2 1

2 1
2

(0)( ( ))( )

2

tvN b b t e b b t b tvN t
b vt v b

−+ − + +
=

 + 
 

.  (13)

Динамика древостоев описывается моди-
фицированной формулой (13) заметно лучше, 
чем исходной формулой Каянуса. Например, 
для нормальных сосновых насаждений сред-
неквадратичное отклонение табличных и рас-
четных (по формуле (11)) значений оказывает-
ся около 9 %, в то время как эта величина для 
формулы (13) составляет менее 5 %.

Кроме того, мы получаем возможность 
оценить интервал значений скоростей гибе-
ли в неоднородной модели изреживания, вы-
бирая границу с тем, чтобы минимизировать 

Моделирование динамики древостоев
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среднеквадратичное отклонение расчетных и 
реальных данных. Так, для сосновых насажде-
ний 0.2v < (напомним, что для формулы Кая-
нуса v = ∞ ).

3. Степенная формула. Графики типич-
ных данных самоизреживания в больших воз-
растных интервалах близки к прямой линии 
в двойной логарифмической шкале (Терсков, 
Терскова, 1980). Такой график соответствует 
степенной зависимости
	 N(t) ~ t –k,   k = const.	 (14)

Формула (14) является решением модели 
(1), (2), если начальная плотность скорости 
изреживания l(0, a) ~ a k–1. Предположим сно-
ва, что значения мальтузианского параметра 
должны быть ограничены. Тогда начальное 
распределение имеет вид

	
1(0, ) ( ) , 0 ,kP a C v a a v−= < <

где нормализующая постоянная ( ) .k

kC v
v

=  Ре-

шение модели (1), (2) с этим начальным рас-
пределением дается формулой

	
( )( ) (0) ( ) ( , ) ,k

k

kN t N t k k tv
v

−= G − G 	 (15)

где ( )kG  – гамма-функция, ( , )k tvG  – неполная 
гамма-функция; ( , ) 0k tvG →  при tv → ∞ , так 
что формула (15) сводится к (14).

Динамика древостоев описывается моди-
фицированной формулой (15) несколько луч-
ше, чем исходной формулой (14). Например, 
формула (15) при k = 1.33, v = 0.27 описывает 
изреживание сосновых насаждений I бонитета 
(Загреев и др., 1992) со среднеквадратичным 
отклонением < 4.5 %.

Многие известные вероятностные распре-
деления могут рассматриваться как правдо-
подобные приближения для распределения 
мальтузианского параметра в моделях самоиз-
реживания. В качестве важного примера рас-
смотрим широко используемое G-распреде
ление

	

1 ( )( )(0, )
( )

k a b ss a b eP a
k

− − −−
=

G
,

где 0 < b ≤ a < ∞, s, k, b – положительные по-
стоянные.

Решение модели (1), (2) с начальным 
Г-распределением имеет вид

	
( ) (0) .bt ksN t N e

s t
−  =  + 

	 (16)

Эта формула является обобщением степен-
ной зависимости (14) и представляет собой 
комбинацию экспоненциального и степенного 
законов изреживания.

Пусть теперь мальтузианский пара-
метр принимает конечное число значений, 
ak = ck, c = const, с вероятностями pk = C(n)p k, 

k = 1, … n, p = const < 1, 1

1( )
1 n

pC n
p +

−
=

−
 – нор-

мирующий множитель; это усеченное геоме-
трическое распределение. Тогда

	

1
( ) (0)

(1 exp( ))(0) ( ) .
1 exp( )

n
kct

k
k

n
ct

N t N e p

p p cntN C n e
p ct

−

=

−

= =

− −
=

− −

∑
	 (17)

Предположение о том, что начальное рас-
пределение является равномерным, вполне 
естественно. Пусть, например, начальная 
плотность параметра постоянна в интервале 
(0, v). Тогда при b1 = 0 получаем частный слу-
чай модифицированной формулы Каянуса (13)

	
(0)(1 exp( ))( ) N vtN t

vt
− −

= .	 (18)

Как показали компьютерные эксперимен-
ты, эта формула не соответствует реальным 
данным, следовательно, предположение о рав-
номерном распределении в интервале ),0( v  
должно быть отвергнуто. Однако если предпо-
ложить, что параметр равномерно распреде-
лен в интервале ( , ), 0u v u > , то соответствую-
щая формула плотности

	

( )1( ) (0)
( )

v u t
ut eN t N e

v u t

− −
− −

=
−

дает хорошее описание данных.
Наконец, приведем формулу, которая яв-

ляется аппроксимацией решения мальтузи-
анской модели при любом начальном распре-
делении, сосредоточенном вблизи среднего 
значения, у которого моменты порядков, боль-
ших 2, пренебрежимо малы по сравнению со 
средним значением 0a  и дисперсией s2

0. Для 
этого в формуле (4) разложим экспоненту в 
ряд Тейлора:

0

2
20

0

( ) exp( ) (0, )
(0)

( )(1 ( ) ...) (0, ) .
2

A

a t

A

N t at P a da
N

a ae a a t t P a da−

= − =

−
= − − + −

∫

∫

Ф. С. Березовская, Г. П. Карев
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Отбрасывая члены порядков, больших 2, 
получаем

	 0

2
20( ) (0) 1

2
a tN t N e t−  s

≅ + 
 

.	 (19)

Типичные графики кривых (19) показаны 
на рис. 1.

Формула (19) может быть использована 
для описания процесса самоизреживания, 
если дисперсия мала по сравнению со сред-
ним значением, однако точность описания ре-
альных данных не слишком высока. Это гово-
рит о том, что в реальных древостоях разброс 
значений интенсивности смертности весьма 
велик, следовательно, неоднородность древо-
стоев должна быть принята во внимание.

Эволюция распределения мальтузианско-
го параметра в каждом отдельном случае мо-
жет быть легко отслежена с помощью фор-
мулы (7). Так, на рис. 2 показана динамика 
Г-распределения. Основной качественной 
особенностью эволюции распределений в 
мальтузианской модели изреживания являет-
ся то, что с течением времени распределение 
«стягивается» к наименьшему возможному 
значению мальтузианского параметра. Это 
легко понять, глядя на уравнение (6): среднее 
значение параметра уменьшается до тех пор, 
пока дисперсия отлична от нуля.

Общая количественная характеристика 
отклонения текущего распределения пара-
метра от начального может быть получена в 
терминах относительной энтропии или рас-
хождения Кульбаха–Либлера (Karev, 2010b). 
По определению расхождение между распре-

делением Pt и начальным распределением P0 
равно

	 0
( , ) ln( ( , ))[ : ]

(0, )t A

P t a P t aI P P da
P a

= ∫ .

Применяя это определение к начальному 
и текущему распределениям мальтузианской 
модели (1), (2) и пользуясь формулой (4), по-
лучаем

	

0[ : ] ( , )( ln ( ))

ln ( )[ ] .
(0)

t A

t

I P P P t a at L t da

N ttE a
N

= − − =

= − −

∫
	 (20)

Дифференцируя это равенство и учитывая 
формулы (5) и (6), получаем

	
20[ : ] ( )tdI P P t t

dt
= s .	 (21)

Расхождение 0[ : ]tI P P , равное 0 в началь-
ный момент времени, возрастает согласно 
уравнению (21), при этом скорость роста опре-
деляется текущей дисперсией параметра. Ин-
тересно, что это утверждение имеет общий 
характер, не зависящий от вида конкретных 
распределений, в то же время предельное зна-
чение зависит от начального распределения. 
Так, несложные вычисления показывают, что 
для пуассоновского начального распределения, 
дающего формулу Хильми (9), 0 0[ : ]tI P P a→ , 
а для Г-распределения (18) 0[ : ]tI P P → ∞.

4. Закон Шмальгаузена и модель Лесли–
Полетаева. Как показано в монографии (Тер-
сков, Терскова, 1980), плотность древостоев 
на всем возрастном интервале в двойной лога-

Рис. 1. Графики кривых (19) в зависимости от дис-
персии мальтузианского параметра. Слева направо: 
s0

2 = 0.14, s0
2 = 0.25, s0

2 = 0.36; во всех случаях a0 = 0.45.

Рис. 2. Динамика распределения мальтузианского пара-
метра при начальном Г-распределении.

Моделирование динамики древостоев
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рифмической шкале хорошо описывается ло-
маной линией, состоящей из нескольких (от 2 
до 4) отрезков, каждый из которых отвечает 
различным стадиям развития древостоя и опи-
сывается степенной функцией с соответствую-
щим показателем. Закон «кусочно-степенного 
роста» применительно к росту организмов и 
отдельных органов экспериментально обнару-
жен и сформулирован Шмальгаузеном (1935).

Для объяснения «ломаной Шмальгаузена» 
недостаточно констатировать наличие раз-
личных этапов в развитии органа, организма 
или популяции и описывать каждый из них 
отдельной, не связанной с другими моделью. 
Познавательную ценность может иметь мо-
дель, описывающая процесс развития в целом 
с закономерным переходом от одного этапа к 
другому, обусловленным внутренней динами-
кой модели.

Значительный шаг в понимании возможно-
го происхождения закона Шмальгаузена сде-
лан в работе И. А. Полетаева (1980). Важной 
особенностью модели Полетаева является то, 
что для объяснения существенно «нелиней-
ного» закона Шмальгаузена была предложена 
многокомпонентная линейная модель. Ана-
логичная модель применима для описания 
не только роста, но и гибели популяции, в 
частности процесса самоизреживания (Karev, 
Berezovskaya, 2003).

Предположим, что деревья в насаждении 
могут быть разделены на m непересекающих-
ся групп с плотностями n1(t), … nm(t) так, что 
особи, принадлежащие k-й группе, гибнут 
с интенсивностью dk, а выжившие особи k-й 
группы при k < m переходят в (k + 1)-ю группу 
с интенсивностью bk. В применении к насаж-
дениям k-й группе деревьев может отвечать 
либо возрастной период (латентный, прегене-
ративный, генеративный, постгенеративный), 
либо, более дифференцированно, k-е возраст-
ное состояние деревьев. Другой интерпре-
тации соответствует разделение деревьев по 
уровням жизненности: нормальная, понижен-
ная, низкая, сублетальная.

Динамика такого насаждения описывается 
системой

1
1 1 1 1

dn b n d n
dt

= − − ,

2
1 1 2 2 2 2

dn b n b n d n
dt

= − − , 
......................................

1
2 2 1 1 1 1

m
m m m m m m

dn b n b n d n
dt

−
− − − − − −= − − ,

1
m

m m m
dn b d n
dt −= − .	 (22)

Система (22) представляет собой вариант 
известной модели Лесли, позволяющей ис-
следовать динамику численности популяции 
со сложной внутренней структурой. Однако в 
применении к конкретной проблеме самоиз-
реживания отсутствие ограничений на коли-
чество групп и на зависимость интенсивно-
сти смертности и перехода от номера группы 
может лишить модель эвристического со-
держания. Например, если разбить деревья в 
насаждении на «группы», соответствующие 
десятилетним возрастным интервалам, то 
подходящим выбором коэффициентов моде-
ли, очевидно, можно со 100%-м совпадением 
описать данные любой таблицы хода роста, 
но пользы от такой модели не больше, чем 
от численной аппроксимации табличных зна-
чений. Поэтому задача состоит в том, чтобы 
найти версию модели с минимальным числом 
переменных и параметров, которая сохраняет 
качественные особенности кривых самоизре-
живания и удовлетворительно описывает ре-
альные данные. Такая модель может дать но-
вые знания о моделируемом процессе.

Исследование различных вариантов моде-
ли и компьютерные эксперименты показали, 
что искомым вариантом является модель с 
тремя группами. Случай m = 2 не позволяет 
добиться достаточно высокого совпадения 
расчетных и табличных данных, а увеличение 
количества промежуточных групп (m > 3) не 
приводит к значимому уменьшению откло-
нения по сравнению со случаем m = 3. Более 
того, достаточно ограничиться случаем, когда 
интенсивности отпада деревьев и переходов 
в первой и второй группах одинаковы и в на-
чальный момент все деревья находятся в пер-
вой группе. В результате приходим к системе

1
1 1

dn an bn
dt

= − − ,

2
1 2 2

dn bn an bn
dt

= − − ,	 (23)

3
2 2

dn bn cn
dt

= − ,

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )N t n t n t n t= + +

Ф. С. Березовская, Г. П. Карев
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с начальными условиями n1(t0) = N(t0), n2(t0) = 
= n3(t0).

Параметры a, b, c выбираются с тем, чтобы 
минимизировать среднеквадратичное откло-
нение расчетных и реальных данных. Решение 
N(t) модели (23) при соответствующих значе-
ниях параметров монотонно убывает и может 
иметь две точки перегиба, причем одна из них 
находится вблизи начального момента време-
ни (Karev, Berezovskaya, 2003). График типич-
ного решения модели представлен на рис. 3.

Результаты верификации и компьютерных 
экспериментов с моделью (23) показали, что 
построенная модель динамики насаждения 
удовлетворительно решает поставленную за-
дачу: модель имеет ясную интерпретацию, 
зависит лишь от трех параметров, ее каче-
ственное поведение отвечает особенностям 
наблюдаемых кривых динамики, во всех без 
исключения случаях имеет место высокая сте-
пень совпадения расчетных и натурных дан-
ных динамики однопородных древостоев раз-
личных пород и бонитетов.

Многостадийная модель Лесли–Полетаева 
может быть использована также для изучения 
динамики древостоев, когда учитывается про-
цесс возобновления. Пусть В(t) – скорость по-
явления новых деревьев в насаждении. Тогда в 
модифицированной модели первое уравнение 
системы (22) принимает вид

	
1

1 1 1 1
dn B b n d n
dt

= − − , 	 (24)

а все остальные уравнения остаются без изме-
нения.

В стационарном состоянии популяции 

B  =  const и 0idn
dt

=  для всех i; нетрудно по-

казать, что тогда
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где k
k

k

dc
b

= .

Уравнение (25) теперь может быть записа-
но в виде

	
i

i

n N
T

= =
 
const.	 (27)

Следовательно, на плоскости (T, n) точки с 
координатами (Ti , mi) лежат на прямой линии с 
тангенсом угла наклона, равным B.

Мы можем интерпретировать величину Ti 
как усредненное «время жизни» i-й стадии, 
которое учитывает и зависит только от интен-
сивности смертности и перехода. Уравнение 
(27) отражает «эргодическое свойство» систе-
мы в стационарном состоянии, которое озна-
чает, что размер каждой стадии пропорциона-
лен среднему времени жизни этой стадии.

Пусть dk ~ d = const, bk ~ b = const, тогда 

Tk ~ 1 kc
b

− , где dc
b

= , так что

	 Mk = Tk N ~ kc
b
1 − .	 (28)

Таким образом, мы снова получаем сте-
пенной закон, но в другом контексте: фор-
мула Шмальгаузена означала степенную за-
висимость размера популяции от времени 
(возраста), а соотношение (28) характеризует 
стационарное состояние насаждения и означа-
ет степенную зависимость размера стадии от 
ее номера в порядке появления. Отметим, что 
степенные зависимости вида (28) обнаружены 
в удивительно разноообразных биологиче-
ских системах (Albert, Barabasi, 2002; Karev et 
al., 2002; Koonin et al., 2002), а также в эконо-

Рис. 3. График типичного решения модели (23).
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мике (Pareto, 1897), лингвистике (Zipf, 1949), 
сетевом моделировании (Mendes, Dorogovtsev, 
2003) и т. д. Можно утверждать, что по сте-
пени распространенности и универсальности 
степенной закон, или распределение Парето, 
уступает только нормальному закону распре-
деления.

Вернемся к эргодическому свойству моде-
ли Лесли–Полетаева (22), (24); соотношение 
(27) является частным случаем «эргодической 
гипотезы в биологии», относящейся к ста-
ционарным состояниям лесных экосистем и 
сформулированной А. М. Молчановым (1992) 
следующим образом. Пусть qi – площадь, за-
нимаемая i-м биоценозом в стационарном со-
стоянии сукцессионной последовательности; 

тогда i

i

K
T
q

= = const для всех i, где Ti – среднее 

время возобновления i-го ценоза, K – эргоди-
ческая постоянная, универсальная для всех 
стадий рассматриваемой сукцессионной си-
стемы.

Эргодическая гипотеза и более общие тео-
ремы доказаны в работах (Карев, 1997, 1999) 
в рамках структурной модели сукцессий. Эти 
результаты интересны не только с теоретиче-
ской точки зрения, они дают методы для вы-
числения собственных времен, эргодической 
постоянной и в конечном счете – практиче-
ский метод для оценки отклонения текущего 
состояния экосистемы от стационарного со-
стояния. Этот подход использован для верифи-
кации сукцессионной схемы, оценки текущего 
состояния и прогноза динамики смешанных 
бореальных лесов на примере Приокско-Тер-
расного заповедника (Karev, Korotkov, 2008).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы попытались рассмо-
треть проблему описания процесса самоиз-
реживания древостоев с точки зрения общей 
теории и методов моделирования динамики 
биологических популяций и сообществ. Неод-
нородность является одним из фундаменталь-
ных факторов, определяющих динамику попу-
ляций как на эволюционных временах, так и 
на уровне времени жизни одного поколения. 
Исследование различных известных формул 
самоизреживания однопородных древостоев 
в рамках теории неоднородных моделей по-
пуляций показало, что эти формулы являются 

решениями простейшей мальтузианской моде-
ли гибели неоднородной популяции с различ-
ными начальными распределениями мальту-
зианского параметра (интенсивности гибели). 
Таким образом, все рассмотренные формулы 
описывают самоизреживание древостоев как 
один и тот же мальтузианский процесс гибели, 
но при различных условиях, которые в обоб-
щенной форме учитываются начальным рас-
пределением.

Примененные методы исследования дина-
мики неоднородных мальтузианских моделей 
позволяют уточнить известные формулы са-
моизреживания и построить ряд новых, вы-
бирая подходящее начальное распределение 
интенсивности гибели. Например, выбор гам-
ма-распределения в качестве начального по-
зволяет получить весьма полезную формулу, 
не предлагавшуюся ранее в литературе. Также 
есть основания выбрать в качестве начальных 
лог-нормальное или усеченное нормальное 
распределение, но соответствующие форму-
лы для численности популяции оказываются 
слишком громоздкими. С другой стороны, те 
же методы позволяют проверить различные 
гипотезы о начальном распределении ин-
тенсивности отпада деревьев для различных 
древостоев. Например, хотя равномерное рас-
пределение кажется возможным вариантом, 
соответствующая ему формула динамики не 
позволяет с приемлемой точностью описать 
процесс самоизреживания древостоев, так 
что гипотеза о равномерном распределении 
интенсивности отпада деревьев должна быть 
отвергнута.

Альтернативный подход к учету неодно-
родности состава насаждения может быть 
основан на многостадийной модели Лесли. 
Модель этого типа была предложена И. А. По-
летаевым для объяснения эмпирической 
«кусочно-степенной» формулы развития ор-
ганизма И. И. Шмальгаузена. Аналогичные 
закономерности, но с «противоположным на-
клоном» эмпирической кривой были найдены 
И. А. и М. И. Терсковыми в динамике различ-
ных древостоев. Оказалось, что и в этой си-
туации применима версия модели Полетаева, 
модифицированная таким образом, чтобы 
описывать не рост, а отпад деревьев. Получен-
ная простая модель оперирует лишь с тремя 
стадиями развития древостоя, но этого оказы-
вается достаточно для хорошего совпадения 
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реальных и расчетных данных. Таким обра-
зом, мы приходим к выводу, что учет неодно-
родности насаждения даже в весьма упрощен-
ной форме является не только необходимым, 
но и в определенной степени достаточным 
условием построения адекватных моделей са-
моизреживания древостоев.

Многостадийная модель Лесли–Полета-
ева, учитывающая процесс возобновления, 
обладает «эргодическим свойством»: в стаци-
онарном состоянии системы плотности насаж-
дения на каждой стадии развития пропорци-
ональны «собственным временам» развития 
каждой стадии. Этим интересным и полезным 
свойством могут обладать модели лесных со-
обществ на разных уровнях организации. 
«Эргодическая гипотеза» сформулирована 
А.  М.  Молчановым в применении к лесным 
территориям. Математическое доказательство 
этой гипотезы возможно только в рамках точ- 
но определенной математической модели; 
структурная модель сукцессий (Карев, 1997) 
позволила точно сформулировать и доказать 
ряд эргодических теорем, приложимых к лес-
ным сообществам. Существенно, что струк-
турная модель сукцессий является иерар
хической (Chertov et al., 1999), начинаясь с 
модели роста отдельного дерева и заканчи-
ваясь лесной территорией, но ее основным 
строительным блоком является модель цено-
на – «элементарной» (хотя и сложно устро-
енной) единицы лесного покрова. Концепция 
ценона выдвинута и разработана в работах 
Р. Г. Хлебопроса с соавторами. Модель дина-
мики однопородного одновозрастного древо
стоя является составной частью модели це-
нона и входит в основание иерархической 
системы моделей лесных сообществ.
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The concept of describing the process of self-thinning stands is considered from the standpoint of the 
general theory and methods of modeling the dynamics of biological populations and communities. 
Heterogeneity is one of the fundamental factors that determine the population dynamics of both 
the evolutionary time, and at the level of the lifetime of one generation. The study of various well-
known formulas of one-species stands self-thinning in the frameworks of theory of non-homogeneous 
population models showed that these formulas are the solutions of the simplest Malthusian model of 
heterogeneous population death with different initial distributions of Malthusian parameter (intensity 
of death). It is shown that all the above formulas describe the self-thinning of stands as essentially 
the same Malthusian process of death, but under different conditions, which in summary form are 
taken into account in the initial distribution. Applied research methods of Malthusian dynamics of 
inhomogeneous models study allow us to refine the known formulas of self-thinning and build a 
number of new, choosing a suitable initial intensity distribution death. The proposed methods allow 
testing of various hypotheses on the initial distribution of the amount of tree loss for various stands. 
It is shown that an alternative approach to addressing the diversity of crops may be based on a multi-
stage model of Leslie and use to simulate a modified version of the Poletaev’ model. A simple model 
constructed that operates with only three stages of stand development, but it is sufficient for reliable 
real and calculated data. We found that the inclusion of stand’s heterogeneity even in a very simplified 
form is not only necessary, but also to a certain extent is sufficient for constructing adequate models 
of self-thinning stands.
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