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Приведено решение последовательности связанных задач термоупругопластичности, в
которых исследуется возникновение и развитие течения в слое материала, находящего-
ся в условиях чистого сдвига, и последующем его торможении при медленном снятии
нагрузки. Однородность напряженного состояния слоя исключается за счет связанно-
сти теплофизических и деформационных процессов при наличии зависимости предела
текучести от температуры. В качестве дополнительного источника тепла принимается
его производство за счет трения материала слоя о шероховатую плоскость. Определены
условия возникновения вязкопластического течения в деформируемом слое материала и
закономерности движения по этому слою границ, разделяющих упругие и пластические
области, рассчитываются скорости течения и большие необратимые и обратимые де-
формации. Показано, что обратимые деформации вызывают возникновение напряжений
в области течения и упругодеформированном движущемся ядре.

Ключевые слова: упругость, пластичность, вязкость, теплопроводность, большие де-
формации.

DOI: 10.15372/PMTF20150410

Введение. Упругопластические задачи механики деформирования являются доста-
точно сложными [1, 2]. Как правило, в областях течения среды деформации нельзя по-
лагать малыми, поэтому краевая задача ставится и решается в скоростях перемещений.
В то же время в области обратимого деформирования следует решить краевую задачу для

уравнений теории упругости в перемещениях. При этом необходимо обеспечить выполне-
ние условия непрерывности перемещений на упругопластической границе, разделяющей
области, в которых деформирование описывается разными системами уравнений. В про-
тивном случае будут получены ошибочные решения (см. [3]). Однако вычисление пере-
мещений по найденному полю скоростей может оказаться сложной задачей [4], особенно
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в случае накопления значительных необратимых деформаций, т. е. при использовании мо-
дели больших упругопластических деформаций. Несмотря на то что существует много
работ, посвященных построению теории больших упругопластических деформаций [5–11],
получено небольшое количество решений краевых задач такой теории [7, 12–17]. Решений
задач, в которых учитывается связанность процессов деформирования и теплопередачи,
еще меньше [18–20].

В данной работе рассматривается одномерная задача о чистом сдвиге слоя материала,
обладающего упругими и пластическими свойствами, а также имеющего вязкие свойства
при пластическом течении. Учитывается нагрев материала вследствие его трения о жест-
кую шероховатую плоскость.

1. Постановка задачи. Исходные соотношения. В качестве независимых пере-
менных будем использовать пространственные переменные Эйлера xi. Пусть слой мате-
риала 0 6 x2 6 h расположен на жесткой шероховатой плоскости x2 = 0, другая его
граничная плоскость нагружена:

σ12

∣∣
x2=h

= ζt, σ22

∣∣
x2=h

= a0.

Здесь σ12, σ22 — компоненты тензора напряжений Эйлера — Коши; t — время; ζ, a0 —
задаваемые постоянные. Смещением границы несжимаемого слоя x2 = h за счет теплового
расширения пренебрегаем. Считаем, что в отсутствие перемещений на границе слоя x2 = 0
материал обратимо деформируется, до тех пор пока выполняется условие

x2 = 0: σ12 < f |σ22|. (1.1)

Здесь f — заданная постоянная сухого трения. Квазистатическое упругое деформирование
происходит при условии a0 < k0f

−1 (k0 — предел текучести при комнатной температуре),
иначе материал слоя перейдет в пластическое состояние до начала процесса проскальзы-
вания, т. е. в момент времени t = t∗ = a0fζ

−1. Для поля температур, формирующегося
при нагреве материала за счет трения скольжения, принимаем условия

θ =
T

T0
− 1 = θ(x2, t), θ(x2, t∗) = 0, θ(0, t) = γu(0, t) = γϕ(t),

∂θ

∂x2

∣∣∣
x2=h

= 0, (1.2)

где T0, T — комнатная и текущая абсолютная температура; u(0, t) = ϕ(t) — перемеще-
ние на границе слоя; γ — постоянная производства тепла за счет трения. Нагружаемую
границу слоя полагаем теплоизолированной. Предполагается, что функция ϕ(t) является
монотонно возрастающей. Дальнейшее нагружение и повышение температуры в слое при-
водят к возникновению вязкопластического течения материала в окрестности подложки,
что обусловливает большие деформации материала в области течения.

В качестве математической модели деформирования выберем построенную в [18] мо-
дель больших термоупругопластических деформаций. В прямоугольной системе простран-
ственных переменных Эйлера xi геометрически непротиворечивая кинематика больших

деформаций среды задается уравнениями изменения (переноса) для компонент pij тензо-
ров необратимых деформаций и компонент mij обратимых деформаций [18]

Dpij

Dt
= εpij − pikε

p
kj − εpikpkj ,

Dmij

Dt
= εij − εpij −

1

2

(
(εik − εpik + zik)mkj +mik(εkj − εpkj − zkj)

)
,

εij =
1

2
(vi,j + vj,i), vi =

dui

dt
=
∂ui

∂t
+ ui,jvj , ui,j =

∂ui

∂xj
,

mij = eij + α(T − T0)δij , rij =
1

2
(vi,j − vj,i) + zij(εsk,msk), (1.3)
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Dnij

Dt
=
dnij

dt
− riknkj + nikrkj ,

dij = mij + pij −mikmkj/2−mikpkj − pikmkj +mikpkmmmj .

Компоненты тензоров pij и mij являются необратимой и обратимой составляющими тен-
зора полных деформаций Альманси dij . Такое разделение задается последним равен-
ством (1.3), являющимся следствием первых двух. Заметим, что при отсутствии источ-
ника (εpij = 0) компоненты тензора необратимых деформаций pij меняются так же, как
при жестком вращении тела. При этом выполняется требование, аналогичное требованию
в теории малых деформаций: при термоупругом деформировании и разгрузке необратимые
деформации постоянны. Для того чтобы данное требование было выполнено, необходимо
использовать соответствующую объективную производную D/Dt, записанную в (1.3) для
компоненты nij произвольного тензора. Выражение для нелинейной составляющей тен-
зора поворота rij = −rji в данной работе не приводится вследствие его громоздкости,
соответствующее выражение в явном виде приведено, например, в [10]. Величины ui, vi

в (1.3) — компоненты перемещений и скоростей точек среды; α — коэффициент линейного

расширения.
В случае изотермического деформирования (θ ≡ 0) имеем mij = eij , поэтому тензор

с компонентами eij − 0,5eikekj следует называть тензором упругих деформаций. Введение
линейных составляющих eij и mij тензоров упругих и термоупругих деформаций позво-
ляет записать аналог известной в нелинейной теории упругости [21] формулы Мурнагана.
Эта формула принимает простую форму в предположении, что плотность распределения
свободной энергии ψ зависит (как и в классических моделях типа модели Прандтля —
Рейса) только от обратимых деформаций: W = ρ0ψ(T,mij) = W (θ,mij), где ρ0 — плот-
ность материала в недеформированном состоянии. Запишем аналог формулы Мурнага-
на [18] в предположении, что изменение объема среды определяется только ее тепловым
расширением, а механически она несжимаема. Тогда

σij =


−pδij + (1 + 3αT0θ)

−1 ∂W

∂dik
(δkj − 2dkj), pij ≡ 0,

−p1δij + (1 + 3αT0θ)
−1 ∂W

∂mik
(δkj −mkj), pij 6= 0.

(1.4)

Здесь σij — компоненты тензора напряжений; p, p1 — неизвестные функции добавочного

гидростатического давления. Упругий потенциал раскладывается в ряд Маклорена отно-
сительно свободного состояния при температуре T0. Принимая условие изотропии, имеем

W = −2µJ1−µJ2+bJ2
1 +(b−µ)J1J2−χJ3

1 +ν1J1θ+ν2θ
2−ν3J1θ

2−ν4J
2
1θ−ν5J2θ−ν6θ

3+ . . . ,

Jk =

{
Lk, pij = 0,

Ik, pij 6= 0,
(1.5)

L1 = dkk, L2 = dikdki, I1 = ckk, I2 = cikcki, cij = mij − 0,5mikmkj .

Здесь µ — модуль сдвига; b, χ, νm (m = 1, 2, . . . , 6) — тепломеханические постоянные [21].
Из закона сохранения энергии наряду с формулами Мурнагана (1.4) следует уравнение
баланса энтропии

ρT
dS

dt
+ qj,j = D,

где S = −(ρ0T0)
−1 ∂W/∂θ; qj — компоненты вектора теплового потока. В областях обрати-

мого деформирования и разгрузки источник энтропии отсутствует, а в областях течения
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определяется величиной σijε
p
ij . Принимая закон теплопроводности в форме закона Фурье,

из уравнения баланса энтропии получаем уравнение теплопроводности, которое в различ-
ных областях имеет следующий вид:

— в области обратимого деформирования

(1 + β1θ + β2djj)
dθ

dt
+ β3εijdji = q

∂2θ

∂xj ∂xj
,

β1 =
ν2(1− 3αT0)− 3ν6

ν2
, β2 = −ν3

ν2
, β3 = −ν1 + ν5

ν2
;

(1.6)

— в области течения

(1 + β1θ + β2cjj)
dθ

dt
+ β3(εij − εpij)cji = q

∂2θ

∂xj ∂xj
− 1

2ν2
σijε

p
ij ; (1.7)

— в области разгрузки

(1 + β1θ + β2cjj)
dθ

dt
+ β3εijcji = q

∂2θ

∂xj ∂xj
.

Здесь q — температуропроводность. Скорости необратимых деформаций связаны с напря-
жениями ассоциированным законом пластического течения [22]

εpij = δ
∂F

∂σij
, F (σij , ε

p
ij) = k, δ > 0. (1.8)

В качестве поверхности нагружения F будем использовать обобщение [23] условия теку-
чести Треска

max |σi − σj | = 2k + 2ηmax |εpk|. (1.9)

В (1.8), (1.9) k, η — предел текучести и вязкость материала при пластическом течении

соответственно; σi, ε
p
j — главные значения тензоров напряжений и скоростей необратимых

деформаций.
2. Движение до начала течения. С увеличением времени напряжение σ12 в слое

растет. Очевидно, что рассматриваемая задача является одномерной. Среди компонент
перемещений и скорости только u1 = u(x2, t), v1 = v(x2, t) отличны от нуля. При этом с
учетом (1.1) u(0, t) = 0. Решение такой задачи является тривиальным и имеет вид

u = µ−1ζx2t, d12 = 0,5u,2, d22 = −0,5u2
,2,

σ22 = σ33 = a0, σ11 = a0 + µ−1ζ2t2, σ12 = ζt.

Данное квазистатическое состояние равновесия сохраняется до момента времени t =
t∗, затем начинается проскальзывание и вследствие трения происходит нагрев материала
слоя. Следовательно, при t > t∗ получаем связанную задачу термоупругости с уравнением
теплопроводности (1.6), условиями (1.2) и граничным условием (1.1) в форме

(σ12 − f |σ22| − ξv)
∣∣
x2=0

= 0, (2.1)

где ξ — коэффициент вязкого трения. С учетом уравнений равновесия (квазистатическое
приближение) и определяющих зависимостей (1.4), (1.5) имеем

σ33 = −(p+ 2µ)− 1

2
(b+ µ)u2

,2 + (ν1 + 6µαT0)θ − (ν3 + 3αν1T0 + 18µ(αT0)
2)θ2 = −s1,

σ11 = −s1 + µu2
,2, σ22 = −s1 + lθu2

,2, σ12 = λu,2, (2.2)
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u,2 = ζλ−1t, m12 =
1

2
ζλ−1t, m11 =

1

2
m2

12, m22 = −3

2
m2

12,

l = ν1 + ν5 + 3αµT0, λ = µ− lθ.

С использованием (1.2), (2.1) запишем краевые условия для искомых функций

u
∣∣
x2=0

= u0 =
1

2
ζξ−1(t2 − t2∗)− fξ−1a0(t− t∗),

θ
∣∣
x2=0

= γu0,
∂θ

∂x2

∣∣∣
x2=h

= 0.

(2.3)

Учитывая кинематику течения (dθ/dt = ∂θ/∂t) и соотношения (2.2), уравнение теп-
лопроводности (1.6) запишем в форме

κ1g1(s) + κ2g2(ζ̃ , s) + κ3sν
−1
2 g3(s, x̃) = 0,

g1(s) = (1 + β1θ + β3lλ
−3s2)

∂θ

∂t
− q

∂2θ

∂x2
2

, g2(ζ̃ , s) = β3ζ̃λ
−2s, (2.4)

g3(s, x̃) = η−1(s− k0(1− θ2(x̃, t)θ−2
пл )).

В рассматриваемом случае уравнение (2.4) справедливо при κ1 = κ2 = 1, κ3 = 0,

s = ζt, ζ̃ = ζ, x̃ = x2. Из решения уравнения теплопроводности (2.4) с учетом начальных
и граничных условий определяется температура θ(x2, t). Затем по формулам (2.2) вычис-
ляется напряженно-деформированное состояние в слое. Полученное решение использует-
ся далее в качестве начального условия. Это решение справедливо до момента времени
t = t1, в который возникает пластическое течение. Момент и область возникновения те-
чения определяются по полученному решению задачи (2.2)–(2.4) из условия (1.9), которое
в данном случае сводится к условию

σ12 = k(t1), k = k0(1− θ2θ−2
пл ), (2.5)

где k0 — предел текучести при комнатной температуре; θпл — температура плавления

материала. Из (2.2), (2.5) следует, что пластическое течение возникает на плоскости x2 = 0
в момент времени t1, вычисляемый по формуле

t1 = ζ−1k0(1− θ2(0, t1)θ
−2
пл ).

3. Вязкопластическое течение. Начиная с момента времени t = t1 от граничной
плоскости x2 = 0 распространяется область вязкопластического течения c движущейся
границей x2 = r(t). В области r(t) 6 x2 6 h материал продолжает деформироваться обра-
тимо и напряжения в нем задаются зависимостями (2.2). В области течения прежде всего
необходимо решить уравнение теплопроводности (1.7), из которого следует исключить
параметры, определяющие напряженно-деформированные состояния.

Согласно определяющим уравнениям (1.4), (1.5) обратимые деформации задают на-
пряжения и в области течения:

σ33 = −(p+ 2µ)− 2(b+ µ)m2
12 + (ν1 + 6µαT0)θ − (ν3 + 3αν1T0 + 18µ(αT0)

2)θ2 = −s2(t),

σ11 = −s2(t) + 4µm2
12, σ22 = −s2(t) + 4lθm2

12, σ12 = 2λm12.
(3.1)

Однако в соответствии с уравнениями равновесия σ12 = ζt, σ22 = a0. Это позволяет с уче-
том краевых условий на плоскости x2 = 0 и упругопластической границе x2 = r(t) (ра-
венство напряжений σ22 и σ12) получить зависимости напряжений и деформаций от от-
носительной температуры θ = θ(x) в каждый момент времени t > t1. В области течения

уравнение (1.7) записывается в форме (2.4), где κ1 = κ2 = κ3 = 1; s = ζt; ζ̃ = ζ; x̃ = x2.
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Как и выше, краевым условием для уравнения (2.4) является условие θ(0, t) = γu(0, t),
а температура и тепловой поток на движущейся границе области x2 = r(t) полагаются
непрерывными. В области обратимого деформирования r(t) 6 x2 6 h распределение темпе-
ратуры удовлетворяет уравнению теплопроводности (2.4) при κ1 = κ2 = 1, κ3 = 0, s = ζt,

ζ̃ = ζ, x̃ = x2 при указанных выше условиях на движущейся упругопластической границе

в отсутствие потока тепла на границе слоя x2 = h. Для решения задач теплопроводности с
условиями, заданными на движущейся границе, использовалась конечно-разностная схема
первого порядка по времени и второго— по пространству [24]. Положение упругопластиче-
ской границы определялось равенством нулю скоростей пластических деформаций на ней.
Поскольку в рассматриваемом случае условие течения (1.9) принимает вид σ12− ηεp12 = k,
положение упругопластической границы x2 = r(t) определяется по формуле

εp12 = g3(s, x̃) = 0, x̃ = r(t). (3.2)

Найденное распределение температуры θ(x) в любой текущий момент времени t > t1
позволяет не только указать положение упругопластической границы (3.2), но и задать
кинематику течения, соответствующую (1.3). Действительно, согласно (1.3) в одномерном
случае получаем соотношения

d11 = m11 + p11 −
1

2
m2

12 − 2m12p12, d22 = m22 + p22 −
1

2
m2

12 − 2m12p12,

d12 = m12 + p12,
dd12

dt
=
∂d12

∂t
=

1

2
v′,

r21 = −r12 =
1

2
v′, ε12 =

1

2
v′ = εe12 + εp12 =

∂m12

∂t
+
∂p12

∂t
, (3.3)

εp11 =
dp11

dt
+ 2p12(r12 + εp12), εp22 =

dp22

dt
+ 2p12(r12 + εp12),

εp11 = −εp22 = −2εp12m12.

По известным скоростям пластических деформаций с использованием начального

условия pij(t1) = 0 определяются компоненты необратимых деформаций p12, p11, p22, после
чего с помощью (3.1) получаем дифференциальное уравнение для перемещения в области
течения

∂u

∂x2
= sλ−1 + 2p12, s = ζt. (3.4)

В области обратимого деформирования справедливо то же уравнение, если положить
в нем p12 = 0. Функция интегрирования определяется из условия равенства перемещений
на упругопластической границе.

Граничное условие (1.2) на нижней границе слоя x2 = 0 справедливо до момента
времени, в который температура на плоскости x2 = 0 становится равной температуре
плавления. Этот момент времени определяется зависимостью

tпл = fa0ζ
−1 + ζ−1(f2a2

0 + ζt∗(ζt∗ − 2fa0) + 2ξζγ−1θпл)
1/2.

4. Течение при постоянном напряжении. Предположим, что начиная с момента
времени t = t2 < tпл напряжение σ12 не изменяется:

σ12

∣∣
x2=h

= ζt2.

В этом случае появляется новая упругопластическая граница x2 = r1(t), движущаяся от
плоскости r(t2) к плоскости x2 = 0. Таким образом, область деформирования разбивается
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на три области: область вязкопластического течения 0 6 x2 6 r1(t), область r1(t) 6
x2 6 r(t2), в которой компонента необратимых деформаций p12 не изменяется, и область
обратимого деформирования r(t2) 6 x2 6 h.

Как и выше, компоненты напряжений во всей области деформирования вычисляются
по соотношениям σ12 = ζt2, σ22 = a0.

В области течения 0 6 x2 6 r1(t) справедливы уравнение теплопроводности (2.4) при

κ1 = κ3 = 1, κ2 = 0, s = ζt2, ζ̃ = ζ, x̃ = x2 и уравнение для определения положения

упругопластической границы x2 = r1(t) (3.2) при s = ζt2, x̃ = r1(t). В областях r1(t) 6
x2 6 r(t2) и r(t2) 6 x2 6 h уравнение (2.4) выполняется при κ1 = 1, κ2 = κ3 = 0, s = ζt2.
Для решения указанной системы уравнений используются краевые условия (1.2), условия
непрерывности θ и ∂θ/∂x2 на границах r1(t) и r(t2) и условие непрерывности θ при t =
t2. Компоненты необратимых и обратимых деформаций определяются из кинематических
зависимостей (3.3), перемещения— из уравнения (3.4), где s = ζt2, при этом используются
условия непрерывности перемещений на границах r1(t), r(t2) и краевое условие

u
∣∣
x2=0

= 0,5ζξ−1(2t2t− t22 − t2∗)− fa0ξ
−1(t− t∗),

следующее из (1.2), (2.1), (2.3).
При t = t3 область течения начинает увеличиваться, т. е. граничная плоскость r1(t)

движется по направлению к плоскости r(t2) и в момент времени t = t′ эти две плоскости
совпадают. Таким образом, начиная с момента времени t = t′ в слое остаются две области:
развивающаяся область течения 0 6 x2 6 r1(t) и упругая область r1(t) 6 x2 6 h, в которых
выполняются соотношения, приведенные в данном пункте. При постоянном напряжении
σ12 = ζt2 температура на нижней границе слоя x2 = 0 становится равной температуре
плавления в момент времени

tпл < t′пл =
2θпл + γζ(t22 + t2∗)− 2γfa0t∗

2γ(ζt2 − fa0)
.

5. Течение при уменьшающемся напряжении и разгрузка. Пусть начиная с
момента времени t = t4 (t2 < t4 < t′пл) выполняется условие

σ12

∣∣
x2=h

= ζt2 − ζ1(t− t4), ζ1 > 0.

Тогда во всем слое σ12 = ζt2 − ζ1(t − t4), σ22 = a0. Изменение краевого условия приво-
дит к появлению новой упругопластической границы x2 = r2(t), движущейся от плоско-
сти r1(t4) к плоскости x2 = 0. Область деформирования также разбивается на три области:
область течения 0 6 x2 6 r2(t), область r2(t) 6 x2 6 r1(t4), в которой p12 не изменяет-
ся, и область обратимого деформирования r1(t4) 6 x2 6 h. В последних двух областях
уравнение теплопроводности (2.4) справедливо при κ1 = κ2 = 1, κ3 = 0, x̃ = x2. В об-

ласти течения в уравнении (2.4) κ1 = κ2 = κ3 = 1, ζ̃ = ζ1, x̃ = x2, в уравнении (3.2)
x̃ = r2(t). Полученная система уравнений решается при краевых условиях, приведенных
в п. 4. Во всех перечисленных уравнениях и уравнениях обратимых деформаций и пере-
мещений s = ζt2 − ζ1(t− t4) и

u
∣∣
x2=0

= tξ−1(ζ1t2 + ζ2t4 − fa0)− 0,5ξ−1(ζ2t
2 + ζ2t

2
4 + ζ1t

2
2 + ζ1t

2
∗) + fa0ξ

−1t∗.

В момент времени t = t5 область течения вновь начинает увеличиваться, граница
r2(t) движется к границе r1(t4), в момент времени t = t′′ они совпадают и в слое остаются
две области: область течения 0 6 x2 6 r2(t) и область обратимого деформирования r2(t) 6
x2 6 h. В момент времени t = t′′пл температура на нижней границе слоя становится равной
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температуре плавления. Начиная с этого момента времени

t′′пл = ζ−1(ζt2 + ζ1t4 − fa0) + ζ−1
1 γ−1

√
D1,

D1 = γ2(ζt2 + ζ1t4 − fa0)
2 − γ2ζ1(ζ1t

2
4 + ζt22 + ζt2∗) + 2γ2fa0t∗ − 2γζ1ξθпл

краевое условие (1.2) заменяется на условие

θ
∣∣
x2=0

= θпл. (5.1)

Граница x2 = r2(t) движется от плоскости x2 = 0, начиная с момента времени t = t6
от плоскости r2(t6) к плоскости x2 = 0 движется граница x2 = r3(t), отделяющая область
течения 0 6 x2 6 r3(t) от области r3(t) 6 x2 6 r2(t6), где p12 не изменяется. В момент
времени tпр = t4 + (ζt2 − fa0)ζ

−1
1 напряжение в слое становится равным σ12 = fa0 и на

нижней границе слоя выполняется условие прилипания

u
∣∣
x2=0

= tпрξ
−1(ζt2 + ζ1t4 − fa0)− 0,5ξ−1(ζ1t

2
пр + ζ1t

2
4 + ζt22 + ζt2∗) + fa0ξ

−1t∗. (5.2)

При уменьшении напряжения материал начинает остывать. Краевое условие для темпе-
ратуры (5.1) заменяется условием

θ
∣∣
x2=0

= θпл(1− γ1(t− tпр)), (5.3)

где γ1 — задаваемая постоянная.
Согласно (3.2), (5.3) в момент времени t = t7 > tпр, который можно вычислить из

уравнения

ζt2 − ζ1(t7 − t4) = k0(1− (1− γ1(t7 − tпр))
2ξ−2),

граница x2 = r3(t) достигает нижней границы слоя, т. е. r3(t7) = 0.
Начиная с момента времени t = t7 в слое остается две области: область обратимого

деформирования r2(t6) < x2 6 h и область с накопленными пластическими деформациями
0 6 x2 6 r2(t6). В момент времени tk = t4 + ζζ−1

1 t2 компонента тензора напряжений σ12

становится равной нулю. Следовательно, разгрузка материала обусловлена уменьшением
компоненты σ22 до нуля.

Уравнение теплопроводности во всем слое 0 6 x2 6 h принимает вид

g1(0) = 0.

Условие (5.2) заменяется условием

u
∣∣
x2=0

= tпрξ
−1(ζt2 + ζ1t4)− 0,5ξ−1(ζ1t

2
пр + ζ1t

2
4 + ζt22 + ζt2∗). (5.4)

В области с накопленными необратимыми деформациями перемещение определяется

из дифференциального уравнения (3.4) при s = 0 и условия (5.4), а в области обратимого
деформирования — по формуле

u = tпрξ
−1(ζt2 + ζ1t4)− 0,5ξ−1(ζ1t

2
пр + ζ1t

2
4 + ζt22 + ζt2∗). (5.5)

6. Охлаждение. В момент времени tохл = tпр+γ−1
1 на нижней границе слоя темпера-

тура становится равной нулю, но в слое она еще отлична от нуля. Дальнейшее понижение
температуры обусловлено наличием заданного потока тепла на верхней границе слоя

∂θ

∂x2

∣∣∣
x2=h

= γ2t

(γ2 — известная постоянная величина). Перемещение в области с накопленными необра-
тимыми деформациями также определяется из уравнения (5.5) и условия (5.4), а в области
обратимого деформирования вычисляется по формуле (5.6). В конечный момент времени
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Рис. 1. Зависимость координаты границы области вязкопластического течения
от времени
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Рис. 2. Распределение безразмерной температуры в различные моменты вре-
мени:
1 — τ2 = ζt2f

−1a−1
0 , 2 — τ7 = ζt7f

−1a−1
0 , 3 — τохл = ζtохлf

−1a−1
0

t = t8, который определяется в результате численных расчетов, температура слоя стано-
вится равной комнатной температуре.

Проведение расчетов затруднено тем, что большинство термомеханических посто-
янных принимаемой модели неизвестно. В качестве примера получено решение задачи

при следующих значениях параметров, соответствующих алюминию: fa0µ
−1 = 5 · 10−5,

ζh2µ−1q−1 = 7,733 · 10−4, γh = 20, ξζhµ−2 = 2,679 84 · 10−6, ηζµ−2 = 3,349 79 · 10−7,
ν2µ

−1 = 0,02, β1 = 0,5, β3 = −0,5, k0µ
−1 = 2,297 96 · 10−3, θпл = 2,682 61, lµ−1 = 0,01. В

качестве безразмерного времени будем использовать переменную τ = ζtf−1a−1
0 . На рис. 1

показано изменение координаты упругопластической границы r̃ = rh−1 в интервале време-
ни от τ1 = ζt1f

−1a−1
0 = 16,24 до τ7 = ζt7f

−1a−1
0 = 51,29. На рис. 2 приведено характерное

распределение безразмерной температуры θ(x) в слое (по оси абсцисс отложена безраз-
мерная координата x = x2h

−1) в различные моменты времени. На рис. 3 представлено
распределение перемещений ũ = uh−1 в различные моменты времени.

Заключение. Постановка и решение приведенной в работе задачи могут быть ис-
пользованы для развития теории больших деформаций сплошных сред, при моделирова-
нии процесса высокоскоростной обработки материалов (высокоскоростная штамповка, во-
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Рис. 3. Распределение перемещений в различные моменты времени:
1 — τ2 = ζt2f
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лочение, пробивание отверстий и др.), а также при тестировании алгоритмов и программ
расчетов в связанных задачах теории.
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