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Исследуется приближение пограничного слоя классической математической модели,
описывающей истечение ламинарной струи горячего газа в покоящийся газ с более низ-
кой температурой. Доказано существование и единственность решений невырожденной
задачи в областях, не содержащих застойных зон. Исследовано асимптотическое пове-
дение этих решений.

Ключевые слова: нелинейные вырождающиеся уравнения параболического типа,
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Введение. Рассматривается математическая модель, описывающая истечение лами-
нарной струи горячего газа в покоящийся газ, имеющий более низкую температуру. Эта
задача является классической в теории динамики сжимаемой жидкости и важна для ис-
следования явлений, связанных с горением. Рассматривается приближение пограничного
слоя (при котором можно пренебречь влиянием давления). При использовании приближе-
ния пограничного слоя моделирование плоских струй в безразмерных переменных сводится

к нелинейной системе дифференциальных уравнений в частных производных (см. [1–7])
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где Pr — число Прандтля; G — величина, обратная квадрату числа Фруда (заданные
положительные числа); i = 0 в случае плоской конфигурации, i = 1 в случае осесиммет-
ричной струи. Система замыкается уравнениями состояния ρ = 1/T , µ = T σ (0 < σ <∞).
Неизвестными величинами в задаче являются компоненты вектора скорости v, u и темпе-
ратура T .

Работа выполнена в рамках исследовательских проектов POCI/MAT/61576/2004, FCT (Португалия)
и SAB-2005-0017 (Испания).
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Система (1) рассматривается в области Ω = {(x, r) ∈ R2: 0 < x < ∞, 0 < r < l 6 ∞}
с граничными условиями

∂u

∂r
= v =

∂T

∂r
= 0, r = 0, x > 0,

u = δ, T = ε, r = l, x > 0

(2)

и “начальным” условием

u(0, r) = u0(r) > δ, T (0, r) = T0(r) > ε, x = 0, r ∈ [0, l]. (3)

Следует отметить, что несмотря на стационарный характер задачи, эта система является
системой параболического типа и условие (3) можно интерпретировать как начальное
условие, если рассматривать переменную x в качестве фиктивного времени. В [7] задача
(1)–(3) рассмотрена для случая

T → ε, u→ δ при r → +∞.

Там же изучены автомодельные решения и проведено их численное моделирование.
В данной работе доказывается существование и единственность решений невырож-

денной задачи (в предположении δ > 0 и ε > 0, что означает отсутствие застойных зон).
Также исследуется асимптотическое поведение решений по x и l.

Для доказательства существования и единственности решений используются так на-
зываемые переменные Мизеса x, ψ (ψ — “функция тока”), в которых система уравнений
(1) после исключения неизвестной v преобразуется в чисто диффузионную систему
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Отметим, что системы такого типа возникают в различных областях, например в биоло-
гии, при изучении явлений фильтрации.

1. Преобразование к переменным Мизеса x, ψ. Введем функцию тока ψ(x, r) с
помощью формул

ψr = riρu, ψx = −riρv,

а также новые независимые переменные (переменные Мизеса)

(X = x, ψ = ψ(x, r)) ↔ (x, r),
D(X,ψ)
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= ψr = riρu > 0, (4)

определяющие гомеоморфизм (x, r) ↔ (X = x, ψ = ψ(x, r)). В дальнейшем для упрощения
записи сохраним обозначение X = x. Используя формулы
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и исключая неизвестную v, преобразуем систему (1) в систему уравнений для неизвест-
ных u, T

∂u

∂x
=

∂

∂ψ

(
r2ia(u, T )

∂u

∂ψ

)
+ r−ic(u, T ),

∂T

∂x
=

∂

∂ψ

(
r2ib(u, T )

∂T

∂ψ

)
, (5)

где

a = T σ−1u, c =
G

u
T

(
1− ε

T

)
, b =

a

Pr
. (6)



194 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2008. Т. 49, N-◦ 4

Здесь r = r(x, ψ) определяется с помощью нелокального оператора:

ri+1(x, ψ) = (i+ 1)

ψ∫
0

T (x, s)

u(x, s)
ds.

Как сказано выше, системы, аналогичные (5), возникают также в других областях,
например в биологии, при изучении явлений фильтрации (см., например, [8–11]).

Отметим, что при σ = 1, i = 0, G = 0 система (5) распадается на два независимых
параболических уравнения. В этом случае первое уравнение совпадает с известным “урав-
нением пористой среды” для функции u (см., например, [12–17]). Второе уравнение можно
рассматривать как “обобщенное уравнение пористой среды” для функции T при заданной
функции u.

2. Существование и единственность решений невырожденных задач

(0 < ε 6 1, 0 < δ 6 1). В плоском случае (i = 0) рассмотрим две различные задачи
для системы (5).
Задача 1. При заданном 0 < l < ∞ найти решение (u, T ) системы (5) в области

Ω = {(x, ψ) ∈ R2: 0 < x <∞, 0 < ψ < l <∞} с граничными условиями
∂u

∂ψ
=
∂T

∂ψ
= 0 при ψ = 0, x > 0,

u = δ, T = ε при ψ = l, x > 0

и “начальными” условиями

u = u0(ψ), T = T0(ψ) при x = 0, 0 6 ψ 6 l. (7)

Система (5) является системой параболического типа, поэтому условие (7) можно интер-
претировать как начальное условие, если переменная x рассматривается в качестве фик-
тивного времени. В (7) u0(ψ) = u0(r(0, ψ)); T0(ψ) = T0(r(0, ψ)); функция r(0, ψ) задается
следующим образом:

r(0, ψ) =

ψ∫
0

T0(s)

u0(s)
ds.

Предполагается, что

u0(l) = δ, T0(l) = ε, 0 < δ 6 u0(ψ) 6 1, 0 < ε 6 T0(ψ) 6 1. (8)

Задача 2. Найти решение (u, T ) системы (5) в области Ω = {(x, ψ) ∈ R2: 0 < x <∞,
0 < ψ < f(x) = ψ(x, l)} при r(x, f(x)) = l = const с граничными и “начальными” услови-
ями

∂u

∂ψ
=
∂T

∂ψ
= 0 при ψ = 0, x > 0,

u = δ, T = ε при ψ = ψ(x, l) = f(x), x > 0, (9)

u = u0(ψ), T = T0(ψ) при x = 0, 0 6 ψ < l.

Здесь ψ(x, l) = f(x) — неизвестная функция, определяемая уравнением

r(x, ψ) = l, 0 < l <∞

с заданной положительной постоянной l. Отметим, что при l = ∞ задачи 1 и 2 совпадают.
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2.1. Существование и единственность решений задачи 1. Докажем следующий “прин-
цип максимума” для задач 1, 2. Предположим, что G = 0. Тогда

δ 6 u(x, ψ) 6 1, ε 6 T (x, ψ) 6 1. (10)

Кроме того, если G > 0, то при x ∈ [0, X]

δ 6 u(x, ψ) 6 inf
λ>0

[max (eλX
√
G/
√
λ, 1)] = C0(X), ε 6 T (x, ψ) 6 1. (11)

При выполнении условий (8), (9) это утверждение следует из классического принципа
максимума (см., например, [18, гл. 1]). Из оценок (10), (11) вытекают неравенства

0 < a0(ε, δ) 6 a = bPr 6 a1(ε, δ) <∞, 0 6 c 6 c0(ε, δ) <∞. (12)

Теорема 2.1. Пусть функции (u0, T0) ∈ Cα[0, l], 0 < α < 1 и выполнены условия (8)
при 0 < ε, 0 < δ. Тогда при любом заданном значении 0 < X < ∞ задача 1 имеет,
по крайней мере, одно классическое решение (u, T ) ∈ Cα,α/2(Ω) ∩ C2m+α,m+α/2(Ω′) (Ω =
(0, X) × (0, l), Ω′ = Ω ∩ (x > 0), m > 1). Более того, решение является единственным,
если (uψ, Tψ) ∈ L4(0, X;L2q(0, l)) при q > 1.
Доказательство. В соответствии с (12) при ε > 0, δ > 0 система (5) является

равномерно параболической системой с регулярными ограниченными коэффициентами.
Поэтому существование решения следует из известных результатов (см., например, [18,
гл. 5]).

Единственность решения доказывается обычным путем. Пусть wi = (ui, Ti)
(i = 1, 2) — два различных решения и

w = (u, T ) = (u1 − u2, T1 − T2).

Тогда легко заметить, что u, T удовлетворяют системе уравнений
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)
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где A, B, C — матрицы:

A = {Aij}, A11 = a11, A22 = b11, A12 = A21 = 0,

B = {Bij}, B11 =
a11 − a21

u1 − u2
u2ψ, B12 =
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T1 − T2
u2ψ,
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T1 − T2
T2ψ,

C = {Cij}, C11 =
c11 − c21

u1 − u2
, C12 =

c21 − c22

T1 − T2
, C21 = C22 = 0,

aij = a(ui, Tj), bij = b(ui, Tj), cij = c(ui, Tj).

Нетрудно проверить, что

0 < a0(ε, δ) 6 A11, A22 6 b0(ε, δ),

|B| 6 K|w2ψ|, |Ci| 6 K, K = max (|aw|, |bw|, |cw|).
Умножая (13) на w и интегрируя по (0, x)× (0, l), получаем неравенство

l∫
0

|w(x, s)|2 ds+

x∫
0

l∫
0

|wψ|2 ds dt 6 CI, x > 0, (14)
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где

I =
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0
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0
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Введем функцию
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и используем следующие неравенства:
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С учетом (14) и последних неравенств получаем интегральное неравенство

Y (x) 6 C

x∫
0

Y (s)
( l∫

0

|w2ψ|2q dt
)2/q

ds,

которое имеет только тривиальное решение, если

x∫
0

( l∫
0

|w2ψ|2q dt
)2/q

ds 6 C <∞, q > 1. (15)

Это означает, что любое решение, удовлетворяющее неравенству (15), является единствен-
ным.
Замечание 1. Построенное решение w = (u(x, ψ), T (x, ψ)) определяет гомеоморфизм

между областью в плоскости физических переменных ΩX,r = {(x, ψ) ∈ R2: 0 < x < X,
0 < r < r(x, l)} и областью ΩX,l = {(x, ψ) ∈ R2: 0 < x < X, 0 < ψ < l} с якобианом

0 < ε 6
D(X,ψ)

D(x, r)
= ψr = ρu =

T

u
6

1

δ
<∞.
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Это решение определяет также форму линии тока r = r(x, l) = g(x) (g′(x) = v(x, l)/u(x, l))
в физической области. Вторая компонента вектора скорости v(x, ψ) задается формулой

v(x, ψ) = u(x, ψ)
∂

∂x

ψ∫
0

ds

ρ(x, s)u(x, s)
. (16)

Согласно (4), (10), (11) классическое решение w = (u(x, ψ), T (x, ψ)) определяет клас-
сическое решение (v(x, r), u(x, r), T (x, r)) системы (1), удовлетворяющее условиям (2).
Замечание 2. Аналогично можно доказать существование решений в осесимметрич-

ном случае (i = 1), но при этом возникает ряд технических трудностей.
Исследуем асимптотическое поведение решений задачи 1 по переменной x. Введем

энергетические функции

ηl(x) =

l∫
0

(u(x, ψ)− δ)2 dψ, µl(x) =

l∫
0

(T (x, ψ)− ε)2 dψ

и положительные числа (см. (6)):

λ = a0/(2l
2 Pr), ν = a0/(2l

2) (ν = λPr).

Сначала рассмотрим случай 0 < l <∞.
Теорема 2.2. Пусть w = (u, T ) — решение задачи 1 и 0 < l <∞. Если G = 0, то

ηl(x) =

l∫
0

(u(x, ψ)− δ)2 dψ 6 η(0) e−νx; (17)

µl(x) =

l∫
0

(T (x, ψ)− ε)2 dψ 6 µ(0) e−λx . (18)

Если G > 0 и λ > ν (последнее неравенство соответствует Pr < 1), то (17) нужно
заменить на неравенство

ηl(x) =

l∫
0

(u(x, ψ)− δ)2 dψ 6 2η(0)
(
1 +

4G2 e2

δ2ε2

)
e−νx . (19)

Доказательство. Умножая первое уравнение системы (5) на u − δ, второе уравне-
ние— на T−ε и интегрируя их по ψ в интервале (0, l), получаем следующие энергетические
соотношения:

dηl(x)

2dx
+

l∫
0

au2
ψ dψ =

l∫
0

G

uT
(T − ε)(u− δ) dψ; (20)

dµl(x)

2dx
+

l∫
0

a

Pr
T 2
ψ dψ = 0. (21)

Предположим, что G = 0. Тогда, используя неравенства

ηl(x) 6 4l2
l∫

0

u2
ψ dψ, µl(x) 6 4l2

l∫
0

T 2
ψ dψ, (22)
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получаем дифференциальные неравенства

dηl
dx

+ νηl 6 0,
dµl
dx

+ λµl 6 0
(
ν =

a0

2l2
, λ =

ν

Pr

)
.

Интегрируя эти неравенства, имеем оценки (17), (18).
Теперь предположим, что G > 0. С учетом (18) из (20) следует

dηl
dx

+ νηl 6 γ
√
ηl
√
µl 6 γ

√
ηl

√
µl(0) e−λx/2 = ω

√
η e−λx/2, (23)

где γ = 2G/(δε); ω = γ
√
µl(0). Интегрируя (23) при λ > ν, получаем неравенство

2
√
µl(x) eνx − 2

√
µl(0) 6 ω

x∫
0

e−(λ−ν)s/2 ds 6 ω
2 e

λ− ν
= 2β <∞,

из которого и следует оценка (19). Теорема доказана.
Замечание 3. В теореме 2.2

λ = a0/(2l
2 Pr) → 0, ν = a0/(2l

2) → 0 при l→∞.

Получим некоторые оценки, не зависящие от l, сделав дополнительное предположение,
что G = 0, начальные функции u0, T0 определены при ψ ∈ [0,∞] и

∞∫
0

|u0 − δ| dψ 6 Cu <∞,

∞∫
0

|T0 − ε| dψ 6 CT <∞. (24)

Далее используем известные оценки (см., например, [2, 19, 20])

l∫
0

|u− δ| dψ 6

l∫
0

|u0 − δ| dψ 6 Cu,

l∫
0

|T − ε| dψ 6

l∫
0

|T0 − ε| dψ 6 CT (25)

для решений системы (5) при i = G = 0. Из (24), (25) c учетом (10) следует

η∞(x) =

∞∫
0

|u0 − δ|2 dψ 6 Cu <∞, µ∞(x) =

∞∫
0

|T0 − ε|2 dψ 6 CT <∞.

Теорема 2.3. Пусть w = (u, T ) — решение задачи 1 c начальными данными (24) и
G = 0. Тогда

ηl(x) =

l∫
0

(u− δ)2 dψ 6
η∞(0)√

1 + 2xνη2
∞(0)

, ν =
8a0

9C4
u
; (26)

µl(x) =

l∫
0

(T − ε)2 dψ 6
µ∞(0)√

1 + 2xλµ2
∞(0)

, λ =
8a0

9C4
T Pr

. (27)

Доказательство. Для доказательства теоремы вновь используем энергетические

соотношения (20), (21) при G = 0, но в данном случае вместо (22) применим интерполя-
ционное неравенство

η3
l (x) =

( l∫
0

(u− δ)2 dψ
)3

6
(3

2

)2( l∫
0

|u− δ| dψ
)4

l∫
0

|uψ|2 dψ.



C. Н. Антонцев, Х. И. Диас 199

Тогда из (20), (25) следует дифференциальное неравенство

dηl
dx

+ νη3
l 6 0, ν =

8a0

9C4
u
.

Интегрируя последнее неравенство, получаем

ηl(x) =

l∫
0

(u− δ)2 dψ 6
η(0)√

1 + 2xνη2(0)
6

η∞(0)√
1 + 2xνη2

∞(0)
.

Переходя к пределу при l → ∞, завершаем доказательство оценки (26). Доказательство
оценки (27) идентично. Теорема доказана.
Замечание 4. Предположим, что G = 0 и w — решение задачи 1. Тогда

∞∫
0

|w(x, ψ)−wδ,ε|4 dx→ 0 при ψ →∞, (28)

где w = (u, T ); wδ,ε = (δ, ε). Из (20), (21) следует, что

sup
06x6∞

∞∫
0

|w −wδ,ε|2 dψ +

∞∫
0

∞∫
0

|wψ|2 dψ dx 6 C0(ε, δ)

∞∫
0

|w0 −wδ,ε|2 dψ.

Используя мультипликативное неравенство

∞∫
0

|w(x, ψ)−wδ,ε|4 dx 6 4
(

sup
06x6∞

∞∫
ψ

|w(x, ψ)−wδ,ε|2 dψ
) ∞∫

0

∞∫
ψ

|wψ|2 dψ dx

и теорему Лебега, получаем (28).
2.2. Существование и единственность локальных решений задачи 2. Введем новые

переменные x = x, η = ψ/f(x). Используя формулы

∂

∂x
=

∂

∂x
− ηf ′(x)

f

∂

∂η
,

∂

∂ψ
=

1

f

∂

∂η
,

D(x, η)

D(x, ψ)
=

1

f(x)
,

приводим задачу 2 к задаче

∂u

∂x
− ηf ′(x)

f(x)

∂u

∂η
=

1

f2(x)

∂

∂η

(
a
∂u

∂η

)
+ c,

∂T

∂x
− ηf ′(x)

f(x)

∂T

∂η
=

1

f2(x)

1

Pr

∂

∂η

(
a
∂u

∂η

)
;

(29)

∂u

∂η
=
∂T

∂η
= 0, η = 0, x > 0, u = δ, T = ε, η = 1, X > 0,

u = u0(ηf(0)), T = T0(ηf(0)) при x = 0, 0 6 η 6 1

(30)

в полуполосе Ω = {(x, η) ∈ R2: 0 < x <∞, 0 < η < 1}. Здесь

f(0) =

l∫
0

u0(s)

T0(s)
ds > 0
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является заданной константой, а неизвестная функция f(x) определяется с помощью нело-
кального оператора по u, T и их производных по η выражением

f(x)f ′(x) = Ξ(u, T, uη, Tη),

Ξ =:
(
T σ−1uη −

uT σ−2Tη
Pr

)∣∣∣
η=1

+
u(x, 1)

T (x, 1)

1∫
0

(
− T σ−1Tηuη

(1

u
+

1

Pr

)
+

2

u2
T σ−1u2

η

)
ds.

(31)

Для доказательства теоремы существования в дополнение к (10), (11) применим неко-
торые априорные оценки решения. Используя определение функции тока, получаем

ψ(x, r) =

r∫
0

ρ(x, r)u(x, r) dr,

l

C0
6 lmin (ρu) 6 ψ(x, l) = f(x) 6 lmax (ρu) 6 C0l.

(32)

Умножая первое уравнение системы (29) на f(x)(u−δ), второе уравнение — на f(x)(T −ε)
и интегрируя их по η и x, получаем соотношения

f(x)

1∫
0

(u(x, η)− δ)2 dη + 2

x∫
0

1∫
0

a

f(x)

(∂u
∂η

)2
dη dx = f(x)

1∫
0

(u0(ηf(0))− δ)2 dη +

x∫
0

fIc dx,

f(x)

1∫
0

(T (x, η)− ε)2 dη + 2

x∫
0

1∫
0

a

f(x) Pr

(∂T
∂η

)2
dη dx = f(x)

1∫
0

(T0(ηf(0))− ε)2 dη,

где

Ic =

1∫
0

G

uT
(u− δ)(T − ε) dη.

C учетом (10), (11), (32) из этих соотношений следует оценка

x∫
0

1∫
0

|wη|2 dη dx 6 C(l, ε, δ).

Умножив первое уравнение системы (29) на uηη, второе уравнение — на Tηη, получим

1

2

d

dx

1∫
0

u2
η dη +

1

f2(x)

1∫
0

au2
ηη dη = I + I1 + Λ1,

1

2

d

dx

1∫
0

T 2
η dη +

1

f2(x) Pr

1∫
0

aT 2
ηη dη = I2 + Λ2,

(33)

где

I =

1∫
0

cuηη dη, I1 = −f
′(x)

f(x)

1∫
0

ηuηuηη dη,
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Λ1 =
1

f2(x)

1∫
0

(auu
2
η + aTuηTη)Tηη dη,

I2 = −f
′(x)

f(x)

1∫
0

ηTηTηη dη, Λ2 =
1

f2(x) Pr

1∫
0

(aTT
2
η + auuηTη)uηη dη.

Легко проверить, что

|I| 6 ε

1∫
0

u2
ηη dη + C

1∫
0

|w|2 dη,

(|Λ1|, |Λ2|) 6 C

1∫
0

|wη|2|wηη| dη 6 ε

1∫
0

|wηη|2 dη + C

1∫
0

|wη|4 dη, ε ∈ (0, 1)

(34)

при некотором C = C(ε, ε, δ, l). Используя (31), получаем оценки

(|I1|, |I2|) 6 ε

1∫
0

|wηη|2 dη + Cf ′2(x)

1∫
0

|wη|2 dη, ε ∈ (0, 1),

где

f ′2(x)

1∫
0

|wη|2dη 6 C
[
|wη(x, 1)|2 +

1∫
0

|wη|4 dη
] 1∫

0

|wη|2 dη.

Введя функцию

Y (x) =

1∫
0

|wη|2 dη

и используя мультипликативные неравенства

|wη(x, η)|2 6 2Y 1/2(x)
( 1∫

0

|wηη|2 dη
)1/2

,

1∫
0

|w|2 dη 6 4Y (x), (35)

1∫
0

|wη|4 dη 6 2Y 31/2(x)
( 1∫

0

|wηη|2 dη
)1/2

,

имеем

f ′2(x)

1∫
0

|wη|2 dη 6 ε

1∫
0

|wηη|2 dη + CY 5. (36)

C учетом (33)–(36) и выбирая подходящее значение ε > 0, получаем неравенство

dY

dx
+

1∫
0

|wηη|2 dη 6 CY 5.
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Отсюда следует

Y (x) 6
( Y 4(0)

1− xCY 4(0)

)1/4
<∞ при 0 6 x 6 X0 < X∗ =

1

CY 4(0)
(37)

и

Y (x) +

x∫
0

1∫
0

|wηη|2 dη dx 6 C(Y (0), X0) при x 6 X0 < X∗. (38)

Последняя оценка справедлива для любого значения X∗, если Y (0) =

1∫
0

|wη(0, η)|2 dη удо-

влетворяет неравенству X∗CY 4(0) < 1. Оценка (38) обеспечивает большую гладкость

решения. Действительно, используя (31), (35), получаем

|f ′(x)|4 6 C
(
|wη(x, 1)|4 + Y 4

)
6 C

(
Y

1∫
0

w2
ηη dη + Y 4

)
∈ L1(0, X0).

Следовательно,

‖f ′(x)‖L4(0,X0) 6 C(l, δ, ε,X0). (39)

Рассмотрим уравнения системы (29) как независимые с заданными коэффициентами
f ′(x), f(x), a, b и применим теорию параболических уравнений [18].

Для доказательства теоремы существования решения построим вполне непрерывный

оператор, поскольку далее используется теорема Шаудера о неподвижной точке.
Используя (31), определим однопараметрическое семейство операторов

Φλ = Φλ(w,wη) =
1

2
λΞ(w,wη|x)

/ (
2λ

1∫
0

Ξ(w,wη|s) ds+ f2(0)
)
, λ ∈ [0, 1].

Рассмотрим систему уравнений

∂u

∂x
− ηg′(x)

∂u

∂η
=

∂

∂η

(
e2g(x) a

∂u

∂η

)
,

∂T

∂x
− ηg′(x)

∂T

∂η
=

1

Pr

∂

∂η

(
e2g(x) b

∂u

∂η

)
;

(40)

g′(x) = Φλ(w,wη), g(0) = ln f(0) (41)

с граничными и начальными условиями (30). Отметим, что при λ = 0 эта задача рас-
смотрена в подп. 2.1. Полученные выше априорные оценки остаются справедливыми для
любого λ ∈ [0, 1]. С учетом (32), (39) определим семейство функций ϕ ∈M , таких что

ϕ(0) = g(0), ln (l/C0) 6 ϕ(x) 6 ln lC0, ϕ′ ∈ L2.

Пусть ϕ ∈ M — произвольная заданная функция. Подставим ϕ в (40) вместо g. То-
гда соответствующая задача имеет, по крайней мере, одно решение w = (u, T ), которое
определяет нелинейный оператор Πλ: ϕ → w. Далее, используя (41), можно определить
оператор

Fλ: ϕ→ g =

x∫
0

Φλ(w,wη) ds+ g(0).
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Согласно приведенным выше априорным оценкам и теории параболических уравнений опе-
ратор Fλ является вполне непрерывным и удовлетворяет всем условиям теоремы Шаудера.
Поэтому уравнение ϕ = Fλ(ϕ) имеет, по крайней мере, одно решение, которое определяет
функции w = (u, T ). Таким образом, доказана

Теорема 2.4. Пусть функции (u0, T0) ∈ C2+α[0, 1] (0 < α < 1) удовлетворяют со-
ответствующим условиям совместности. Тогда задача 2 имеет единственное класси-
ческое решение w = (u(x, η), T (x, η)) на интервале x ∈ [0, X0] ⊂ [0, X∗), где величина
X∗ = X∗(Y (0)) > 0 определена в (37). Более того, решение существует для любого

конечного значения X0 при условии, что Y (0) =

1∫
0

(u′20η + T ′20η) dη достаточно мало.

Докажем единственность классических решений.
Теорема 2.5. Классическое решение задачи 2 является единственным.
Доказательство. Пусть wi = (ui, Ti) (i = 1, 2) — два различных классических

решения и w = w1 −w2. Тогда векторная функция w является решением задачи

wx = Awηη +Bwη + Cw +Dwη(x, 1) +

1∫
0

Ewη dη; (42)

∂w

∂η
= 0, η = 0, x > 0, w = 0, η = 1, x > 0,

w = 0, x = 0, 0 6 η 6 1

с ограниченными матрицами

|A,B,C,D,E| 6 C <∞ (43)

и положительной матрицей A

a0(ξ, ξ) 6 (Aξ, ξ) ∀ξ ∈ R2. (44)

Умножая уравнение (42) на wηη и проводя интегрирование, получаем интегральное
соотношение

1

2

d

dx

1∫
0

|wη|2 dη +

1∫
0

(Awηη,wηη) dη = I, (45)

где

I = −
1∫

0

(
Bwη + Cw +Dwη(x, 1) +

1∫
0

Ewη dη
)
wηη dη.

С учетом (35), (43), (44) величину I можно оценить следующим образом:

|I| 6 1

2

1∫
0

(Awηη,wηη) dη + C

1∫
0

|wη|2dη.

С учетом (45) и последней оценки получаем дифференциальное неравенство

d

dx

1∫
0

|wη|2dη 6 C

1∫
0

|wη|2dη,

которое завершает доказательство теоремы.
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Замечание 5. Построенное решение определяет гомеоморфизм между областью

Ωx,r = {(x, ψ) ∈ R2: 0 < x < X∗, 0 < r < l} в физических переменных и областью
ΩX,ψ = {(x, ψ) ∈ R2: 0 < x < X∗, 0 < ψ < f(x, l)}. Это классическое решение w = (u, T )
определяет классическое решение (v(x, r), u(x, r), T (x, r)) системы (1), удовлетворяющее
условиям (2) (см. замечание 1). Вторая компонента вектора скорости v определяется фор-
мулой (16).

Авторы выражают благодарность А. Линьяну за поддержку данной работы и полезные
обсуждения физических аспектов обсуждаемой задачи.
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