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Обобщенным методом Фурье исследована осесимметричная краевая задача термоупру-
гости для сжатого сфероида с концентрической сферической полостью. Задача сведена к
бесконечной системе линейных алгебраических уравнений с фредгольмовым оператором
при условии непересечения граничных поверхностей. Приведены результаты численно-
го анализа напряжений в случае свободных от нагрузки граничных поверхностей при
наличии температурного поля, обусловленного постоянным распределением температу-
ры на граничных поверхностях.
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Исследование основных краевых задач теории упругости для области, ограниченной
поверхностями сфероида и сферы, с помощью обобщенного метода Фурье (ОМФ) в случае
отсутствия теплового поля проведено в работе [1]. Указанный метод основан на использо-
вании теорем сложения базисных решений уравнения Ламе для различных канонических

односвязных областей [2]. В настоящей работе изучено напряженно-деформированное со-
стояние сфероида со сферической полостью с учетом термоупругих деформаций, обуслов-
ленных воздействием произвольного осесимметричного стационарного температурного по-
ля. Для решения этой задачи развит ОМФ решения термоупругих задач для многосвяз-
ных областей, ограниченных поверхностями сферы и сжатого сфероида. Впервые ОМФ
решения термоупругих многосвязных задач разработан в [3] для областей, ограниченных
поверхностями полупространства и шара. В данной работе приведены результаты чис-
ленного анализа напряжений при различных геометрических параметрах задачи.

1. Введем сонаправленные сферическую (r, θ, ϕ) и сжатую сфероидальную (ξ, η, ϕ) си-
стемы координат, совмещенные с центрами граничных поверхностей. Эти системы ко-
ординат связаны формулами r sin θ = c ch ξ sin η, r cos θ = c sh ξ cos η, где c — параметр

сфероида. Уравнения r = R и ξ = ξ0 определяют граничные поверхности. На поверх-
ности сферы и сфероида температура T задана в виде обобщенных рядов Фурье. Уси-
лия на граничных поверхностях считаются известными. Распределение температуры и

напряженно-деформированное состояние определяются в результате решения несвязанной
стационарной задачи термоупругости

∇2T = 0; (1)

∇2U +
1

1− 2σ
∇(∇U ) =

2(1 + σ)

1− 2σ
α∇T ; (2)

T (R, θ) =
∞∑

n=0

anPn(cos θ); (3)
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T (ξ0, η) =
∞∑

n=0

bnPn(cos η); (4)

FR(R, θ) =
2∑

j=1

∞∑
n=0

vj
nP 2−j

n (cos θ) ej ; (5)

Fξ(ξ0, θ) =
2∑

j=1

∞∑
n=0

wj
nP 2−j

n (cos η) ej , (6)

где T — температурное поле; U — вектор термоупругих перемещений; σ — коэффициент

Пуассона; α — коэффициент линейного температурного расширения; Pn(x) — функция

Лежандра; Fξ, FR — векторы усилий на поверхности сфероида и сферы соответственно;

{ej}2
j=1 — базис цилиндрической системы координат (eρ = e1, ez = e2).
Усилия, создаваемые вектором термоупругих перемещений на площадке с вектором

нормали n, определяются формулой

F = 2G
( σ

1− 2σ
n div U +

∂U

∂n
+

1

2
(n× rot U )− 1 + σ

1− 2σ
αTn

)
, (7)

где G — модуль сдвига.
Решение осесимметричной задачи теплопроводности (1), (3), (4) ищем в виде супер-

позиции сферического и сфероидального решений

T =
∞∑

n=0

C1
n

(R

r

)n+1
Pn(cos θ) +

∞∑
n=0

C2
n

Pn(iq)

Pn(iq0)
Pn(cos η), (8)

где C1
n, C2

n — неизвестные коэффициенты; q = sh ξ; q0 = sh ξ0.
При использовании ОМФ задача теплопроводности сводится к бесконечной системе

линейных алгебраических уравнений

C1
n + Rn

n∑
k=0

C2
k

Pk(iq0)
Ak

n = an,

Qn(iq0)
∞∑

k=n

C1
kRk+1Bk

n + C2
n = bn (n = 1, 2, . . .),

(9)

где Ak
n, Bk

n — коэффициенты в теоремах сложения, приведенные в работе [4].
Решение неоднородного дифференциального уравнения Ламе (2) ищем в виде суммы

общего однородного решения U0 и частного неоднородного решения. Так как правая часть
уравнения (2) зависит от температуры, которая согласно (8) представима в виде суммы
двух составляющих: сферической и сфероидальной, то и частное решение (2) ищем в виде
суммы двух решений, соответствующих сферической (UT

1 ) и сфероидальной (UT
2 ) состав-

ляющим температуры:

U = U0 + UT
1 + UT

2 .

Общее решение однородного уравнения Ламе ищем в виде суперпозиции внешних сфе-
рических и внутренних сфероидальных базисных решений

U0 =
2∑

s=1

( ∞∑
n=0

as
n

Rn+1

n!
W +

s,n +
∞∑

n=0

bs
n

1

Pn(iq0)
U−

s,n

)
,
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где as
n, bs

n — неизвестные коэффициенты; W±
s,n, U±

s,n — осесимметричные варианты общих

базисных решений уравнения Ламе для шара и сжатого сфероида, построенных в [5] (ре-
шения для сжатого сфероида получаются из решений для вытянутого сфероида заменой ξ
на ξ + iπ/2 и c на −ic); индексы “+” и “−” обозначают внешние и внутренние решения
соответственно.

Частное решение неоднородного уравнения Ламе (2), соответствующее сферической
составляющей температуры, ищем в виде

UT
1 = ∇r2

∞∑
n=0

αn
n!

rn+1
Pn(cos θ).

Неизвестные коэффициенты αn определяются при подстановке UT
1 в (2):

αn = α
1 + σ

2− 2σ

C1
n

1− 2n
.

Усилия на поверхности сферы, создаваемые UT
1 и сферической составляющей температу-

ры (8), находим по формуле (7), взяв в качестве нормали вектор er = e1 sin θ + e2 cos θ.
После преобразований получаем

F T
1 (R, θ) = 2Gα

2∑
j=1

∞∑
n=0

( 1 + σ

2(1− σ)
τ j
11,n −

1 + σ

1− 2σ
T j

11,n

)
P 2−j

n (cos θ)ej ,

τ j
11,0 = C1

0ω1j
11,0 + C1

1ω1j
11,1, ωj

11,n =
C1

n−1

1− 2n
ω1j

11,n−1 −
C1

n+1

1 + 2n
ω2j

11,n+1 (n > 1),

ω1j
n =

δj1 + nδj2

2n + 1

( 2σ

1− 2σ
(1− 2n) + n(n− 1)− n(n + 1)

2n + 1

)
,

ω2j
n =

−δj1 + (n + 1)δj2

2n + 1

( 2σ

1− 2σ
(1− 2n) + n(n− 1) +

n2

2n + 1

)
,

T j
11,0 = δj1C

1
0 +

C1
1

3
, T j

11,n =
1 + nδj2

2n + 3
C1

n+1 +
nδj2 − δj1

2n− 1
C1

n−1 (n > 1),

где δkj — символ Кронекера.
Для удовлетворения граничным условиям на поверхности сфероида (6) необходимо

найти разложения в обобщенный ряд Фурье усилий, создаваемых UT
1 и сферической со-

ставляющей температуры (8) на поверхности сфероида. С этой целью UT
1 и сферическая

составляющая температуры, предварительно записанные в сфероидальной системе коор-
динат с использованием теорем сложения, приведенных в работах [2, 5], подставляются
в (7), где в качестве нормали берется внешняя нормаль сфероида eξ = h(qeθ sin η+pez cos η)

(h = (q2 + cos2 η)−1/2; p = ch ξ). В результате получаем

F T
1 (ξ0, η) = 2αGh

2∑
j=1

∞∑
n=0

( 1 + σ

2− 2σ
τ j
12,n −

1 + σ

1− 2σ
T j

12,n

)
P 2−j

n (cos η)ej ,

τ j
12,n =

2σ

1− 2σ
(qδj1 + pδj2)ω

1j
12,n + cSj

1,n + 2Sj
2,n,

ω1j
12,0 = δj1Q0(iq)Ω

1
12,0 +

1

3
Q1(iq)Ω

1
12,1, Ω1

12,n =
n∑

k=0

C1
kRk+1Bn

k ,
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ω1j
12,n =

δj2n + 1

2n + 3
Qn+1(iq)Ω

1
12,n+1 +

δj2n− δj1

2n− 1
Qn−1(iq)Ω

1
12,n−1 (n > 1),

Sj
1,n = ω2j

12,n − 2pΩ2
12,n

(
qQj−2

n (iq)− p
∂Qj−2

n (iq)

∂ξ

)
, Ω2

12,n =
n∑

k=1

C1
k−1R

k

3− 2k

(g+)nk
(k − 1)!

,

β1
n =

n + 1

2n + 1
, β2

n =
n

2n + 1
, γj

12,0 =
2∑

n=1

βj
nΩ2

12,n
∂Qj−2

n (iq)

∂ξ
,

γj
12,n = βj

n+1Ω
2
12,n+1

∂Qj−2
n+1(iq)

∂ξ
+ β3−j

n−1Ω
2
12,n−1

∂Qj−2
n−1(iq)

∂ξ
(n > 1),

ω2j
12,0 =

1∑
n=0

γj
12,nβj

n, ω2j
12,n = γj

12,n+1β
j
n+1 + γj

12,n−1β
3−j
n−1,

Ω3
12,n =

n∑
k=0

C1
k

1− 2k
Rk+1Bn

k , ω3j
12,n = qQj−1

n (iq) + pQ2−j
n (iq),

Sj
2,0 = δj1ω

3j
12,0 + ω3j

12,1/3,

Sj
2,n =

δj2n + 1

2n + 3
ω3j

12,n+1 +
δj2n− δj1

2n− 1
ω3j

12,n−1 (n > 1),

T j
12,0 = (δj1q + δj2p)(δj1Ω

1
12,0Q0(iq) + Ω1

12,1Q1(iq)),

T j
12,n = (δj1q+δj2p)

(δj1 + δj2n

2n + 1
Ω1

12,n+1Qn+1(iq)+
δj2(n + 1)− δj1

2n− 1
Ω1

12,n+1Qn+1(iq)
)

(n > 1).

Здесь (g±)kn — коэффициенты в векторных теоремах сложения общих базисных решений

уравнения Ламе для шара и сжатого сфероида, полученные в работах [2, 5].
Частное решение неоднородного уравнения Ламе (2), соответствующее сфероидальной

составляющей температуры (8), ищем в виде

UT
2 =

∞∑
n=0

βnzU−
1,n.

Коэффициенты βn определяются при подстановке UT
2 в уравнение Ламе (2):

βn = α
2− 2σ

4σ − 3

C2
n

Pn(iq0)
.

Создаваемые усилия найдем по формуле (7), взяв в качестве нормали eξ. В результате
получаем

F T
2 (ξ0, η) = 2Gαh

2∑
j=1

∞∑
n=0

(2− 2σ

4σ − 3
τ j
22,n −

1 + σ

1− 2σ
T j

22,n

)
P 2−j

n (cos η)ej ,

τ j
22,0 =

C2
0ω1j

22,0

P0(iq0)
+

C2
1ω1j

22,1

P1(iq0)
, τ j

22,n =
C2

n−1ω
1j
22,n−1

Pn−1(iq0)
+

C2
n+1ω

2j
22,n+1

Pn+1(iq0)
,

ωj1
22,n =

1

2n + 1

(
χ1

n(n + δj1)− (δj1 − δj2)
σ

1− 2σ
qPn(iq)

)
,
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ωj2
22,n =

n + δj2

2n + 1

(
χ2

n + (δj1 − δj2)(n + δj1)
qP−1

n (iq)

2

)
,

χ1
n =

(q2

p
(n + 1)− p

2

)
P−1

n (iq) + i
q

p
(n + 1)P−1

n+1(iq),

χ2
n = −qP 1

n(iq)− 1− σ

1− 2σ
pPn(iq), T j

22,0 = (δj1q + δj2p)
(
δj1C

2
0 +

1

3
C2

1

)
,

T j
22,n = (δj1q + δj2p)

(δj1 + δj2n

2n + 3
C2

n+1 +
δj2n− δj1

2n− 1
C2

n−1

)
(n > 1).

Используя теоремы сложения, усилия, соответствующие UT
2 и сфероидальной состав-

ляющей температуры, на поверхности сферы можно записать в виде

F T
2 (R, θ) = 2Gα

2∑
j=1

∞∑
n=0

(2− 2σ

4σ − 3
τ j
21,n −

1 + σ

1− 2σ
T j

21,n

)
P 2−j

n (cos θ)ej ,

ωj
21,0 =

1∑
k=0

RkΩ1
21,kω

2j
21,k,

τ j
21,n =

Rn−1

(n− 1)!
Ω1

21,n−1ω
2j
21,n−1 +

Rn+1

(n + 1)!
Ω1

21,n+1ω
1j
21,n+1,

ωj1
21,n =

σ

1− 2σ

δj2 − δj1

2n + 1
+

( n

2n + 1
+

1

2n + 2

)n + δj2

2n + 1
,

ωj2
21,n =

n(n + 1)

2n + 1

δj1 − δj2

2n + 2
+

( 1− σ

1− 2σ
+ n

)n + δj1

2n + 1
,

Ω1
21,n = −

∞∑
k=n

C2
k

Pn(iq0)
(g−)nk ,

T j
21,0 = δj1Ω

T
21,0 +

ΩT
21,1

3
, ΩT

21,n =
∞∑

k=n

C2
k

Pn(iq0)
An

k ,

T j
21,n =

1 + nδj2

2n + 3
Rn+1ΩT

21,n+1 +
nδj2 − δj1

2n− 1
Rn−1ΩT

21,n−1 (n > 1).

Удовлетворяя условиям на граничных поверхностях (5) и (6), приходим к бесконеч-
ной системе линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициен-
тов as

n, bs
n

2∑
i=1

(
si
n,ja

i
n +

n∑
k=0

ti,jn,kb
i
k

)
= A1

n,j ,
2∑

i=1

( ∞∑
k=n

si+2,n
n,j ai

n + ti+2
n,j bi

n

)
= A2

n,j (10)

(j = 1, 2, n = 1, 2, . . .).

Коэффициенты системы (10) получаются из коэффициентов аналогичной системы для
вытянутого сфероида, приведенных в работе [1], путем подстановки a = 0 и замены ξ на
ξ + iπ/2 и c на −ic. Так же, как в работе [1], с помощью оценок, приведенных в рабо-
те [6], можно показать, что в случае непересечения граничных поверхностей операторы
систем (9), (10) являются фредгольмовыми, что позволяет решать систему методом ре-
дукции.
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В системе (10) правые части имеют вид

A1
n,j = vj

n − α
1 + σ

2(1− σ)
τ j
11,n − α

2− 2σ

4σ − 3
τ j
21,n + α

1 + σ

1− 2σ
(T j

11,n + T j
21,n),

A2
n,j = wj

n − α
1 + σ

2(1− σ)
τ j
12,n − α

2− 2σ

4σ − 3
τ j
22,n + α

1 + σ

1− 2σ
(T j

22,n + T j
12,n).

2. Численный анализ задачи проводился для следующих параметров: R = 1, σ =
0,25. Границы свободны от нагрузки; температура внутренней поверхности (r = R) равна
единице, а внешней (ξ = ξ0) — нулю (рис. 1).

На рис. 2,а приведены распределения термоупругих напряжений на площадках, нор-
мальных er, в фокальной плоскости сфероида, на рис. 2,б — распределения термоупругих

напряжений на площадках, расположенных на оси z и нормальных ez. Кривые 1–4 соот-
ветствуют длинам большей и меньшей полуосей сфероида (2,0; 1,5), (2,5; 1,5), (10/3; 2,0),
(10/3; 2,5), которые получаются при следующих значениях ξ0 и c: (1,323; 0,973), (2,0; 0,693),
(2,667; 0,693), (2,205; 0,973).

Результаты исследования напряженно-деформированного состояния показывают, что
характер распределения напряжений зависит от расстояния между граничными поверх-
ностями в выбранном направлении, причем значения напряжений минимальны как в слу-
чае, если размеры сфероида близки к размеру сферы (кривые 1, 2), так и в случае, если
размеры сфероида превышают размеры сферы на порядок. Последнее можно объяснить
уменьшением влияния внешней поверхности на напряженно-деформированное состояние в
окрестности сферы: сфероид не оказывает влияния на сферу.
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