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На основе технической теории изгиба тонких анизотропных пластин с использовани-
ем комплексных потенциалов Лехницкого построено решение задачи изгиба пласти-
ны, ослабленной эллиптическим отверстием, под действием сосредоточенной нагрузки
(сингулярное решение). Для построения решения использовано конформное отображе-
ние внешности эллиптического отверстия на внешность единичного круга и процедура
вычисления интегралов типа Коши по замкнутым контурам. Рассмотрены различные
варианты краевых условий на контуре отверстия. Сжатием эллипса в щель получены
решения задачи об изгибе пластины, содержащей прямолинейную трещину или жесткое
включение.

Ключевые слова: изгиб, анизотропный, изотропный материал, конформное отобра-
жение, интеграл типа Коши, единичная окружность.

Пусть в неограниченной анизотропной пластине, ослабленной эллиптическим отвер-
стием Λ (рис. 1), в точке с координатами τ = ξ+iη приложена сосредоточенная нагрузка—
сосредоточенный изгибающий момент m∗ = mx + imy. На контуре отверстия могут быть
заданы либо статические (изгибающий момент и обобщенная поперечная сила), либо ки-
нематические (прогибы и углы поворота) условия. Решение данной задачи сводится к
построению двух аналитических функций от обобщенных комплексных координат Fν(zν),
zν = x+µνy (ν = 1, 2), описывающих напряженно-деформированное состояние в пластине.
Здесь µν — корни характеристического уравнения (µ1 6= µ2) [1].

С использованием комплексных представлений статические условия на контуре от-
верстия определяются выражениями [1]
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2∑
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qνϕν(tν) =

s(t)∫
0

(−m dx + f dy) + Cy + C2, t ∈ Λ, (1)

ϕν(tν) = F ′
ν(tν), f(s) =

s(t)∫
0

p(s0) ds0.

Здесь m(s), p(s) — распределенные по контуру отверстия нормальные изгибающие мо-
менты и поперечные силы; C, C1, C2 — неизвестные действительные постоянные. Инте-
грирование ведется по дуге контура от начальной до текущей точки. В дальнейшем край
отверстия будем считать сободным от нагрузки (m(s) = 0, p(s) = 0).

Для пластины, нагруженной сосредоточенным изгибающим моментом, приложенным
во внутренней точке, комплексные потенциалы зададим в виде

ϕν(zν , τν) = Bν ln (zν − τν) + ϕν0(zν , τν).

Здесь ϕν0(zν , τν) — функции, голоморфные вне эллиптических отверстий Λν , соответству-
ющих Λ при аффинном отображении zν = x + µνy; Bν — комплексные постоянные, опре-
деляемые из системы уравнений

2∑
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(µk−2
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ν B̄ν) = fk (k = 1, 4 ),

f1 = −
my

2πiD11
, f4 = − mx

2πiD22
, fj = 0 (j = 2, 3 ).

Постоянные Dmn — цилиндрические жесткости пластины.
Умножим левую и правую части первого соотношения в краевых условиях (1) на

−q3−ν , а второго — на p3−ν/µ3−ν и сложим полученные выражения, откуда после группи-

ровки слагаемых, содержащих ϕ1(t1), ϕ1(t1), ϕ2(t2), ϕ2(t2), получим краевые условия (1)
в следующем виде:

ϕν(tν)− lνϕ1(t1)− nνϕ2(t2) = f∗
ν (t),
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.

Используя конформное отображение внешности единичного круга γ = {|σ| = 1} на
внешность эллиптических отверстий в плоскостях zν = x + µνy

zν =
a− iµνb

2
ζν +

a + iµνb

2

1

ζν
= ων(ζν), |ζν | > 1

и обратные функции

ζν = ζν(zν) = (zν +
√

z2
ν − (a2 + µ2

νb
2) )/(a− iµνb)
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и введя обозначения ϕ∗
ν(ζν , ην) = ϕν(zν , τν), ην = ζν(τν), можно получить выражения для

граничных значений функций ϕ∗
ν(ζν , ην) на γ:

ϕ∗
ν(σ, ην)− lνϕ∗

1(σ, η1)− nνϕ∗
2(σ, η2) = f∗

ν (σ),

ϕ∗
ν(ζν , ην) = Bν ln (ζν − ην) + ϕ∗

ν0(ζν , ην).
(3)

Здесь ϕ∗
ν0(ζν , ην) — неизвестные аналитические вне единичного круга γ функции.

Умножим левую и правую части краевого условия (3) на dσ/(σ− ζν), где ζν находится

вне единичной окружности, и вычислим интегралы типа Коши для функций, определен-
ных на контуре единичного круга [2]. Тогда из соотношения (3) получим выражения для
ϕ∗

ν0(ζν , ην):

ϕ∗
ν0(ζν , ην) = lνB̄1 ln

ζν η̄1 − 1

ζν η̄1
+ nνB̄2 ln
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+
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,
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)(
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)−1
.

(4)

В соотношение (4) входит неизвестная константа C, для определения которой необхо-
димо использовать условия однозначности прогибов при обходе контура единичной окруж-
ности γ

2 Re
{ 2∑

ν=1

Fν(zν)
}

L
= 0.

Отсюда следует формула для определения константы (в случае края отверстия, свободного
от нагрузки)

C = Im
2∑

ν=1
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2
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)[
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4
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]−1
.

Изгибающие и крутящие моменты в пластине определяются соотношениями [1]

(Mx, My, Hxy) = −2 Re
{ 2∑

ν=1

(pν , qν , rν)Φν(zν)
}

,
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dϕν(ζν , ην)

dζν
[ω′

ν(ζν)]−1.

Потенциалы Φ∗
ν(ζν , ην) = ϕ∗′

ν (ζν , ην) принимают вид

Φ∗
ν(ζν , ην) =

Bν

ζν − ην
+

B̄1lν
ζν(ζν η̄1 − 1)

+
B̄2nν

ζν(ζν η̄2 − 1)
− CDν

ζ2
ν

. (5)

Кинематические граничные условия на контуре эллиптического отверстия записыва-
ются в виде [1]

2 Re
2∑

ν=1

Fν(tν) = w∗(s), 2 Re
2∑
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ϕν(tν)(µν sin ϑ + cos ϑ) =
∂w∗

∂n
, t ∈ Λ

и могут быть сведены описанным выше приемом (после дифференцирования первого усло-
вия по дуге контура s) к соотношениям вида (2), где следует положить:

f∗
ν (t) =

f2(t)− µ3−νf1(t)
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, lν =

µ3−ν − µ̄1
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,
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Рис. 2 Рис. 3

f1(t) = −∂w∗

∂s
sin ϑ +

∂w∗

∂n
cos ϑ, f2(t) =

∂w∗

∂s
cos ϑ +

∂w∗

∂n
sin ϑ.

Здесь w∗, ∂w∗/∂n — заданные прогибы и углы поворота края эллиптического отверстия;
ϑ — угол между нормалью к контуру отверстия и осью x. Если прогибы и углы по-
ворота на контуре отверстия равны нулю, то краевое условие становится однородным.
Аналогично тому, как были выведены уравнения (4), могут быть получены выражения

для комплексных потенциалов [2]. Так, в случае действия сосредоточенного момента для
функций ϕ∗

ν0(ζν , ην) получим выражение

ϕ∗
ν0(ζν , ην) = lνB̄1 ln

ζν η̄1 − 1

ζν η̄1
+ nνB̄2 ln

ζν η̄2 − 1

ζν η̄2
.

В рассматриваемой задаче для комплексных Φ∗
ν(ζν , ην) потенциалов получим формулу

Φ∗
ν(ζν , ην) =

Bν

ζν − ην
+

B̄1lν
ζν(ζν η̄1 − 1)

+
B̄2nν

ζν(ζν η̄2 − 1)
.

Последние две формулы могут быть получены из (4), (5), где следует положить C = 0.
Решить указанным способом задачу для пластины со смешанными краевыми условия-

ми на контуре отверстия (например, условия свободного опирания) не удается, поскольку
не удается записать граничные условия для функций ϕ∗

ν(ζν , ην) на контуре единичной
окружности γ в форме (3).

Приведем некоторые результаты расчетов по полученным формулам. На рис. 2 пред-
ставлено распределение изгибающих и крутящих моментовMy (жирная сплошная кривая),
Mx (пунктирная кривая), Hxy (штриховая кривая), Mn (штрихпунктирная кривая) вдоль
защемленной кромки эллиптического отверстия (b/a = 0,5) для случая нагружения пла-
стины сосредоточенным изгибающим моментом mx в точке, находящейся на продолжении
малой полуоси эллипса. Координата приложения нагрузки — 0,9a; материал пластины —
борэпоксидный композит (№ 2 в таблице), угол между главным направлением анизотро-
пии E1 и осью x — ϕ = π/2. На рис. 3 приведено распределение изгибающих и крутящих
моментовMy, Mx, Hxy, Mn (обозначения те же, что на рис. 2) в пластине из борэпоксидного
композита для ϕ = 0. Концентрация напряжений на контуре пластины в этом случае су-
щественно уменьшается (примерно вдвое). В силу симметрии на рисунке показана только
четверть дуги эллипса.
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На рис. 4 представлено распределение изгибающих и крутящих моментов My, Mx,
Hxy, Mn (обозначения те же, что на рис. 2) на контуре отверстия такой же пластины из
изотропного материала (№ 1 в таблице). Результаты для пластины из изотропного мате-
риала (для ортотропного материала при ϕ = 0 µ1,2 = ±α + iβ) здесь и далее получены
предельным переходом в параметрах анизотропии в численном решении при α → 0, β → 1.
Практически это осуществлялось заданием одного из модулей упругости (например, мо-
дуля сдвига G) в изотропном материале, отличающегося на несколько сотых процента от
точного значения. Численные эксперименты показывают, что ошибка в результатах при
этом не превышает погрешности задания упругой характеристики материала. При указан-
ной точности задания упругих характеристик это погрешность в определении напряжений

порядка 5–6-й значащей цифры.
На рис. 5 представлено распределение изгибающих и крутящих моментов вдоль сво-

бодной кромки эллиптического отверстия (b/a = 0,5) для случая нагружения пластины
сосредоточенным изгибающим моментом mx, приложенным в точке, находящейся на про-
должении малой полуоси эллипса. Здесь через Mθ (сплошная светлая кривая, остальные
обозначения те же, что на рис. 2) обозначены изгибающие моменты в площадках, нормаль-
ных к контуру отверстия. Координата приложения момента— 0,9a; материал пластины—
изотропный. На рис. 6 приведено распределение напряжений в той же пластине в случае
воздействия сосредоточенного момента my. В данной задаче для ортотропной пластины
(ϕ = 0, π/2) в случае, когда поверхность изгиба имеет плоскость симметрии, значение
действительной константы C получается равным нулю (например, сосредоточенный мо-
мент mx приложен на продолжении малой полуоси эллипса). В остальных случаях значе-
ние константы отлично от нуля и зависит от вида нагрузки и координаты ее приложения.

Данный прием применим не только в случае сосредоточенных нагрузок. Рассмотрим
изгиб той же пластины с эллиптическим отверстием, защемленным по контуру, под дей-
ствием равномерно распределенных моментов, приложенных на бесконечном удалении от
контура отверстия. Напряженно-деформированное состояние (НДС) в пластине в этом
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случае можно получить, суммируя НДС в пластине без отверстия и возмущения НДС,
вносимые отверстием. Комплексные потенциалы для пластины без отверстия, описываю-
щие однородное поле напряжений, задаем в виде

ϕν(zν) = B∗
νzν + Gν ,

где Gν — произвольные комплексные константы; постоянные B∗
ν определяются из системы

уравнений [1]

−2 Re
{ 2∑

ν=1

pνB
∗
ν

}
= Mx0, −2 Re

{ 2∑
ν=1

qνB
∗
ν

}
= My0,

−2 Re
{ 2∑

ν=1

rνB
∗
ν

}
= Hxy0, Re {B∗

1} = 0.

Здесь Mx0, My0, Hxy0 — однородная нагрузка на бесконечном удалении от отверстия.
Функции ϕ∗

ν(ζν), описывающие НДС пластины с отверстием, примут вид

ϕ∗
ν(ζν) = B∗

ν

(a− iµνb

2
ζν +

a + iµνb

2

1

ζν

)
+ ϕ∗

ν0(ζν).

Здесь ϕ∗
ν0(ζν) — неизвестные аналитические вне контура отверстия функции, описываю-

щие возмущения НДС, вносимые отверстием. Аналогично тому, как были выведены соот-
ношения (4), получим выражения для комплексных потенциалов:

ϕ∗
ν(ζν) = B∗

ν
a− iµνb

2
ζν +

1

ζν

[
lνB̄

∗
1

a + iµ̄1b

2
+ nνB̄

∗
2

a + iµ̄2b

2

]
.

Если на контуре отверстия заданы напряжения, то правая часть краевых условий (2)
и, следовательно, (3) будут содержать неизвестные действительные постоянные C, C1, C2

(см. (1)). Действительные постоянные C1, C2 на напряженное состояние влиять не будут,
а будут определять углы поворота пластины как жесткого целого. Для определения дей-
ствительной постоянной C необходимо использовать дополнительное условие — однознач-
ности прогибов при обходе контура эллиптического отверстия. Для случая свободного от
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нагрузки контура отверстия данное условие дает следующее выражение для константы:

C = −
Im

2∑
ν=1

a− iµνb

2

(
−B∗

ν
a + iµνb

2
+ lνB̄

∗
1

a + iµ̄1b

2
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∗
2

a + iµ̄2b

2

)
Im

2∑
ν=1

a− iµνb

4

(
aq3−ν + ib

p3−ν

µ3−ν

)(
qν

p3−ν

µ3−ν
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pν

µν

)−1
.

Комплексные потенциалы в этом случае будут иметь вид

ϕ∗
ν(ζν) = B∗

ν
a− iµνb

2
ζν +

1

ζν

[
lνB̄

∗
1

a + iµ̄1b

2
+ nνB̄

∗
2

a + iµ̄2b

2
+ CDν

]
,

Φν(zν) =
1

ω′
ν(ζν)

[
B∗

ν
a− iµνb

2
− 1

ζ2
ν

(
lνB̄

∗
1

a + iµ̄1b

2
+ nνB̄

∗
2

a + iµ̄2b

2
+ CDν

)]
.

(6)

На рис. 7 приведено распределение изгибающих и крутящих моментов My, Mx, Hxy,
Mn (обозначения те же, что на рис. 2) по контуру эллиптического отверстия в изотропной
пластине (в площадках, совпадающих с линией контура) для случая жестко защемленного
края отверстия (w∗ = 0, ∂w∗/∂n = 0). Задача тестировалась на результатах Лехницко-
го [1], получившего замкнутое решение для ортотропной пластины с жестким круговым
включением. Отмечено полное совпадение обоих решений.

На рис. 8 показано распределение моментов My, Mx, Hxy, Mθ (обозначения те же, что
на рис. 2) по контуру свободного от нагрузки (первая краевая задача) эллиптического
отверстия в пластине, выполненной из борэпоксидного композита (ϕ = π/2). Максимум
изгибающего момента Mθ max = 4,9120My0 достигается в точках с координатами (±a, 0).
Тестирование результатов проводилось по данным работы [1], где приведено решение для
анизотропной пластины с круговым отверстием, свободным от нагрузки.

Если в формуле (6) положить b = 0, то получим решение задачи об изгибе бесконечной
пластины с прямолинейной трещиной (жестким включением). Комплексные потенциалы
Φν(zν) принимают вид

Φν(zν) =
1

2
√

zν − a
√

zν + a

[
B∗

νJ(zν)− a2

J(zν)

(
B̄∗

ν lν + B̄∗
2nν + 2

CDν

a

)]
,

J(zν) = zν +
√

z2
ν − a2.
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Из последнего соотношения видно, что в малой окрестности вершин трещины (жесткого
включения) напряжения будут иметь особенность порядка 1/

√
ρ, где ρ — расстояние от

вершины дефекта [3]. Подобным же образом может быть получено решение этой задачи для
случая действия сосредоточенных нагрузок [4], особенность для напряжений в окрестности
вершин дефекта будет иметь такой же вид: 1/

√
ρ.

Приведем выражение для константы C в случае загруженного постоянными изгиба-
ющими моментами края эллиптического отверстия и заданной на удалении нагрузки

C = −
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)
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(
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)(
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)−1
−
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4

(
ibq3−ν − a

p3−ν

µ3−ν

)(
qν

p3−ν

µ3−ν
− q3−ν
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)−1

Im
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(
aq3−ν + ib

p3−ν

µ3−ν

)(
qν

p3−ν

µ3−ν
− q3−ν

pν

µν

)−1
. (7)

В формуле (7) m — интенсивность постоянных нормальных изгибающих моментов,
приложенных к контуру отверстия (распределенная поперечная нагрузка p = 0). Ком-
плексные потенциалы при этом принимают вид

ϕ∗
ν(ζν) = B∗

ν
a− iµνb

2
ζν +

1

ζν

[
lνB̄

∗
1

a + iµ̄1b

2
+ nνB̄

∗
2

a + iµ̄2b

2
+ CDν + mEν

]
,

Eν =
1

2

(
ibq3−ν − a

p3−ν

µ3−ν

)(
qν

p3−ν

µ3−ν
− q3−ν

pν

µν

)−1
.

Результаты расчетов показывают, что для ортотропного материала пластины (ϕ =
0, π/2) величина константы C не зависит от отношения полуосей эллипса, т. е. для круга
и прямолинейного разреза значение постоянной получается одинаковым. На выполнение
краевых условий на контуре отверстия и, следовательно, на НДС пластины постоянная C
оказывает существенное влияние.

Из (7) можно получить выражение для определения произвольной константы в задаче
изгиба неограниченной пластины с прямолинейной трещиной, берега которой загружены
изгибающими моментами постоянной интенсивности [5] (для чего следует положить b = 0,
B∗

ν = 0). Следует заметить, что в данной задаче для ортотропного материала пластины
(ϕ = 0, π/2) константа C тождественно равна нулю. В случае ϕ 6= 0, π/2 значение кон-
станты отлично от нуля.

На основе полученных комплексных потенциалов могут быть построены решения для

сосредоточенных дислокаций, трактуемых как разрывы смещений в пластине [4]. Эти ре-
шения могут использоваться для построения комплексных потенциалов в задачах изгиба

пластин с эллиптическим отверстием, ослабленных сквозными криволинейными разреза-
ми (трещинами) и содержащих тонкие криволинейные жесткие включения. При этом ком-
плексные потенциалы задаются в виде сингулярных интегралов с неизвестной функцией

подынтегральной плотности, для определения которой используются условия на дефек-
те, приводящие к сингулярному интегральному уравнению или к системе сингулярных

интегральных уравнений с некоторыми дополнительными соотношениями.
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