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Рассмотрены коэффициентные задачи идентификации для стационарной модели массо-
переноса в приближении Обербека — Буссинеска. Получены системы оптимальности,
описывающие необходимые условия существования экстремума, и на основе анализа их
свойств установлены условия, обеспечивающие единственность и устойчивость реше-
ния.
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Введение. В последние годы в связи с необходимостью определения эффективных ме-
ханизмов управления термогидродинамическими процессами в вязких жидкостях большое

внимание уделяется исследованию задач оптимального управления для моделей тепломас-
сопереноса. Теоретическому изучению указанных задач посвящено значительное количе-
ство работ (см., например, [1–4]).

Наряду с задачами оптимального управления большое значение имеют задачи иденти-
фикации для моделей тепло- и массопереноса — определение (по дополнительной инфор-
мации о состоянии среды) неизвестных плотностей граничных или распределенных ис-
точников либо коэффициентов, входящих в дифференциальные уравнения или граничные
условия рассматриваемой модели. Следует отметить, что решение задач идентификации
сводится к исследованию соответствующих экстремальных задач при адекватном выборе

минимизируемого функционала качества. Это позволяет исследовать задачи управления
и задачи идентификации с единых позиций теории экстремальных задач условной опти-
мизации в гильбертовых пространствах.

Исследованию экстремальных задач восстановления плотностей источников посвящен

ряд работ (см., например, [5–7]), коэффициентные задачи идентификации изучены зна-
чительно меньше. Отметим лишь работу [8], в которой наряду с задачами идентифика-
ции плотностей источников рассмотрена задача восстановления коэффициента граничного

условия для модели тепловой конвекции.
1. Постановка основной краевой задачи. Целью настоящей работы является ис-

следование задач идентификации для следующей модели массопереноса:

−ν∆u + (u · grad)u + grad p = f + βCCG, div u = 0 в Ω, u
∣∣
Γ

= g; (1.1)

−λ∆C + u · gradC + kC = f в Ω, C
∣∣
ΓD

= ψ, λ
(∂C
∂n

+ αC
)∣∣∣

ΓN

= χ. (1.2)
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Здесь Ω — ограниченная область в Rd (d = 2, 3) с липшицевой границей Γ, состоящей из
двух частей ΓD и ΓN ; u, C — скорость и концентрация вещества в жидкости соответствен-
но; p = P/ρ; P — давление; ρ = const — плотность среды; ν > 0, λ > 0 — кинематическая

вязкость и коэффициент диффузии, являющиеся постоянными; f , f — объемные плотно-
сти источников массовых сил и вещества; G = −(0, 0, G) — вектор ускорения свободного

падения; βC , g, k, ψ, α, χ — некоторые функции. Величины, входящие в (1.1), (1.2), явля-
ются размерными, причем уравнения модели записаны в системе единиц СИ.

В [6, 7] доказаны глобальная разрешимость и локальная единственность краевой за-
дачи (1.1), (1.2), а также исследованы обратные экстремальные задачи восстановления

неизвестных плотностей источников вещества и импульса. Данная работа посвящена ис-
следованию коэффициентных задач идентификации для рассматриваемой модели массопе-
реноса, а именно нахождению неизвестных коэффициентов α, k и плотности χ, а также
решения (u, p, C) задачи (1.1), (1.2) по дополнительной информации об искомом решении.
Сложность исследования задач идентификации обусловлена тем, что они характеризу-
ются двойной нелинейностью — нелинейностью рассматриваемой модели и нелинейным

вхождением в модель (в виде множителей при C) неизвестных функций α и k. Тем не менее
структура дифференциальных уравнений рассматриваемой модели массопереноса позво-
ляет получить два условия на исходные данные. Первое условие является классическим
и обеспечивает единственность решения краевой задачи (1.1), (1.2). Второе условие ана-
логично достаточному условию единственности решения коэффициентной задачи иденти-
фикации для линейного уравнения конвекции — диффузии. Поскольку условия единствен-
ности достаточно громоздки (в силу нелинейности исходной модели), необходимо ввести
аналоги чисел Рейнольдса, Рэлея и Прандтля. Тогда эти условия можно записать в до-
статочно простом и физически наглядном виде.

Как и в [5], будем использовать пространства Hs(D), s ∈ R и Lr(D) либо Hs(D)
и Lr(D) для вектор-функций, где D представляет собой область Ω (или ее подмноже-
ство Q) либо границу Γ (или ее часть ΓN ). Скалярные произведения в L2(Ω), L2(Q) ли-
бо L2(ΓN ) обозначим через ( · , · ), ( · , · )Q, ( · , · )ΓN

соответственно, норму в L2(Ω), L2(Q)

либо в L2(ΓN ) — через ‖ · ‖, ‖ · ‖Q либо ‖ · ‖ΓN
, норму либо полунорму в H1(Ω) и H1(Ω) —

через ‖ · ‖1 либо | · |1, норму в H1/2(Γ0) — через ‖ · ‖1/2,Γ0
, отношение двойственности

для пары X и X∗ — через 〈 · , · 〉X∗×X или через 〈 · , · 〉. Пусть выполняются следующие
условия:

1) Ω — ограниченная область в пространстве Rd с границей Γ ∈ C0,1, состоящей из

N связных компонент Γ(i), i = 1, 2, . . . , N ;
2) ΓD ∈ C0,1, meas ΓD > 0, ΓN ∈ C0,1, ΓD ∩ ΓN = ∅, Γ = ΓD ∪ ΓN .

Положим H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω): v

∣∣
Γ

= 0}, V = {v ∈ H1
0 (Ω): div v = 0}, H̃1(Ω) =

{u ∈ H1(Ω): u · n|ΓN
= 0,

∫
Γ(i)

u · n dσ = 0, 1 6 i 6 N}, H̃1/2(Γ) = {u|Γ: u ∈ H̃1(Ω)}, Z =

H1(Ω,ΓD) ≡ {S ∈ H1(Ω): S|ΓD
= 0}, L2

0(Ω) = {p ∈ L2(Ω): (p, 1) = 0}, L2
+(D) = {v ∈ L2(D):

v > 0 на D}.
Введем билинейные и трилинейные формы

a0(u,v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ, b(v, q) = −
∫
Ω

q div v dΩ, c(u,v,w) =

∫
Ω

(u · grad)v ·w dΩ,

a1(C, S) =

∫
Ω

∇C · ∇S dΩ, c1(u, C, S) =

∫
Ω

(u · gradC)S dΩ, b1(S,v) =

∫
Ω

bS · v dΩ
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(b = βCG), которые являются непрерывными и обладают следующими свойствами:

c(u,v,w) = −c(u,w,v) ∀u ∈ V , (v,w) ∈ H1(Ω)×H1
0 (Ω); (1.3)

c1(u, C, S) = −c1(u, S, C) ∀u ∈ V , (C, S) ∈ H1(Ω)× Z; (1.4)

a0(v,v) > δ0‖v‖2
1 ∀v ∈ H1

0 (Ω), |c(u,v,w)| 6 γ0‖u‖1‖v‖1‖w‖1; (1.5)

a1(S, S) > δ1‖S‖2
1 ∀S ∈ Z, |c1(u, C, S)| 6 γ1‖u‖1‖C‖1‖S‖1; (1.6)

|(χ, S)ΓN
| 6 γ2‖χ‖ΓN

‖S‖1, |b1(S,v)| 6 β1‖v‖1‖S‖1, |(C, S)Q| 6 γ4‖C‖Q‖S‖1; (1.7)

|(αC, S)ΓN
| 6 γ3‖α‖ΓN

‖C‖1‖S‖1, |(kC, h)| 6 γ5‖k‖‖C‖1‖h‖1. (1.8)

Здесь δ0, δ1, γ0, γ1, . . . , γ5, β1 — константы, зависящие от Ω.
2. Постановка задачи идентификации. Предварительные результаты. От-

метим, что краевая задача (1.1), (1.2) содержит параметры ν, βC , λ, k, α и функции f ,
ψ, χ, описывающие плотности источников вещества (например, загрязняющего). Для того
чтобы найти решение краевой задачи (1.1), (1.2), необходимо задать значения всех пара-
метров, граничных функций и плотностей источников. Однако на практике некоторые из
этих параметров или плотностей часто оказываются неизвестными. В частности, могут
оказаться неизвестными значения функции k (коэффициента распада вещества за счет
химических реакций). В этом случае решение (u, p, C) задачи (1.1), (1.2) следует искать
вместе с коэффициентом k, используя определенную информацию о состоянии среды. Так-
же может быть неизвестной информация о функциях α и χ, входящих в граничное условие
в (1.2) на участке ΓN границы Γ. В качестве примера такой ситуации на рисунке показана
область течения Ω, имеющая границу Γ, состоящую из внешней компоненты Γ0 = ΓD,
на которой задано условие Дирихле, и внутренней компоненты Γ1 = ΓN , через которую
загрязняющее вещество попадает в область Ω. Значения концентрации C на внешней гра-
нице ΓD, а также в некоторой ее окрестности могут быть измерены, однако внутренняя
граница ΓN может оказаться недоступной для измерений, а следовательно, величины α
и χ, относящиеся к ΓN , следует считать неизвестными. В этом случае возникает проблема
определения величин α и χ вместе с решением (u, p, C) по измеренному полю концентра-
ций Cd в области Q, прилегающей к границе Γ. Аналогичная проблема возникает в задачах
трансграничного переноса загрязняющих веществ.

На основе изложенного выше предположим, что функции χ, α и k, входящие в си-
стему (1.1), (1.2), неизвестны и их требуется определить вместе с решением (u, p, C) из

GD

GN Q

Геометрия области течения
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условия минимума определенного функционала качества J̃ . В качестве J̃ выберем функ-
ционал J1(C) = ‖C − Cd‖2

Q, где функция Cd ∈ L2(Q) моделирует измеренное в некоторой

подобласти Q ⊂ Ω поле концентраций, или функционал J2(C) = ‖C−Cd‖2
1 при Cd ∈ H1(Q).

Множество исходных данных задачи (1.1), (1.2) разобьем на две группы: группу управ-
лений, куда отнесем функции χ, α, k, и группу фиксированных данных, куда отнесем
неизменяемые функции f , b, g, f , ψ. Будем полагать, что u = (χ, α, k), u0 = (f , b, g, f, ψ),
x = (u, p, C), а управление u может изменяться на множестве K = K1 × K2 × K3. При
этом выполняются следующие условия:

3) f ∈ H−1(Ω), g ∈ H̃1/2(Γ), f ∈ L2(Ω);
4) K1 ⊂ L2(ΓN ), K2 ⊂ L2

+(ΓN ), K3 ⊂ L2
+(Ω) — непустые замкнутые выпуклые множе-

ства.
Полагая X = H̃1(Ω)×L2

0(Ω)×H1(Ω), Y = H−1(Ω)×L2
0(Ω)×H̃1/2(Γ)×Z∗×H1/2(ΓD),

введем оператор F ≡ (F1, F2, F3, F4, F5): X × K → Y , где 〈F1(x, u),v〉 = νa0(u,v) +
c(u,u,v) + b(v, p) − b1(C,v) − 〈f ,v〉; F2(x, u) = div u; F3(x, u) = u|Γ − g; 〈F4(x, u), S〉 =
λa1(C, S)+λ(αC, S)ΓN

+c1(u, C, S)+(kC, S)−(f, S)−(χ, S)ΓN
; F5(x, u) = C|ΓD

−ψ. Умножая
уравнения в (1.1), (1.2) на тестовые функции и интегрируя их, получаем задачу в слабой
формулировке, заключающуюся в нахождении решения x ≡ (u, p, C) ∈ X операторного

уравнения F (x, u) ≡ F (u, p, C, χ, α, k) = 0, эквивалентного соотношениям

νa0(u,v) + c(u,u,v) + b(v, p)− b1(C,v) = 〈f ,v〉 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

λa1(C, S) + λ(αC, S)ΓN
+ c1(u, C, S) + (kC, S) = (f, S) + (χ, S)ΓN

∀S ∈ Z, (2.1)

div u = 0, u
∣∣
Γ

= g, C
∣∣
ΓD

= ψ.

Рассмотрим экстремальную задачу

J(x, u) ≡ µ0

2
J̃(x) +

µ1

2
‖χ‖2

ΓN
+
µ2

2
‖α‖2

ΓN
+
µ3

2
‖k‖2 → inf,

F (x, u) = 0, (x, u) ≡ (u, p, C, χ, α, k) ∈ X ×K,

(2.2)

где µl — неотрицательные размерные параметры. Значения этих параметров позволяют
регулировать относительный вклад каждого слагаемого в (2.2), а их размерности позво-
ляют согласовывать размерности величин u, p и C основного состояния с размерностями
величин сопряженного состояния. Параметры µ1, µ2, µ3 введены также для того, чтобы
обеспечить единственность решений задачи (2.2) (см. п. 3). В соответствии с общей теори-
ей экстремальных задач [9] введем в рассмотрение элемент y∗ = (ξ, σ, ζ, η, τ) ∈ Y ∗, который
будем называть сопряженным состоянием, и лагранжиан L : X ×K × R+ × Y ∗ → R, где
R+ = {x ∈ R: x > 0}, по формуле
L(x, u, λ0,y

∗) = λ0J(x, u) + 〈y∗, F (x, u)〉 ≡ λ0J(x, u) + 〈F1(x, u), ξ〉+

+ (F2(x, u), σ) + 〈ζ, F3(x, u)〉Γ + κ〈F4(x, u), η〉+ κ〈τ, F5(x, u)〉ΓD
.

Здесь 〈ζ, · 〉Γ = 〈ζ, · 〉
H̃1/2(Γ)∗×H̃1/2(Γ)

; 〈τ, · 〉ΓD
≡ 〈τ, · 〉

H1/2(ΓD)∗×H1/2(ΓD)
; κ — параметр

с размерностью [κ] = L8
0/(T

2
0M

2
0 ); L0, T0, M0 — характерные величины, имеющие раз-

мерности длины, времени и массы соответственно в метрах, секундах и килограммах (в
системе СИ). Указанный выбор [κ] обеспечивает совпадение размерностей величин ξ, σ, η
сопряженного состояния с размерностями величин u, p, C основного состояния, т. е. вы-
полнение равенств [ξ] = [u] = L0/T0, [η] = [C] = M0/L

3
0, [σ] = [p] = L2

0/T
2
0 . Это позволяет

считать ξ, σ и η “сопряженными” скоростью, давлением и концентрацией.
Справедливы следующие теоремы, доказательства которых аналогичны доказатель-

ствам соответствующих теорем в [6, 7].
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Теорема 1. Пусть выполняются условия 1–4. Тогда для любых (χ, α, k) ∈ K суще-
ствует по крайней мере одно решение (u, p, C) ∈ X задачи (1.1), (1.2) и справедливы
оценки ‖u‖1 6 Mu(u0, u), ‖p‖ 6 Mp(u0, u), ‖C‖1 6 MC(u0, u). Здесь Mu, Mp, MC —
неубывающие непрерывные функции норм ‖f‖−1, ‖b‖, ‖g‖1/2,Γ, ‖f‖, ‖ψ‖1/2,ΓD

, ‖χ‖ΓN
,

‖α‖ΓN
, ‖k‖, стремящиеся к нулю при одновременном стремлении к нулю норм ‖f‖−1,

‖g‖1/2,Γ, ‖f‖, ‖ψ‖1/2,ΓD
, ‖χ‖ΓN

. Если величины f , g, f , ψ, χ, α, k “малы” (либо вязкость ν
“велика”), так что выполняется условие

γ0

δ0ν
Mu(u0, u) +

1

δ0ν

β1γ1

δ1λ
MC(u0, u) < 1 (2.3)

(константы δi, γi, β1 введены в (1.5)–(1.8)), то решение единственно.
Теорема 2. Пусть при выполнении условий 1–4 µ0 > 0, µl > 0 либо µ0 > 0, µl > 0

и Kl (l = 1, 2, 3) — ограниченные множества. Тогда при J̃ = Jk, k = 1, 2 существует
решение задачи (2.2).

Теорема 3. Пусть при выполнении условий 1–4 элемент (x̂, û) ≡ (û, p̂, Ĉ, χ̂, α̂, k̂) ∈
X ×K является точкой локального минимума в задаче (2.2), причем функционал J яв-
ляется непрерывно дифференцируемым по x в точке x̂ для любого элемента u ∈ K и
выпуклым по u для каждой точки x ∈ X. Тогда существует ненулевой множитель
Лагранжа (λ0,y

∗) ∈ R+ × Y ∗, такой что справедливо уравнение Эйлера — Лагранжа

F ′
x(x̂, û)∗y∗ + λ0J

′
x(x̂, û) = 0

и выполняется принцип минимума

L(x̂, û, λ0,y
∗) 6 L(x̂, u, λ0,y

∗) ∀u ∈ K. (2.4)

Теорема 4. Пусть для всех u ∈ K выполняются условия теоремы 3 и неравен-
ство (2.3). Тогда λ0 6= 0 и множитель Лагранжа можно выбрать равным (1,y∗).

Отметим, что уравнение Эйлера — Лагранжа эквивалентно тождествам

νa0(w, ξ) + c(û,w, ξ) + c(w, û, ξ) + κc1(w, Ĉ, η) + b(w, σ) +

+ 〈ζ,w〉Γ + λ0〈J ′u(x̂, û),w〉 = 0 ∀w ∈ H̃1(Ω),

b(ξ, r) + λ0(J
′
p(x̂, û), r) = 0 ∀r ∈ L2

0(Ω), (2.5)

κ[λa1(ϕ, η) + λ(α̂ϕ, η)ΓN
+ (k̂ϕ, η) + c1(û, ϕ, η) + 〈τ, ϕ〉ΓD

]−

− b1(ϕ, ξ) + λ0〈J ′C(x̂, û), ϕ〉 = 0 ∀ϕ ∈ H1(Ω),

которые вместе с соотношением (2.1) и принципом минимума (2.4) образуют систему оп-
тимальности, описывающую необходимые условия экстремума для задачи (2.2).

Теоремы 1–4 устанавливают достаточные условия глобальной разрешимости и ло-
кальной единственности исходной краевой задачи (1.1), (1.2), разрешимости экстремаль-
ной задачи (2.2), справедливости принципа Лагранжа и регулярности множителя Лагран-
жа.Однако даже при выполнении условия (2.3), обеспечивающего единственность решения
задачи (1.1), (1.2) и регулярность множителя Лагранжа, из этих условий не следует един-
ственность решения экстремальной задачи (2.2). Для доказательства единственности и
устойчивости решения экстремальной задачи (2.2) относительно возмущений функции Cd

потребуется ввести более жесткие ограничения на исходные данные.
3. Локальная единственность и устойчивость решения задачи идентифика-

ции. Полагая M̂u = sup
u∈K

Mu(u0, u), M̂C = sup
u∈K

MC(u0, u), введем параметры

Re =
γ0M̂u

δ0ν
, R =

1

δ0ν

β1γ1

δ1λ
M̂C , Pr =

δ0ν

δ1λ
, (3.1)
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которые являются аналогами используемых в гидромеханике безразмерных чисел Рей-
нольдса Re, Рэлея R и Прандтля Pr соответственно. Будем полагать, что

Re + R ≡ γ0

δ0ν
M̂u +

1

δ0ν

β1γ1

δ1λ
M̂C <

1

2
. (3.2)

Отметим, что введенные в (3.1) параметры безразмерны, если основные нормы ‖v‖,
|v|1, ‖v‖1 (v — произвольная скалярная величина) определяются формулами

‖v‖2 =

∫
Ω

v2 dΩ, |v|21 =

∫
Ω

|∇v|2 dΩ, ‖v‖2
1 = l−2‖v‖2 + |v|21.

Здесь l = 1 — множитель с размерностью [l] = L0. Действительно, анализ, аналогич-
ный анализу, проведенному в [8], показывает, что в этом случае размерности констант,

входящих в (3.1), определяются соотношениями [δi] = 1, [γi] = L
1/2
0 , [β1] = L6

0/(T
2
0M0),

[M̂u] = L
3/2
0 /T0, [M̂C ] = M0/L

5/2
0 . Отсюда и из условий [ν] = [λ] = L2

0/T0 вытекает безраз-
мерность величин Re, R и Pr, введенных в (3.1).

Для исследования единственности и устойчивости решения задачи (2.2) при J̃ = J1

введем две “близкие” функции C
(1)
d , C

(2)
d ∈ L2(Q) и обозначим через (xi, ui,y

∗
i ) ≡

(ui, pi, Ci, χi, αi, ki, ξi, σi, ηi, ζi, τi) соответствующее C
(i)
d решение системы (2.1), (2.4), (2.5),

где следует положить x̂ = xi, û = ui, y∗ = y∗i ,

λ0 = 1, 〈J ′C(x̂, û), ϕ〉 = µ0(Ci − C
(i)
d , ϕ)Q, J ′u = 0, J ′p = 0. (3.3)

В силу теоремы 1, примененной к (ui, pi, Ci), и соотношения (3.2) справедливы оценки

‖ui‖1 6 M̂u, ‖Ci‖1 6 M̂C , i = 1, 2; (3.4)

δ0ν

2
< δ0ν − γ0M̂u −

β1γ1

δ1λ
M̂C 6 δ0ν − γ0M̂u 6 δ0ν, (3.5)

а в силу условия J ′p = 0 имеем div ξi = 0, так что ξi ∈ V . Положим Cd = C
(1)
d − C

(2)
d ,

χ = χ1 − χ2, α = α1 − α2, k = k1 − k2, x = x1 − x2 (u = u1 − u2, p = p1 − p2, C =
C1 − C2), ξ = ξ1 − ξ2, σ = σ1 − σ2, ζ = ζ1 − ζ2, η = η1 − η2, τ = τ1 − τ2. С учетом

теоремы 4 принцип минимума (см. теорему 3) для трех параметров (xi, ui,y
∗
i ) запишем в

виде L(xi, ui, 1,y
∗
i ) 6 L(xi, u, 1,y

∗
i ) при всех u ∈ K. Отметим, что лагранжиан L является

непрерывно дифференцируемой функцией управлений χ, α, k. Поскольку K1, K2, K3 —
выпуклые множества, в точке минимума ui = (χi, αi, ki) выполняются условия [10. С. 126]

〈L′χ(xi, ui, 1,y
∗
i ), χ̃− χi〉 ≡ µ1(χi, χ̃− χi)ΓN

− κ(χ̃− χi, ηi)ΓN
> 0 ∀χ̃ ∈ K1; (3.6)

〈L′α(xi, ui, 1,y
∗
i ), α̃− αi〉 ≡ µ2(αi, α̃− αi)ΓN

+ λκ((α̃− αi)Ci, ηi)ΓN
> 0 ∀α̃ ∈ K2; (3.7)

〈L′k(xi, ui, 1,y
∗
i ), k̃ − ki〉 ≡ µ3(ki, k̃ − ki) + κ((k̃ − ki)Ci, ηi) > 0 ∀k̃ ∈ K3. (3.8)

Здесь, например, L′α(xi, ui, 1, y∗i ) — производная Гато по α в точке (xi, ui, 1,y
∗
i ).

В неравенстве (3.8) положим k̃ = k1 при i = 2 и k̃ = k2 при i = 1. Получаем

µ3(k2, k) + κ(kC2, η2) > 0, −µ3(k1, k)− κ(kC1, k1) > 0.

Складывая эти неравенства, имеем

µ3‖k‖2 6 κ[(kC2, η2)− (kC1, η1)] = −κ[(kC2, η) + (kC, η1)]. (3.9)

Аналогично из (3.6), (3.7) получаем

µ1‖χ‖2
ΓN

6 κ(χ, η)ΓN
, µ2‖α‖2

ΓN
6 −λκ[(αC2, η)ΓN

+ (αC, η1)ΓN
]. (3.10)
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Складывая соотношения (3.9), (3.10), с учетом (1.7), (1.8) и (3.4) имеем

µ1‖χ‖2
ΓN

+ µ2‖α‖2
ΓN

+ µ3‖k‖2 6

6 −κ[λ(αC2, η)ΓN
+ λ(αC, η1)ΓN

+ (kC2, η) + (kC, η1)− (χ, η)ΓN
] 6

6 κ[‖η‖1(γ2‖χ‖ΓN
+ γ3λM̂C‖α‖ΓN

+ γ5M̂C‖k‖) + ‖C‖1‖η1‖1(γ3λ‖α‖ΓN
+ γ5‖k‖)]. (3.11)

Для краткости введем обозначения

‖u‖ ≡ γ2‖χ‖ΓN
+ γ3λM̂C‖α‖ΓN

+ γ5M̂C‖k‖; (3.12)

‖z‖ ≡ γ1‖η2‖1‖u‖1 + γ3λ‖η2‖1‖α‖ΓN
+ γ5‖η2‖1‖k‖+ µ0κ−1γ2

4‖C‖1. (3.13)

Учитывая, что в силу (3.12) γ3λ‖α‖ΓN
+ γ5‖k‖ 6 ‖u‖/M̂C , из (3.11) имеем

µ1‖χ‖2
ΓN

+ µ2‖α‖2
ΓN

+ µ3‖k‖2 6 κ(‖η‖1 + ‖C‖1‖η1‖1/M̂C)‖u‖. (3.14)

Каждое решение (ui, pi, Ci, ui) удовлетворяет соотношениям (2.1). Вычитая уравне-
ния (2.1), записанные для u2, p2, C2, u2, из соответствующих уравнений для u1, p1, C1, u1,
получаем

νa0(u,v) + [c(u1,u,v) + c(u,u2,v)] + b(v, p)− b1(C,v) = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

λa1(C, S) + λ(α1C, S)ΓN
+ c1(u1, C, S) + (k1C, S) = (3.15)

= −c1(u, C2, S)− λ(αC2, S)ΓN
− (kC2, S) + (χ, S)ΓN

∀S ∈ Z,
div u = 0, u

∣∣
Γ

= 0, C|ΓD
= 0.

Полагая в (3.15) v = u ∈ V , S = C ∈ Z, с учетом (1.3), (1.4) получаем

νa0(u,u) = −c(u,u2,u)− b1(C,u); (3.16)

λa1(C,C)+λ(α1C,C)ΓN
+(k1C,C) = −c1(u, C2, C)−λ(αC2, C)ΓN

−(kC2, C)+(χ,C)ΓN
. (3.17)

Используя (1.5), (1.7), (3.4), имеем

|c(u,u2,u)| 6 γ0‖u2‖1‖u‖2
1 6 γ0M̂u‖u‖2

1, |b1(C,u)| 6 β1‖u‖1‖C‖1.

С учетом последних неравенств и (1.5) из (3.16) получаем

δ0ν‖u‖2
1 6 νa0(u,u) 6 γ0M̂u‖u‖2

1 + β1‖C‖1‖u‖1. (3.18)

Из (3.18), (3.15) следует

(δ0ν/2)‖u‖2
1 6 (δ0ν − γ0M̂u)‖u‖2

1 6 β1‖C‖1‖u‖1.

Отсюда получаем ‖u‖1 6 (2β1/(δ0ν))‖C‖1. Используя эту оценку, с учетом (1.6)–(1.8),
(3.4), (3.12) и условий α1 > 0, k1 > 0 из (3.17) выводим

δ1λ‖C‖2
1 6 λa1(C,C) + λ(α1C,C)ΓN

+ (k1C,C) 6

6 (γ1M̂C‖u‖1 + γ2‖χ‖ΓN
+ γ3λM̂C‖α‖ΓN

+ γ5M̂C‖k‖)‖C‖1 6

6 2(β1γ1/(δ0ν))M̂C‖C‖2
1 + ‖u‖‖C‖1. (3.19)

С учетом (3.1), (3.12) из (3.19) получаем δ1λ(1 − 2 R)‖C‖1 6 ‖u‖‖C‖1. Отсюда и из (3.1)
следуют оценки для ‖C‖1 и ‖u‖1:

‖C‖1 6
‖u‖

δ1λ(1− 2 R)
, ‖u‖1 6

2β1

δ0ν

‖u‖
δ1λ(1− 2 R)

=
2 R ‖u‖

γ1(1− 2 R)M̂C

. (3.20)

Для лагранжевых множителей ξi, σi, ζi, ηi, τi при û = ui, x̂ = xi, λ0 = 1, J̃ = J1,
i = 1, 2 в тождествах (2.5) положим w = ξi, ϕ = ηi, r = σi. Тогда с учетом (1.3), (1.4)
и (3.3) получаем

νa0(ξi, ξi) = −c(ξi,ui, ξi)− κc1(ξi, Ci, ηi); (3.21)

κ[λa1(ηi, ηi) + λ(αiηi, ηi)ΓN
+ (kiηi, ηi)] = b1(ηi, ξi)− µ0(Ci − C

(i)
d , ηi)Q. (3.22)
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Используя (1.6)–(1.8) и (3.4), из (3.22) имеем

δ1λκ‖ηi‖2
1 6 β1‖ξi‖1‖ηi‖1 + µ0(‖Ci‖Q + ‖C(i)

d ‖Q)‖ηi‖Q 6

6 [β1‖ξi‖1 + µ0γ4(γ4‖Ci‖1 + ‖C(i)
d ‖Q)]‖ηi‖1 6

6 [β1‖ξi‖1 + µ0γ4(γ4M̂C + ‖C(i)
d ‖Q)]‖ηi‖1.

Отсюда выводим следующую оценку для ηi:

‖ηi‖1 6
β1

δ1λκ
‖ξi‖1 +

µ0M̃C

δ1λκ
, M̃C = γ2

4M̂C + γ4 max (‖C(1)
d ‖Q, ‖C

(2)
d ‖Q). (3.23)

С учетом (1.5), (1.6), (3.4) и (3.23) имеем

|c(ξi,ui, ξi)| 6 γ0M̂u‖ξi‖2
1,

κ|c1(ξi, Ci, ηi)| 6 γ1κ‖ξi‖1‖Ci‖1‖ηi‖1 6 (β1γ1/(δ1λ))M̂C‖ξi‖2
1 + (γ1M̂C/(δ1λ))µ0M̃C‖ξi‖1,

a0(ξi, ξi) > δ0‖ξi‖2
1.

Используя эти неравенства и (3.5), из (3.21) выводим

δ0ν

2
‖ξi‖2

1 6
(
δ0ν − γ0M̂u −

β1γ1

δ1λ
M̂C

)
‖ξi‖2

1 6
γ1M̂Cµ0M̃C

δ1λ
‖ξi‖1. (3.24)

Из (3.24), (3.1) и (3.23) получаем следующие оценки для ξi и ηi:

‖ξi‖1 6
2

δ0ν

γ1M̂Cµ0M̃C

δ1λ
=

2µ0M̃C R

β1
, ‖ηi‖1 6

µ0M̃C(2 R +1)

δ1λκ
. (3.25)

Далее вычтем друг из друга уравнения (2.5) при λ0 = 1, J̃ = J1, записанные для
(x1, u1,y

∗
1) и (x2, u2,y

∗
2). С учетом (3.3) имеем

νa0(w, ξ) + c(u1,w, ξ) + c(u,w, ξ2) + c(w,u1, ξ) + c(w,u, ξ2) + κc1(w, C1, η) +

+ κc1(w, C, η2) + b(w, σ) + 〈ζ,w〉Γ = 0 ∀w ∈ H̃1(Ω),

b(ξ, r) = 0 ∀r ∈ L2
0(Ω),

κ[λa1(ϕ, η) + λ(α1τ, η)ΓN
+ λ(ατ, η2)ΓN

+ (k1ϕ, η) + (kϕ, η2) + c1(u1, ϕ, η) + (3.26)

+ c1(u, ϕ, η2) + 〈τ, ϕ〉ΓD
] + b1(ϕ, ξ) + µ0(C − Cd, ϕ)Q = 0 ∀ϕ ∈ H1(Ω).

Полагая в (3.26) w = ξ ∈ V , ϕ = η ∈ Z и r = σ ∈ L2
0(Ω), с учетом (1.3), (1.4) и условий

ξ|Γ = 0, η|ΓD
= 0 получаем

νa0(ξ, ξ) + c(ξ,u1, ξ) = −c(u, ξ, ξ2)− c(ξ,u, ξ2)− κc1(ξ, C, η2)− κc1(ξ, C1, η); (3.27)

λa1(η, η) + λ(α1η, η)ΓN
+ (k1η, η) =

= −c1(u, η, η2)− λ(αη, η2)ΓN
− (kη, η2)− κ−1µ0(C − Cd, η)Q − κ−1b1(η, ξ). (3.28)

С учетом условий η ∈ Z, α1 > 0, k1 > 0 и (3.13) из (3.28) выводим

δ1λ‖η‖2
1 6 (γ1‖η2‖1‖u‖1 + γ3λ‖η2‖1‖α‖ΓN

+ γ5‖η2‖1‖k‖+ µ0κ−1γ2
4‖C‖1 +

+ µ0κ−1γ4‖Cd‖Q + β1κ−1‖ξ‖1)‖η‖1 ≡ (‖z‖+ β1κ−1‖ξ‖1 + µ0κ−1γ4‖Cd‖Q)‖η‖1.

Отсюда следует оценка

‖η‖1 6
‖z‖
δ1λ

+
β1

δ1λκ
‖ξ‖1 +

µ0γ4

δ1λκ
‖Cd‖Q. (3.29)
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Рассуждая как при выводе (3.24), с учетом (3.29) из (3.27) получаем

(δ0ν − γ0M̂u)‖ξ‖2
1 6 2γ0‖u‖1‖ξ2‖1‖ξ‖1 + γ1κ‖C‖1‖η2‖1‖ξ‖1 +

+
γ1κM̂C

δ1λ
‖z‖‖ξ‖1 +

β1γ1M̂C

δ1λ
‖ξ‖2

1 +
µ0γ1γ4M̂C

δ1λ
‖Cd‖Q‖ξ‖1.

После деления на ‖ξ‖1 из этого соотношения и соотношения (3.5) следует

δ0ν

2
‖ξ‖1 6

(
δ0ν − γ0M̂u −

β1γ1

δ1λ
M̂C

)
‖ξ‖1 6

6 2γ0‖u‖1‖ξ2‖1 + γ1κ‖C‖1‖η2‖1 +
γ1κM̂C

δ1λ
‖z‖+

µ0γ1γ4M̂C

δ1λ
‖Cd‖Q. (3.30)

Используя оценки (3.25) для ‖ξ2‖1, ‖η2‖1, (3.20) для ‖C‖1, ‖u‖1, а также соотношение
(δ1λ)−2 = Pr /(δ0νδ1λ), вытекающее из (3.1), имеем

2γ0‖u‖1‖ξ2‖1 + γ1κ‖C‖1‖η2‖1 6 γ0
8µ0M̃C R2

β1γ1(1− 2 R)M̂C

‖u‖+
γ1µ0M̃C(2 R +1)

δ1λδ1λ(1− 2 R)
‖u‖ 6

6
µ0 R M̃C

β1(1− 2 R)M̂C

(8γ0 R

γ1
+ Pr(2 R +1)

)
‖u‖. (3.31)

Аналогично с учетом (3.13) и условия γ2
4M̂C 6 M̃C получаем

γ1κM̂C

δ1λ
‖z‖ 6

γ1M̂Cγ1µ0M̃C(2 R +1)2 R

δ1λδ1λγ1(1− 2 R)M̂C

‖u‖+

+
γ1M̂C

δ1λ

µ0γ
2
4

δ1λ(1− 2 R)
‖u‖+

γ1M̂C

δ1λ

µ0M̃C(2 R +1)γ3λ

δ1λ
‖α‖ΓN

6

6
µ0M̃C Pr R

β1M̂C

(2 R(2 R +1)

1− 2 R
+ (2 R +1) +

1

1− 2 R

)
‖u‖ 6

6
µ0 Pr R(2 R +2)M̃C

β1(1− 2 R)M̂C

‖u‖. (3.32)

Учитывая (3.31), (3.32), из (3.30) имеем

δ0ν

2
‖ξ‖1 6

µ0 R M̃C

β1(1− 2 R)M̂C

(8γ0 R

γ1
+ Pr(2 R +1) + Pr(2 R +2)

)
‖u‖+

+
µ0γ1γ4

δ1λ
M̂C‖Cd‖Q =

µ0M1M̃C

β1(1− 2 R)M̂C

‖u‖+
µ0γ1γ4

δ1λ
M̂C‖Cd‖Q.

Здесь M1 = M1(R,Pr) = 8(γ0/γ1) R2 + Pr R(4 R +3) — безразмерная константа, зависящая
от чисел Рэлея и Прандтля. Отсюда следует

|ξ‖1 6
2µ0M1M̃C

δ0νβ1(1− 2 R)M̂C

‖u‖+
2µ0γ4 R

β1
‖Cd‖Q. (3.33)

Используя (3.33), (3.29) запишем в виде

‖η‖1 6
1

δ1λ
‖z‖+

1

δ1λκ
2µ0M1M̃C

δ0ν(1− 2 R)M̂C

‖u‖+
µ0γ4

δ1λκ
(2 R +1)‖Cd‖Q. (3.34)
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Из (3.32) следует

1

δ1λ
‖z‖ 6

µ0 Pr R(2 R +2)M̃C

β1γ1(1− 2 R)κM̂2
C

‖u‖. (3.35)

Из (3.34), (3.35) через ‖u‖ и ‖Cd‖Q выводим следующую оценку для ‖η‖1:

‖η‖1 6
1

κ

(µ0 Pr R(2 R +2)M̃C

β1γ1(1− 2 R)M̂2
C

+
β1

δ1λ

2µ0M1M̃C

δ0νβ1(1− 2 R)M̂C

)
‖u‖+

µ0γ4(2 R +1)

δ1λκ
‖Cd‖Q =

=
µ0

κ
M2M̃C

β1γ1(1− 2 R)M̂2
C

‖u‖+
µ0γ4(2 R +1)

δ1λκ
‖Cd‖Q (3.36)

(M2 = 2 Pr R(R +1) + 2 RM1).
Используя (3.20), (3.25), (3.36), оценим правую часть неравенства (3.14). В результате

получаем

κ
(
‖η‖1 +

‖C‖1‖η1‖1

M̂C

)
6

( µ0M2M̃C

β1γ1(1− 2 R)M̂2
C

+
µ0M̃C(2 R +1)

(δ1λ)2(1− 2 R)M̂C

)
‖u‖+

+
µ0γ4(2 R +1)

δ1λ
‖Cd‖Q =

µ0M3M̃C

β1γ1M̂2
C

‖u‖+
µ0γ4(2 R +1)

δ1λ
‖Cd‖Q. (3.37)

Здесь M3 = M3(R,Pr) — константа, определяемая формулой

M3 = M/(1− 2 R), M = R(16γ0 R2 /γ1 + 8 Pr R2 +10 Pr R +3 Pr). (3.38)

Используя (3.37) и алгебраическое неравенство (a+ b+ c)2 6 3(a2 + b2 + c2) ∀a ∈ R+,
b ∈ R+, c ∈ R+, из (3.14) имеем

µ1‖χ‖2
ΓN

+ µ2‖α‖2
ΓN

+ µ3‖k‖2 6
µ0M3M̃C

β1γ1M̂2
C

‖u‖2 +
µ0γ4(2 R +1)‖Cd‖Q

δ1λ
‖u‖ 6

6
3µ0M3M̃C

β1γ1M̂2
C

(γ2
2‖χ‖2

ΓN
+ γ2

3λ
2M̂2

C‖α‖2
ΓN

+ γ2
5M̂

2
C‖k‖2) +

µ0γ4(2 R +1)‖Cd‖Q

δ1λ
‖u‖.

Полученное неравенство запишем в виде(
µ1 −

3µ0γ
2
2M3M̃C

β1γ1M̂2
C

)
‖χ‖2

ΓN
+

(
µ2 −

3µ0γ
2
3λ

2M3M̃C

β1γ1

)
‖α‖2

ΓN
+

+
(
µ3 −

3µ0γ
2
5M3M̃C

β1γ1

)
‖k‖2 6

µ0γ4(2 R +1)‖Cd‖Q‖u‖
δ1λ

. (3.39)

Предположим, что параметры µl, входящие в (2.2), таковы, что

µ1 > µ0
3γ2

2M3M̃C

β1γ1M̂2
C

+ 3εγ2
2 , µ2 > µ0

3γ2
3λ

2M3M̃C

β1γ1
+ 3εγ2

3λ
2M̂2

C ,

µ3 > µ0
3γ2

5M3M̃C

β1γ1
+ 3εγ2

5M̂
2
C , ε = const > 0.

(3.40)

Тогда с учетом (3.40) из (3.39) имеем

‖u‖2 6 3(γ2
2‖χ‖2

ΓN
+ γ2

3λ
2M̂2

C‖α‖2
ΓN

+ γ2
5M̂

2
C‖k‖2) 6

µ0γ4(2 R +1)‖Cd‖Q

δ1λε
‖u‖.
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Отсюда и из соотношений (3.20) получаем

‖u‖ = ‖u1 − u2‖ 6
µ0γ4(2 R +1)

εδ1λ
‖C(1)

d − C
(2)
d ‖Q,

‖C1 − C2‖1 6
µ0γ4(1 + 2 R)

ε(δ1λ)2(1− 2 R)
‖C(1)

d − C
(2)
d ‖Q, (3.41)

‖u1 − u2‖ 6
2µ0γ4β1(1 + 2 R)

εδ0ν(δ1λ)2(1− 2 R)
‖C(1)

d − C
(2)
d ‖Q.

Из (3.41) следуют единственность и устойчивость решения задачи идентификации (2.2)
относительно малых возмущений заданной функции Cd в норме L

2(Q). Полученный ре-
зультат сформулируем в виде теоремы.

Теорема 5. Пусть в дополнение к условиям 1–4 заданы функции C(i)
d ∈ L2(Q) (i =

1, 2) и выполняются условия (3.2), (3.40), где M̃C = γ2
4M̂C + γ4 max (‖C(1)

d ‖Q, ‖C
(2)
d ‖Q), а

константа M3 определена в (3.38). Обозначим через ((ui, pi, Ci), ui) ∈ X × K решение

задачи (2.2), соответствующее C(i)
d . Тогда справедливы оценки устойчивости (3.41).

Таким образом, в настоящей работе для стационарной модели массопереноса сфор-
мулирована и исследована задача идентификации (2.2). На основе анализа системы оп-
тимальности для задачи (2.2) при J̃ = J1 получены два условия на исходные данные.
Эти условия обеспечивают единственность и устойчивость решения задачи (2.2), причем
первое условие имеет вид стандартного условия (3.2), обеспечивающего единственность
решения исходной краевой задачи, второе условие имеет вид оценок (3.40) параметров
µ0, µ1, µ2, µ3, входящих в экстремальную задачу (2.2). Аналогичные условия могут быть
получены при J̃ = J .

С одной стороны, условия (3.40) аналогичны условиям единственности и устойчиво-
сти решения коэффициентной задачи идентификации для линейного уравнения переноса—
конвекции — реакции (см., например, [11]). С другой стороны, в этих условиях содержит-
ся сжатая информация об исходной нелинейной модели массопереноса в виде безразмерной

константыM , определенной в (3.38). Анализ рассмотренного выражения дляM показыва-
ет, что, в случае если при исследовании задачи (2.2) безразмерные параметры Re, R, Pr,
введенные в (3.1), не используются, выражение для M имеет громоздкий вид. В то же
время из (3.38) следует, что M зависит только от R и Pr, причем при R → 0 M → 0.
Следовательно, при фиксированных значениях параметров µl соотношения (3.40) пред-
ставляют собой дополнительное ограничение на число Рэлея R, вместе с (3.2) обеспечива-
ющее единственность и устойчивость решения задачи (2.2). Отметим, что константа M
в (3.38) совпадает с константой, входящей в аналогичное условие единственности одно-
параметрической задачи идентификации для модели тепловой конвекции, рассмотренной
в [8]. Следовательно, при исследовании единственности решений задач идентификации
для стационарных моделей тепломассопереноса константа M играет ключевую роль. От-
метим также, что при фиксированных значениях R и Pr неравенства (3.40) означают, что
для обеспечения единственности и устойчивости решения задачи (2.2) значения парамет-
ров µ1, µ2, µ3 должны быть положительными и превышать константы в правых частях

неравенств (3.40).
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