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Слабонелинейный осциллятор моделируется дифференциальным уравнением. Супер-
гармоническая резонансная система может иметь седлообразную бифуркацию, в резуль-
тате чего она скачком переходит из одного состояния в другое. Для управления скачком
и областью неустойчивости нелинейного осциллятора разработана комбинация контрол-
леров обратной связи. С помощью метода мультимасштабирования получены уравне-
ния для управления бифуркацией. В результате численного моделирования и сравне-
ния характера движения неуправляемой и управляемой систем установлено, что эффек-
тивный контроллер можно получить, изменяя коэффициент усиления обратной связи.
Обнаружено, что наличие линейной обратной связи может привести к задержке появ-
ления седлообразной бифуркации, в то время как наличие нелинейной обратной связи
может ее исключить. Предложены возможные направления дальнейшего исследования
седлообразной бифуркации. Показано, что при соответствующем выборе коэффициента
нелинейной обратной связи амплитуду установившегося сигнала можно подавить.
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Введение. Движение нелинейных систем имеет сложный характер. В частности,
нелинейность может привести к изменению области устойчивости инженерных систем.
Этим объясняется интерес к исследованию динамики и способов управления поведением

нелинейных систем в последние два десятилетия [1, 2].
Большое внимание уделяется управлению бифуркацией неконтролируемых нелиней-

ных систем с помощью конструируемых входных сигналов [3–5]. Явление бифуркации
существенно зависит от собственных значений линеаризованной модели. Следовательно,
управляя этими собственными значениями, можно управлять бифуркацией. Основные за-
дачи в области управления бифуркацией — задержка начала бифуркации, стабилизация
ответвленных решений, изменение параметров точки бифуркации, изменение формы или
типа бифуркации, изменение амплитуды и оптимизация поведения системы вблизи точки
бифуркации. В [3] приведен обзор работ по данной тематике и намечены новые перспек-
тивные направления исследований в области управления бифуркацией. Как известно, в
некоторых нелинейных системах седлообразная бифуркация существует как при первич-
ном, так и при вторичном резонансе [6–9]. При постепенном изменении контролирующе-
го параметра нелинейная система движется вдоль одной ветви кривой до точки, в кото-
рой происходит седлообразная бифуркация, и скачком переходит на другую резонансную
ветвь. Такое поведение динамических систем нежелательно. Поэтому важно изучить яв-
ление скачка и уметь управлять областью неустойчивости [10]. В [11–13] изучен только
первичный резонанс нелинейной системы с одной степенью свободы.
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В последнее время управление нелинейными системами исследовалось во многих ра-
ботах при изучении различных явлений, возникающих в физических системах. В [14] ис-
следовались устойчивость и бифуркация в магнитной системе подшипников с задержкой

времени. В [15] изучались основной и субгармонический резонансы гармонического осцил-
лятора с задержкой появления обратной связи, в [16] — способы управления вибрацией

консольной балки с задержкой появления обратной связи. В [17] исследовалось влияние
многократных задержек на бифуркацию и хаос в неавтономных системах. Устойчивость
и колебания решений двух связанных уравнений Дуффинга с задержкой обратной связи

изучались в [18].
В работе [13] рассмотрена седлообразная бифуркация при внешнем воздействии на ли-

нейный осциллятор в случае первичного резонанса. В данной работе изучаются способы
управления седлообразной бифуркацией в случае супергармонического резонанса пятого

порядка. Разработан контроллер обратной связи и методом множественных масштабов
в теории возмущения получены уравнения управления бифуркацией [19–22]. Установлена
зависимость появления седлообразной бифуркации от коэффициентов в уравнении обрат-
ной связи.

1. Управление супергармоническим резонансом. Рассматривается модель вы-
нужденной слабонелинейной системы с одной степенью свободы с третьей и пятой степе-
нями нелинейности и управляемой обратной связью. Дифференциальное уравнение такой
модели записывается в виде

ẍ + ω2
0x + ε(2µẋ + αx3 + δx5) = P cos (Ωt) + u(x, ẋ), (1)

где ω0 — собственная частота в линейном уравнении; ε — положительный малый па-
раметр; µ > 0 — коэффициент демпфирования; α, δ — коэффициенты при нелинейных

членах; P , Ω — амплитуда и частота внешней нагрузки соответственно; u(x, ẋ) — под-
лежащий конструированию сигнал обратной связи. Уравнение (1) моделирует поведение
кабеля висячего моста газовой турбины [9]. При u(x, ẋ) = 0 уравнение (1) моделирует
движение неуправляемой системы.

Кривая установившегося движения неуправляемой системы может содержать точки

седлообразной бифуркации, что обычно приводит к нежелательному скачку и появлению
гистерезиса. Ниже предлагается формула обратной связи с линейным и нелинейными чле-
нами, предназначенная для устранения или задержки появления седлообразной бифур-
кации в случае супергармонического резонанса. В общем случае уравнение контроллера
обратной связи можно записать в виде

u(x, ẋ) = 2k11x + k31x
3 + k33xẋ2 + k51x

5 + k53x
3ẋ2 + k55xẋ4,

где 2k11 — коэффициент линейной обратной связи; k3i (i = 1, 3), k5j (j = 1, 3, 5) — коэф-
фициенты нелинейной обратной связи.

Для того чтобы управлять бифуркацией неуправляемой системы, необходимо в первую
очередь определить порядок обратной связи. В проведенных ранее исследованиях поведе-
ния вынужденной системы с одной степенью свободы (см., например, [22]) показано, что
бифуркацию можно моделировать уравнениями, описывающими эволюцию амплитуды и
фазы отклика. С помощью модифицированного уравнения, используя комбинацию линей-
ного и нелинейных членов обратной связи, можно управлять бифуркацией неуправляемой
системы. Уравнение модуляции неуправляемой системы выводится из условия отсутствия
в решении секулярных членов порядка O(ε). Поэтому в уравнении обратной связи выби-
раются члены порядка O(ε). В соответствии с этим запишем уравнение обратной связи
в виде

u(x, ẋ) = ε(2k11x + k31x
3 + k33xẋ2 + k51x

5 + k53x
3ẋ2 + k55xẋ4).
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Следовательно, уравнение управляемой системы принимает вид

ẍ + ω2
0x + ε(2µẋ + αx3 + δx5) =

= P cos (Ωt) + ε(2k11x + k31x
3 + k33xẋ2 + k51x

5 + k53x
3ẋ2 + k55xẋ4). (2)

1.1. Уравнение модуляции. В случае супергармонического резонанса выражения для
амплитуды и частоты вынуждающей (внешней) силы представим в виде

P = 2f, 5Ω = ω0 + εσ, (3)

где ε � 1; σ — параметр расстройки. Для получения приближенного решения уравне-
ния (2) используем метод множественных масштабов [22]. Сначала найдем приближенное
решение в виде

x(t; ε) = x0(T0, T1) + εx1(T0, T1) + O(ε2), Tr = εrt, r = 0, 1, (4)

где T0 = t — первый масштаб, ассоциированный с изменением частот ω0, Ω; T1 = εt —
медленный масштаб, ассоциированный с модуляцией амплитуды.

Подставляя представления (3), (4) в уравнение (2) и приравнивая члены одного и

того же порядка по ε в обеих частях полученного уравнения, имеем систему линейных
дифференциальных уравнений в частных производных

O(1): D2
0x0 + ω2

0x0 = 2f cos (ΩT0),

O(ε): D2
0x1 + ω2

0x1 = −2D0D1x0 − 2µD0x0 − αx3
0 − δx5

0 + 2k11x0 + k31x
3
0 + (5)

+ k33x0(D0x0)
2 + k51x

5
0 + k53x

3
0(D0x0)

2 + k55x0(D0x0)
4,

где Dn = ∂/∂Tn. Решая первое уравнение в (5) относительно x0(T0, T1), находим

x0(T0, T1) = A(T1) eiω0T0 +Ā(T1) e−iω0T0 . (6)

Подставим (6) во второе уравнение (5). С учетом того, что в полученном уравнении не
должны содержаться секулярные члены, имеем уравнение

−2iω0Ȧ− 2iµω0A + 2k11A− 3α1A
2Ā− 6α1Λ

2A− 10δ1A
3Ā2 − δ1Λ

5 eiσT1 −
− 30δ1Λ

4A− 60δ1Λ
2A2Ā + k33(2Ω

2Λ2A + ω2
0A

2Ā) +

+ k53(6ω
2
0Λ

2A2Ā + 2ω2
0A

3Ā2 + 6Ω2Λ2A2Ā + 6Ω2Λ4A− Ω2Λ5 eiσT1) +

+ k55(12ω2
0Ω

2Λ2A2Ā + 2ω4
0A

3Ā2 + 6Ω4Λ4A + Ω4Λ5 eiσT1) = 0, (7)

где Λ = f(ω2
0 − Ω2)−1; α1 = α− k31; δ1 = δ − k51.

Предположим, что

A(T1) =
1

2
a(T1) eiβ(T1) . (8)

Подставляя (8) в (7) и отделяя действительную и мнимую части, получаем систему авто-
номных дифференциальных уравнений, управляющих амплитудой a и фазой γ:

ȧ = −µa− δ1Λ
5

ω0
sin (γ)− k53

ω0
Ω2Λ5 sin (γ) +

k55

ω0
Ω4Λ5 sin (γ); (9)

aγ̇ =
(
σ +

k11

ω0

)
a− 3α1Λ

2

ω0
a− 3α1

8ω0
a3 − δ1Λ

5

ω0
cos (γ) +

k33Ω
2Λ2

ω0
a +

k33ω0

8
a3 −

− 15δ1Λ
4

ω0
a− 15δ1Λ

2

2ω0
a3 − 5δ1

16ω0
a5 − k53Ω

2Λ5

ω0
cos (γ) +

3k53Ω
2Λ4

ω0
a +
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+
3k53

4ω0
(Ω2 + ω2

0)Λ
2a3 +

k53ω0

16
a5 +

k55Ω
4Λ5

ω0
cos (γ) +

3k55Ω
4Λ4

ω0
a +

+
3k55ω0Ω

2Λ2

2
a3 +

k55ω
3
0

16
a5. (10)

Аппроксимацию первого порядка решения уравнения (2) можно записать в следующем
виде:

x = a cos (5Ωt− γ) + 2f(ω2
0 − Ω2)−1 cos (Ωt) + O(ε).

1.2. Установившиеся решения и их устойчивость. При ȧ = γ̇ = 0 установившееся
периодическое решение исходного уравнения (2) соответствует неподвижной точке свя-
занных уравнений (9), (10). Возводя в квадрат и складывая редуцированные уравнения,
получаем соотношение между амплитудой и частотой (амплитудно-частотную характе-
ристику) в следующем виде:

µ2a2 + a2
[(

σ +
k11

ω0

)
− 3α1Λ

2

ω0
− 3α1

8ω0
a2 +

k33

ω0

(
Ω2Λ2 +

ω2
0

8
a2

)
− 15δ1Λ

4

ω0
− 15δ1Λ

2

2ω0
a2 −

− 5δ1

16ω0
a4 +

3k53Ω
2Λ4

ω0
+

3k53

4ω0
(Ω2 + ω2

0)Λ
2a2 +

k53ω0

16
a4 +

3k55Ω
4Λ4

ω0
+

+
3k55ω0Ω

2Λ2

2
a2 +

k55ω
3
0

16
a4

]2
=

(δ1Λ
5

ω0
+

k53Ω
2Λ5

ω0
− k55Ω

4Λ5

ω0

)2
. (11)

Устойчивость особой точки уравнений (9), (10) исследуется с использованием клас-
сического метода линеаризации: в установившееся решение вводится малое возмущение,
и полученное уравнение линеаризуется. Затем рассматриваются собственные значения со-
ответствующей системы дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными

коэффициентами. Положительное значение вещественной части по крайней мере одного
собственного значения соответствуют неустойчивому решению. Если вещественные ча-
сти всех собственных значений отрицательны, то решение устойчиво. Если веществен-
ная часть собственного значения равна нулю, то происходит бифуркация решения. Точ-
ки возврата (точки седлообразной бифуркации) находятся на вертикальных касательных
к амплитудно-частотной кривой. Собственные значения матрицы Якоби удовлетворяют
уравнению

λ2 + 2µλ + Γ = 0, (12)

где

Γ = µ2 +
[(

σ +
k11

ω0

)
− 3α1Λ

2

ω0
− 9α1

8ω0
a2 − 15δ1Λ

4

ω0
− 45δ1Λ

2

2ω0
a2 − 25δ1

16ω0
a4 +

+ k33

(Ω2Λ2

ω0
+

3ω0

8
a2

)
+

3k53Ω
2Λ4

ω0
+

9k53

4

(Ω2

ω0
+ ω0

)
Λ2a2 +

5k53ω0

16
a4 +

+
3k55Ω

4Λ4

ω0
+

9k55Ω
2Λ2ω0

2
a2 +

5k55ω
3
0

16
a4

][(
σ +

k11

ω0

)
− 3α1Λ

2

ω0
− 3α1

8ω0
a2 −

− 15δ1Λ
4

ω0
− 15δ1Λ

2

2ω0
a2 − 5δ1

16ω0
a4 + k33

(Ω2Λ2

ω0
+

ω0

8
a2

)
+

3k53Ω
2Λ4

ω0
+

+
3k53

4

(Ω2

ω0
+ ω0

)
Λ2a2 +

k53ω0

16
a4 +

3k55Ω
4Λ4

ω0
+

3k55Ω
2Λ2ω0

2
a2 +

k55ω
3
0

16
a4

]
.
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Следовательно, установившееся движение неустойчиво, если Γ < 0, и устойчиво, если
Γ > 0. В случае если выполняется условие Γ = 0, что соответствует наличию верти-
кальной касательной к частотной кривой, может иметь место седлообразная бифуркация.
Появление седлообразной бифуркации может приводить к скачку и возникновению гисте-
резиса установившегося движения. Таким образом, следует изменить динамику движения,
управляя бифуркацией.

Необходимо объяснить причину возникновения бифуркации в неконтролируемой си-
стеме. Характеристическое уравнение неуправляемой системы получается из уравне-
ния (12), если в уравнении обратной связи все коэффициенты положить равными нулю

(kij = 0):

λ2 + 2µλ + µ2 +
(
σ − 3αΛ2

ω0
− 9α

8ω0
a2 − 15δΛ4

ω0
− 45δΛ2

2ω0
a2 − 25δ

16ω0
a4

)
×

×
(
σ − 3αΛ2

ω0
− 3α

8ω0
a2 − 15δΛ4

ω0
− 15δΛ2

2ω0
a2 − 5δ

16ω0
a4

)
= 0. (13)

Из уравнения (13) следует, что сумма собственных значений равна −2µ. Эта сумма от-
рицательна, так как µ > 0. Следовательно, по крайней мере одно из двух собственных
значений имеет отрицательную вещественную часть. Это означает невозможность суще-
ствования пары чисто мнимых собственных значений и, следовательно, бифуркации Хоп-
фа. Однако может иметь место также статическая бифуркация. Если в уравнении (13)
последние два члена равны нулю, то одно из собственных значений равно нулю и суще-
ствует седлообразная бифуркация. В этом случае при установившемся движении проис-
ходит скачок. Этот факт используется ниже для того, чтобы исключить седлообразную
бифуркацию, управляя собственными значениями, а именно чтобы исключить появление
нулевого собственного значения соответствующей матрицы Якоби.

Для неуправляемой системы, в случае если выполняются неравенства σα > 0 и σδ > 0,
всегда существует значение σ, такое что собственное значение обращается в нуль, и, следо-
вательно, существует седлообразная бифуркация. Учитывая сказанное выше, необходимо
сконструировать обратную связь, трансформирующую неравенства σα > 0 и σδ > 0 для
неконтролируемой системы в неравенства (σ+k11/ω0)(α−k31) < 0 и (σ+k11/ω0)(δ−k51) < 0
для контролируемой системы, и тем самым исключить или задержать появление нулевого
собственного значения.

1.3. Управление с помощью линейной обратной связи. Ниже рассматривается линей-
ная обратная связь u(x, ẋ) = 2εk11x. Покажем, что супергармонический резонанс можно
предотвратить, выбирая соответствующую линейную обратную связь. В этом случае ха-
рактеристическое уравнение (12) принимает следующий вид:

λ2 + 2µλ + µ2 +
[(

σ +
k11

ω0

)
− 3αΛ2

ω0
− 9α

8ω0
a2 − 15δΛ4

ω0
− 45δΛ2

2ω0
a2 − 25δ

16ω0
a4

]
×

×
[(

σ +
k11

ω0

)
− 3αΛ2

ω0
− 3α

8ω0
a2 − 15δΛ4

ω0
− 15δΛ2

2ω0
a2 − 5δ

16ω0
a4

]
= 0.

Всегда существует значение параметра k11, при котором выполняются неравенства (σ +
k11/ω0)α < 0 и (σ+k11/ω0)δ < 0. Следовательно, оба собственные значения имеют отрица-
тельные вещественные части. Седлообразная бифуркация, которая происходит в неуправ-
ляемой системе, в управляемой системе отсутствует в интервале изменения параметра σ.

1.4. Управление с помощью нелинейной обратной связи. В случае нелинейной обрат-
ной связи седлообразная бифуркация происходит, если выполняется условие d2σ/da2 = 0.
При этом решение имеет вид

σ± = M ±
√

N2a4 − µ2,
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где

M =
3α1Λ

2

ω0
+

3α1

4ω0
a2 +

15δ1Λ
4

ω0
+

15δ1Λ
2

ω0
a2 +

15δ1

16ω0
a4 − k33

(Λ2Ω2

ω0
+

ω0

4
a2

)
−

− k53

(3Λ4Ω2

ω0
+

3Λ2Ω2

2ω0
a2 +

3Λ2ω0

2
a2 +

3ω0

16
a4

)
− k55

(3Λ4Ω4

ω0
+ 3Λ2Ω2ω0a

2 +
3ω3

0

16
a4

)
,

N = −3α1

8ω0
− 15δ1Λ

2

2ω0
− 5δ1

8ω0
a2 +

k33ω0

8
+ k53

(3Λ2Ω2

4ω0
+

ω0

8
a2 +

3Λ2ω0

4

)
+

+ k55

(3Λ2Ω2ω0

2
+

ω3
0

8
a2

)
.

При µ2 < N2a4 существует интервал σ− < σ < σ+, в котором уравнение (11) имеет
три вещественных положительных решения. При µ2 → N2a4 этот интервал стягивается

в точку σ = M . Из уравнения (11) следует, что критическое значение амплитуды силы
является решением уравнения(

µ2ω2
0R1 +

√
R2

1 + 32µω0R2

)
/R2 − (δ1 + Ω2k53 − Ω4k55)

2Λ10 = 0,

где R1 = −3α1− 60δ1Λ
2 +k33ω

2
0 +6k53Λ

2(Ω2 +ω2
0)+12k55Λ

2Ω2ω2
0; R2 = 5δ1−k53ω

2
0−k55ω

4
0;

Λ = fcr(ω
2
0 − Ω2)−1.

При f < fcr имеется только одно решение, при f > fcr существует три решения. При
фиксированной амплитуде силы максимальная амплитуда собственных колебаний управ-
ляемой системы равна

ap = |δ − k51 + Ω2k53 − Ω4k55|Λ5/(ω0µ).

Заметим, что амплитуда ap является функцией нелинейного члена δ и коэффициентов
нелинейной обратной связи k51, k53, k55. Максимальная амплитуда ap уменьшается, если
коэффициенты k51 и k55 имеют тот же знак, что и параметр δ, и увеличивается, если
коэффициент k53 имеет тот же знак, что и δ. Для того чтобы управление было эффектив-
ным, желательно, чтобы амплитуда ap была как можно меньшей. В соответствии с этим
оптимальная комбинация линейного и нелинейного членов обратной связи имеет вид

u(x, ẋ) = ε(2k11x + k31x
3 + k33xẋ2 + k51x

5 + k55xẋ4).

Здесь коэффициент k53 принят равным нулю, а знаки коэффициентов k51, k55 должны быть

такими же, как у параметра δ. При таком законе управления критическая амплитуда силы,
при которой происходит седлообразная бифуркация управляемой системы, больше, чем у
неуправляемой системы.

2. Результаты численных расчетов и их обсуждение. Ниже приведены резуль-
таты численного анализа с целью показать влияние обратной связи, предложенной в п. 1,
на поведение нелинейной динамической системы. На рис. 1–9 представлены результаты
расчетов для системы с параметрами ω0 = 5,0, µ = 0,05, α = 1,0, δ = 0,5, Ω = 1,0 в случае
супергармонического резонанса пятого порядка. Сплошные линии соответствуют устой-
чивым решениям, штриховые — неустойчивым, за исключением случаев, оговоренных
особо.

В случае супергармонической нелинейной неуправляемой системы при отсутствии об-
ратной связи критическое значение возбуждающей (внешней) силы при приведенных выше
значениях параметров равно fcr = 17,8079. Если амплитуда меньше критического значе-
ния, то для неуправляемой системы седлообразная бифуркация отсутствует. Если ампли-
туда больше критического значения, то в неуправляемой супергармонической нелинейной
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Рис. 1. Области биустойчивости для неуправляемой и управляемой супергар-
монических резонансных систем:
а — неуправляемая система, б — система, управляемая с помощью линейной обратной
связи, при k11 = −2,4, в — система, управляемая с помощью нелинейной обратной

связи, при k31 = 0,09, k33 = 0,04, k51 = 0,08, k53 = 0,01, k55 = 0,01, г — система,
управляемая с помощью обратной связи с линейными и нелинейными членами, при
k11 = −1,9, k31 = 0,06, k33 = 0,05, k51 = 0,08, k53 = 0,02, k55 = 0,01, д — система,
управляемая c помощью нелинейной обратной связи, при k51 = 0,11; сплошные линии—
неуправляемая система, штриховые — управляемая система
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Рис. 2. Амплитудно-частотная кривая неуправляемой супергармонической ре-
зонансной системы пятого порядка при f = 19

Рис. 3. Влияние линейной обратной связи на амплитудно-частотную зависи-
мость супергармонической резонансной системы пятого порядка:
1 — k11 = −2,9; 2 — k11 = −2,4; 3 — k11 = −2,0

системе (1) при α > 0, δ > 0 и α < 0, δ < 0 происходит седлообразная бифуркация
в интервалах σ > 0 и σ < 0. На рис. 1,а показана область биустойчивости (область су-
ществования двух устойчивых решений) неуправляемой супергармонической нелинейной
системы в плоскости (σ, f). В точках, принадлежащих приведенным на рис. 1,а двум кри-
вым, касательная к частотной кривой является вертикальной и имеет место седлообраз-
ная бифуркация неуправляемой системы. В области, заключенной между двумя кривыми,
существует три стационарных периодических решения. Два из этих решений являются
устойчивыми и одно — неустойчивым. С помощью соответствующего выбора линейной и
нелинейной обратных связей можно задержать появление седлообразной бифуркации. На
рис. 1,б указанная область сдвигается вправо, поэтому седлообразная бифуркация насту-
пает позднее. На рис. 1,в–д показаны области биустойчивости управляемой системы при
различных комбинациях линейной и нелинейной обратных связей. Для управляемой си-
стемы области биустойчивости становятся более узкими и сдвигаются влево и вверх. При
этом изменяется критическое значение амплитуды вынуждающей (внешней) силы.

На рис. 2 представлены кривые амплитудно-частотной характеристики для неуправ-
ляемой системы при f = 19. Кривая амплитудно-частотной характеристики является
многозначной, седлообразная бифуркация происходит при значениях внешней расстройки
σ = 1,105; 1,184. Три вида обратной связи (линейная, нелинейная и комбинация линейной
и нелинейной связей) могут быть использованы для устранения или задержки появления
седлообразной бифуркации.

На рис. 3 представлены кривые амплитудно-частотной характеристики супергармони-
ческой резонансной системы пятого порядка для различных линейных связей. При умень-
шении коэффициента k11 кривые сдвигаются вправо и появление седлообразной бифурка-
ции (скачка и явления гистерезиса) задерживается.

На рис. 4 показана амплитудно-частотная зависимость системы, управляемой с помо-
щью нелинейной обратной связи. Видно, что, выбрав соответствующим образом нелиней-
ную обратную связь, можно устранить седлообразную бифуркацию. Более того, в управ-
ляемой системе скачок и явление гистерезиса отсутствуют в том же интервале значений

параметра расстройки σ, что и в неуправляемой системе.
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Рис. 4. Амплитудно-частотная кривая супергармонической резонансной систе-
мы пятого порядка, управляемой с помощью нелинейной обратной связи, при
k31 = 0,09, k33 = 0,04, k51 = 0,18, k53 = 0,01, k55 = 0,01

Рис. 5. Амплитудно-частотная кривая супергармонической резонансной систе-
мы пятого порядка, управляемой с помощью обратной связи с линейными и

нелинейными членами, при k11 = −1,9, k31 = 0,06, k33 = 0,05, k51 = 0,18,
k53 = 0,02, k55 = 0,01
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Рис. 6. Зависимость амплитуды колебаний a от амплитуды f возбуждающей
(внешней) силы для неуправляемой супергармонической резонансной системы

пятого порядка при σ = 1

Рис. 7. Зависимость амплитуды колебаний a от амплитуды f возбуждающей
(внешней) силы для супергармонической резонансной системы пятого порядка,
управляемой c помощью линейной обратной связи, при k11 = −2,4, σ = 1
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Рис. 8. Зависимость максимальной амплитуды собственных колебаний ap от

амплитуды f возбуждающей (внешней) силы для супергармонической резонанс-
ной системы пятого порядка:
сплошные линии — управляемая система, штриховая — неуправляемая система; 1 —
k53 = 0,18, 2 — k51 = k55 = 0,18

Рис. 9. Амплитудно-частотная кривая при различных значениях коэффициен-
та k51 нелинейной обратной связи:
1 — k51 = 0,18, 2 — k51 = 0,3

Седлообразной бифуркацией можно управлять также с помощью комбинации линей-
ной и нелинейной обратных связей. На рис. 5 видно, что в этом случае седлообразная
бифуркация исключается (в отличие от случая, представленного на рис. 2). Из приве-
денных выше результатов следует, что с помощью коэффициентов нелинейной обратной
связи k51, k55 можно управлять критическим значением амплитуды внешнего возбуждения

более эффективно, чем с помощью коэффициентов k31, k33, k53.
Таким образом, из приведенных результатов следует, что с помощью комбинации ли-

нейной и нелинейной обратных связей можно эффективно управлять супергармонической

резонансной системой. На рис. 6 приведен график зависимости a(f) при σ = 1, которая
следует из уравнения (11). В точках k1 и k2 кривая имеет вертикальные касательные, и,
следовательно, в этих точках происходит скачок. Видно, что зависимость a(f) является
неоднозначной. Из рис. 7 следует, что при управлении поведением системы с помощью

линейной связи неоднозначность исчезает. На рис. 8 приведена зависимость ap(f). Если
система управляется с помощью нелинейной обратной связи u = ε(k51x

5 + k55xẋ4), то
максимальная амплитуда уменьшается, в то время как управление с помощью нелиней-
ной связи u = εk53x

3ẋ2 может привести к увеличению максимальной амплитуды (рис. 9).
На рис. 9 приведена зависимость f(σ) для двух значений k51. Видно, что седлообразная
бифуркация отсутствует и с уменьшением коэффициента k51 амплитуда отклика умень-
шается.

Заключение. В работе получены следующие результаты. Для управления супергар-
монической резонансной системой пятого порядка предложено уравнение обратной связи,
содержащее линейный и нелинейные члены. Исследовано поведение системы, управляемой
с помощью комбинации линейной и нелинейной связей. Показано, что, управляя системой
с помощью комбинаций линейной и нелинейной связей, можно задержать или исключить
появление седлообразной бифуркации.
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