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Исследуется математическая модель стационарного течения вязкой несжимаемой жид-
кости в канале с условиями на выходе, отличными от условий Дирихле. Для сформули-
рованной субдифференциальной краевой задачи выводится вариационное неравенство
и исследуется структура множества его решений. Для двумерных течений доказана
разрешимость задачи без предположения о малости числа Рейнольдса. В трехмерном
случае выделен класс ограничений на касательную компоненту скорости на выходе,
гарантирующий разрешимость вариационного неравенства.
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Введение. Рассматривается движение однородной несжимаемой вязкой жидкости в
ограниченной области Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, описываемое системой уравнений Навье — Стокса

для вектор-функции скорости течения u(x) и скалярной функции давления p(x):

ν∆u + (u · ∇)u = −∇p + f , div u = 0, x ∈ Ω. (1)

Здесь ν > 0 — кинематическая вязкость; f — вектор плотности внешних массовых сил;
плотность жидкости считается равной единице.

Пусть Γ1 — часть границы Γ области Ω, через которую жидкость втекает, Γ0 —
твердая стенка, Γ2 — часть границы, через которую жидкость может покидать область Ω.
Типичным примером Ω является канал с участком втекания Γ1 и участком вытекания Γ2.

Естественно задавать на участках Γ0 и Γ1 вектор скорости

u = g на Γ1, u = 0 на Γ0. (2)

Здесь g = g(x), x ∈ Γ1 — заданная функция; gn = g·n < 0; n — единичный вектор внешней

нормали к границе. Поведение жидкости на участке Γ2 зависит от структуры течения,
которая заранее неизвестна, поэтому возникает вопрос о постановке краевых условий на Γ2.

В данной работе на участке Γ2 задаются следующие краевые условия:

n× rot u ∈ ∂Ψ(uτ ), u · n = q на Γ2. (3)

Здесь uτ = u − (u · n)n; Ψ: Rd → R = (−∞, +∞] — заданная функция, обладающая
свойством выпуклости и слабой полунепрерывности снизу (Ψ 6≡ +∞). Множество ∂Ψ(a)
является субдифференциалом функции Ψ в точке a:

∂Ψ(a) = {b ∈ Rd: Ψ(h)−Ψ(a) > b · (h− a) ∀h ∈ Rd}.
Исследование постановки задачи (1)–(3) основано на изучении вариационного нера-

венства типа неравенства Навье — Стокса, полученного в п. 1. На основе результатов
работ [1, 2] выводятся условия разрешимости неравенства и описывается структура мно-
жества решений в случае неединственности. Задача (1)–(3) содержит как частный случай
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постановки задачи с заданными на Γ2 значениями uτ или n× rot u. Ранее разрешимость
таких задач с ненулевыми значениями касательных компонент вектора скорости была до-
казана лишь при малых числах Рейнольдса [3]. Отметим также, что различные краевые
условия на выходе канала, приводящие к вариационным неравенствам, изучались в рабо-
тах [4–7].

Субдифференциальное краевое условие на участке вытекания в виде (3) вызвано по-
становкой задачи протекания, в которой касательные компоненты вектора скорости не

задаются в явном виде. Вместо этого формулируется вариационный принцип, определяю-
щий “недостающее” краевое условие. В данном случае указанный вариационный принцип
имеет вид

E(v) = {Ψ(v) + (rot u× n)v} 7→ inf ∀v, v · n = 0; (4)

E(uτ ) = inf E(v).

Соотношение (4) при различном выборе функции Ψ позволяет моделировать различные

зависимости между завихренностью течения на границе rot u×n и касательными состав-
ляющими скорости, учитывающие перенос энергии на участке Γ2.

Рассмотрим несколько примеров.
1. Пусть

Ψ(v) = l · v,

где l = l(x), x ∈ Γ2 — заданная на Γ2 вектор-функция; l · n = 0. В этом случае получаем
краевое условие

n× rot u = l, x ∈ Γ2. (5)

2. Пусть

Ψ(v) = λv2/2,

где λ = λ(x) > 0, x ∈ Γ2 — заданная на Γ2 скалярная функция. Тогда имеем краевое
условие

n× rot u = λuτ , x ∈ Γ2. (6)

3. Пусть

Ψ(v) =

{
0, v = l,

+∞, v 6= l,

где l = l(x), x ∈ Γ2 — заданная на Γ2 вектор-функция; l · n = 0. Тогда условие (3)
эквивалентно заданию на Γ2 полного вектора скорости

uτ = l, un = q, x ∈ Γ2. (7)

4. Пусть

Ψ(v) =

{
λv2/2, |v| 6 v0,
+∞, |v| > v0,

где v0 > 0 — заданное число, ограничивающее модуль касательной компоненты скорости.
Тогда субдифференциальное условие (3) приводит к следующим ограничениям на Γ2:

n× rot u =

{
λuτ , |uτ | < v0,

(λ + σ)uτ , |uτ | = v0,
(8)

где σ = σ(x) > 0 — скалярная функция (заранее неизвестная).
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1. Формализация краевой задачи. Пусть область течения (канал) является огра-
ниченной и односвязной в Rd, d = 2, 3. Будем предполагать, что Γ0, Γ1, Γ2 — непустые

открытые подмножества связной границы Γ = ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2, Γi ∩ Γj = Ø, i 6= j. Уча-
сток Γ2 является объединением конечного числа простых гладких поверхностей (кривых,
если d = 2), граничащих с Γ0, а множество Γ − Γ0 − Γ1 − Γ2 состоит из конечного числа

простых замкнутых гладких кривых при d = 3.
Рассмотрим следующее пространство вектор-функций, определенных на Ω:

V = {v ∈ W 1
2 (Ω): div v = 0 в Ω; v = 0 на Γ0}.

Здесь W m
r — пространства Соболева; W m

2 = Hm. Скалярное произведение в гильберто-
вом пространстве V определим формулой

(u, v) =
d∑
1

∫
Ω

∇ui · ∇vi dx, ‖u‖2 = (u, u).

В постановке краевой задачи (1)–(3) вектор-функции f = f(x), x ∈ Ω, g = g(x), x ∈ Γ1

и скалярная функция q = q(x), x ∈ Γ2 являются заданными, при этом∫
Γ

q̃ dS = 0, q̃ =


g · n, x ∈ Γ1,

0, x ∈ Γ0,
q, x ∈ Γ2.

Если

g · n 6 0, x ∈ Γ1, q > 0, x ∈ Γ2,

то Γ1 является участком втекания жидкости, Γ2 — участком вытекания, а Γ0 — твердой

стенкой канала. Будем предполагать, что функция g является следом на Γ1 некоторой

функции из пространства V , а функция q — следом нормальной компоненты на Γ2, при
этом функция

g̃ =

{
g(x), x ∈ Γ1,

0, x ∈ Γ0 ∪ Γ2

принадлежит классу H1/2(Γ). Обозначим через V ′ пространство, сопряженное с V , и опре-
делим следующие операторы:

A: V → V ′,

A: V → V ′, (Au, v) = ν(rot u, rot v)L2(Ω) + (un, vn)
H1/2(Γ)

,

B: V × V → V ′, B[u] = B(u, u),

(B(u, v), w) =

∫
Ω

(rot u× v)w dx,

Φ(v) =


ν

∫
Γ2

Ψ(vτ ) ds, Ψ(vτ (x)) ∈ L1(Γ2),

+∞, Ψ(vτ (x)) 6∈ L1(Γ2).

Обозначим через (h, w) значение функционала h ∈ V ′ на элементе w ∈ V . Пусть

K = {v ∈ V , v = g на Γ1, v = 0 на Γ0, v · n = q на Γ2} ∩ dom Φ,

где dom Φ состоит из элементов пространства V , на которых конечен функционал Φ.
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Определение. Вектор-функция u ∈ K называется обобщенным решением задачи

(1)–(3), если

(Au + B[u]− f , u− v) + Φ(u)− Φ(v) 6 0 ∀v ∈ K. (9)

Действительно, если {u, p} — достаточно гладкое решение краевой задачи (1)–(3), то,
умножая уравнение импульсов, записанное в форме уравнения Лэмба, на u−v и интегрируя
по области Ω, получим

ν(rot u, rot (u− v)) + ν

∫
Γ2

(n× rot u)(uτ − vτ ) ds + (B[u], u− v) = (f, u− v).

Используя неравенство, вытекающее из (3):

(n× rot u)(vτ − uτ ) 6 Ψ(vτ )−Ψ(uτ ),

получим (9). Справедливо и обратное: если u ∈ K — достаточно гладкая вектор-функция,
то, полагая в (9)

v = u±w ∀w ∈
◦
C
∞(Ω), div w = 0,

получим

ν(rot u, rot w)L2(Ω) + (B[u], w) = (f , w).

Отсюда следует, что вектор u удовлетворяет уравнению импульсов в Ω, из которого путем
умножения на u− v, интегрирования по Ω и сравнения с (9) получаем неравенство

ν

∫
Γ2

(
Ψ(vτ )−Ψ(uτ )− (n× rot u)(vτ − uτ )

)
dS > 0 ∀v ∈ K,

означающее справедливость субдифференциального граничного условия (3).
2. Разрешимость вариационного неравенства. Изучим свойства операторов A,

B и функционала Φ. Заметим, что

(Au, v) = (Av, u), (B(u, v), v) = 0 ∀u, v ∈ V .

Нетрудно проверить (см., например, [1, 2]), что

(Au, u) > γ‖u‖2 ∀u ∈ V ,

где γ > 0 не зависит от u; отображение B[u]: V → V ′ усиленно-непрерывно, т. е. пере-
водит слабосходящиеся в V последовательности в сильносходящиеся в V ′. Функционал Φ
является выпуклым и полунепрерывным снизу. Поэтому для доказательства разрешимо-
сти вариационного неравенства (9) достаточно выяснить, при каких условиях нелинейный
оператор B[u] будет “подчинен” оператору A на множестве K, т. е. получить следующую
оценку: для всех δ > 0 найдется элемент wδ ∈ K такой, что

(B[u], wδ) 6 δ‖u‖2 + Cδ ∀u ∈ K. (10)

Здесь Cδ > 0 не зависит от u ∈ K.
Условие (10) устанавливает зависимость между “структурой” множестваK и квадра-

тичным оператором B[u]. Проверка данного условия является одним из основных этапов
исследования конкретных задач гидродинамики. Однако указанное условие очевидно вы-
полняется, если множество K содержит нулевой элемент или является ограниченным.
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2.1. Двумерные течения. В двумерном случае нелинейный оператор B[u]: V → V ′

определяется выражением

(B[u], w) =

∫
Ω

ωZ(u) ·w dx,

где ω = rot u ≡ ∂u2/∂x1−∂u1/∂x2 — завихренность течения; Z(u) = {−u2, u1} — поворот

вектора u = {u1, u2} на π/2.
Заметим, что любую вектор-функцию u ∈ K можно представить в виде

u = v +∇r,

где r ∈ W 2
2 (Ω) является решением задачи

∆r = 0, x ∈ Ω,
∂r

∂n
= q̃ на Γ.

Тогда функция v имеет нулевую нормальную компоненту на Γ. Таким образом, для дока-
зательства (10) достаточно оценить выражение (B[v], w), где w ∈ K. Пусть w0 = Rot b =
{∂b/∂x2,−∂b/∂x1} — элемент множества K, при этом b ∈ W 2

2 (Ω) — скалярная функция.
Следуя [8, с. 116], определим функцию “срезки” соотношением

µε(λ) =


1, 0 6 λ < σ(ε)2,

ε ln (σ(ε)/λ), λ ∈ (σ(ε)2, σ(ε)),
0, λ > σ(ε).

Здесь σ(ε) = exp (−1/ε). Сглаживание непрерывной функции µε(λ) приводит к дважды
непрерывно дифференцируемой функции µ̃ε(λ) такой, что

µ̃ε(λ) = 1, λ ∈ [0, σ(ε)2/2], µ̃ε(λ) = 0, λ > 2σ(ε),

|µ̃′ε(λ)| 6 2ε/λ, λ > 0.

Полагаем θε(x) = µ̃ε(dΓ(x)), где dΓ(x) — расстояние от x до границы Γ, и

wε = Rot (θεb) = b Rot θε + θε Rot b ∈ K,

если число ε > 0 достаточно мало. Тогда

(B[v], wε) =

∫
Ω

rot v · Z(v)(b Rot θε + θε Rot b) dx 6

6 −
∫
Ωε

b rot v(v · ∇θε) dx + α(ε)‖ rot v‖L2(Ω)‖v‖L4(Ω),

где α(ε) = ‖Rot b‖L4(Ωε)
→ 0 при ε → +0; Ωε = {x ∈ Ω, dΓ(x) < 2σ(ε)}. Оценивая первое

слагаемое, заметим, что

v · ∇θε = µ̃′ε(dΓ(x))(v(x) · ∇dΓ(x)),

при этом v(x) · ∇dΓ(x) = 0 на Γ.
Следовательно,∣∣∣ ∫

Ωε

b rot v(v · ∇θε) dx
∣∣∣ 6

∫
Ωε

|b rot v| |(v∇dΓ)| 2ε

dΓ
dx 6

6 ε‖b‖L∞(Ω)‖ rot v‖L2(Ω)‖v∇dΓ‖W 1
2 (Ω).
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Из последней оценки вытекает справедливость условия (10). В результате получаем сле-
дующее утверждение.

Теорема 1. Пусть Ω ⊂ R2, множество K непусто, ∂Φ(v) 6= Ø ∀v ∈ K, f ∈ L2(Ω).
Тогда существует обобщенное решение задачи (1)–(3).
Замечание. Из теоремы 1 следует, что в двумерном случае имеет место разреши-

мость при любых числах Рейнольдса краевых задач с условиями, например, вида (5)–(8).
Единственность имеет место при малых значениях числа Рейнольдса. В общем случае

множество решений гомеоморфно конечномерному компакту [1].
2.2. Трехмерные течения с ограниченной касательной компонентой скорости. В от-

личие от двумерного случая справедливость условия (10) удалось показать при следующем
предположении:

‖wτ‖L2(Γ2) 6 λ0 ∀w ∈ K, (11)

где λ0 > 0 не зависит от w ∈ K.
Условие (11) выполняется, в частности, для функции Ψ(v) в примере 4. В этом случае

субдифференциальное условие (3) приводит к краевому условию (8) на участке Γ2.
Лемма. Пусть K 6= Ø и выполняется условие (11). Тогда для оператора B на

множестве K выполняется условие (10).
Доказательство. Как и в случае d = 2, достаточно показать, что

(B(u, u), wγ) 6 γ‖u‖2 + Cγ ∀γ > 0 ∃wγ ∈ K (12)

для любой вектор-функции u ∈ V такой, что un = 0 на Γ, ‖uτ‖L2(Γ) 6 λ0.

Рассмотрим сначала следующую задачу: найти функцию u0 ∈ V , такую что u0 ·n = 0
на Γ и

−(u0, ∆v)L2(Ω) +

∫
Γ

rot v(u× n) dS = 0 ∀v ∈ V ∩W 2
2 (Ω), v = 0 на Γ. (13)

Нетрудно заметить, что функция u0 ∈ V , являющаяся решением системы Стокса

−∆u0 +∇ξ = 0, div u0 = 0 в Ω, u0 = u на Γ,

удовлетворяет (13).
Получим оценку u0 в L3(Ω). Для этого выберем в качестве элемента v ∈ V ∩W 2

2 (Ω)
решение следующей системы:

−∆v +∇ξ = |u0| · u0, div v = 0 в Ω, v = 0 на Γ. (14)

Заметим, что правая часть первого уравнения этой системы f = |u0| · u0 ∈ L3/2(Ω), при
этом ‖f‖

L3/2(Ω)
= ‖u0‖2

L3(Ω)
. Таким образом, из (14) вытекает оценка

‖v‖W 2
3/2

(Ω) 6 C‖u0‖2
L3(Ω)

. (15)

Подставляя v в (13), на основании (15) получаем

‖u0‖3
L3(Ω)

=

∫
Γ

rot v(u× n) dS 6 λ0‖ rot v‖L2(Γ) 6 Cλ0‖v‖W 2
3/2

(Ω) 6 Cλ0‖u0‖2
L3(Ω)

.

Следовательно, имеет место оценка

‖u0‖L3(Ω) 6 Cλ0,

где C не зависит от u ∈ V , un = 0 на Γ, ‖uτ‖L2(Γ) 6 λ0.
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Покажем справедливость (12):

(B(u, u), wγ) =

∫
Ω

(rot u× (u− u0))wγ dx +

∫
Ω

(rot u× u0)wγ dx 6

6
∫
Ω

(rot u× (u− u0))wγ dx + C‖u‖λ0‖wγ‖L6(Ω).

Тогда для получения (12) достаточно оценить первое слагаемое в последнем неравенстве.
Учтем, что u−u0 ∈ V обладает свойством u−u0 = 0 на Γ. Тогда, представляя неко-

торый фиксированный элемент w0 ∈ K в виде w0 = rot b и определив wγ = rot (θεb) ∈ K,

где θε ∈ C2(Ω) — семейство срезающих функций [8, с. 116], получаем оценку∫
Ω

(rot u× (u− u0))wγ dx 6 γ‖u‖ ‖u− u0‖+ Cγ ,

где Cγ не зависит от u. Выполнения этого неравенства достаточно для справедливости
оценки (12).

Теорема 2. Пусть K 6= Ø, ∂Φ(v) 6= Ø ∀v ∈ K, f ∈ L2(Ω) и выполняется усло-
вие (11). Тогда множество обобщенных решений задачи (1)–(3) непусто и гомеоморфно
конечномерному компакту.
Замечание. Следует отметить, что достаточным условием разрешимости вариаци-

онного неравенства (9) является ограниченность касательных компонент скорости в нор-
ме L2(Γ). Имея такую априорную информацию о решении системы уравнений Навье —
Стокса (например, в форме вариационного принципа типа (4)), можно доказать ограни-
ченность решения в норме пространства V и соответственно ограниченность касательных

компонент в H1/2(Γ).
Достаточно сильное ограничение (11), гарантирующее разрешимость трехмерной за-

дачи (1)–(3), можно ослабить, потребовав ограниченности касательных компонент вектор-

функций из множества K в более слабой норме пространства W
−1/3
3 .
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