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Проведено исследование отражения и прохождения плоских волн между двумя различ-
ными жидкостями, насыщающими пористые полупространства, в случае когда про-
дольные и трансверсальные волны падают под углом к поверхности раздела. Получены
амплитудные коэффициенты различных отраженных и проходящих волн, а также за-
висимости амплитудных коэффициентов от угла падения. Рассмотрен частный случай
отражения волн от свободной поверхности жидкости, насыщающей пористые полупро-
странства.
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Введение. Интерес к исследованию динамических параметров пористых сред обу-
словлен их применением в геофизике, механике сыпучих тел т. д. Классическая теория,
согласно которой жидкость, насыщающая пористую среду, является однофазной, не описы-
вает механическое поведение многофазных пористых материалов (особенно в случае, когда
поры заполнены жидкостью), используемых при строительстве большинства современных
сооружений. Вследствие различия механизмов движения и свойств твердых и жидких фаз
в этих материалах, а также наличия пор, имеющих сложную структуру, изучение поведе-
ния жидкости, насыщающей пористую среду, является очень сложной задачей.

С использованием результатов работ [1, 2] в [3] предложена общая теория трехмерного
уплотнения (отвердевания). Поскольку грунт является сжимаемой средой, вода, содержав-
шаяся в порах, считалась несжимаемой. В работах [4, 5] предложена теория распростране-
ния волн напряжения в пористых упругих твердых телах, содержащих сжимаемую вязкую
жидкость, а также показано, что наряду с волнами сдвига одного типа существуют волны
сжатия двух типов (“быстрая” и “медленная”). Модель Био получила широкое распро-
странение, а некоторые результаты были положены в основу исследований, проводимых
в акустике, геофизике и т. д.

С использованием изложенной в работе [6] модели, основанной на концепции относи-
тельных объемов с учетом коэффициентов пористости поверхности, в [7–9] развита тео-
рия, согласно которой все компоненты пористой среды являются несжимаемыми. Имеются
основания предполагать, что компоненты многих жидкостей, насыщающих пористые сре-
ды, являются несжимаемыми. Кроме того, в пустом пористом твердом теле, описываемом
с помощью классической теории, изменение объема происходит вследствие изменения по-
ристости при распространении продольных волн. Предположение о несжимаемости компо-
нентов среды не только соответствует свойствам материалов, используемых в инженерной
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практике, но и позволяет избежать введения большого количества сложных материаль-
ных параметров. Таким образом, модель [7–9] удовлетворяет требованиям, необходимым
для проведения дальнейших исследований. С помощью теории [7–9] в работах [10–15] изу-
чен ряд задач о распространении волн в жидкости, насыщающей несжимаемые пористые
среды.

Исследование отражения сейсмических волн в насыщенных жидкостью пористых

твердых телах представляет интерес при решении задач сейсмологии и геофизики (развед-
ка углеводородов, грунтовой воды, минерального сырья и т. д.). С использованием теории
Био в работах [16, 17] изучено отражение волн от свободной водопроницаемой границы
и получено выражение для коэффициентов отражения. Однако в [16, 17] не был выпол-
нен численный расчет. В [18] изучалось отражение волн от свободной границы микропо-
лярного насыщенного жидкостью пористого твердого тела и вычислены коэффициенты

отражения. В [19] рассмотрена задача о прохождении продольных волн через плоскую
поверхность раздела между двумя разнородными пористыми упругими твердыми полу-
пространствами. Отражение и прохождение упругих волн в упругом и пористом твердых
телах, насыщенных двумя несмешивающимися жидкостями, исследованы в работе [20].
В [21] изучена задача об отражении плоских волн на границах жидкости, заполняющей
упругое пористое полупространство.

В данной работе исследована задача об отражении и прохождении плоских волн на

поверхности раздела между двумя жидкостями, насыщающими несжимаемые пористые
полупространства. Получены коэффициенты отражения для волн, отраженных от свобод-
ной поверхности, а также зависимости компонент тензора напряжений от угла падения
продольных и трансверсальных волн для двух жидкостей, заполняющих несжимаемые
пористые полупространства.

1. Математическая модель. Согласно работе [9] уравнения, определяющие дефор-
мацию несжимаемой пористой среды, насыщенной невязкой жидкостью, в отсутствие мас-
совых сил, имеют вид

∇ · (ηSu̇S + ηF u̇F ) = 0,

(λS + µS)∇ (∇ · uS) + µS∇2uS − ηS∇p− ρSüS + SV (u̇F − u̇S) = 0, (1)

ηF∇p+ ρF üF + SV (u̇F − u̇S) = 0;

TS
E = 2µSES + λS(ES · I)I, ES =

1

2
(grad uS + gradт uS),

где ui, u̇i, üi (i = F, S) — смещение, скорость и ускорение жидкости и твердых фаз соот-
ветственно; p— эффективное давление несжимаемой жидкости в поре; ρS , ρF — плотности

твердого тела и жидкости соответственно; TS
E — напряжение в твердой фазе; ES — линеа-

ризованный лагранжев тензор деформаций; λS , µS — макроскопические параметры Ламе

для пористого твердого тела; ηS , ηF — относительные объемы, удовлетворяющие условию
ηS + ηF = 1.

В случае изотропной проницаемости тензор SV , описывающий взаимодействие между
твердым телом и жидкостью, определяется по формуле [11]

SV =
(ηF )2γFR

KF
I,

где γFR — эффективная плотность жидкости; KF — коэффициент проницаемости Дарси

для пористой среды.
2. Формулировка задачи. Рассмотрим две жидкости, заполняющие несжимаемые

пористые полупространства, имеющие общую границу в виде плоской поверхности z = 0
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в прямоугольной декартовой системе координат OXY Z. Ось Z направлена вниз. В дву-
мерной задаче выражение для вектора смещения ui имеет вид

ui = (ui, 0, wi), i = F, S. (2)

Подставляя (2) в уравнения (1), получаем следующие уравнения для жидкости, насыщаю-
щей несжимаемую пористую среду:

(λS + µS)
∂θS

∂x
+ µS∇2uS − ηS ∂p

∂x
− ρS ∂

2uS

∂t2
+ SV

(∂uF

∂t
− ∂uS

∂t

)
= 0,

(λS + µS)
∂θS

∂z
+ µS∇2wS − ηS ∂p

∂z
− ρS ∂

2wS

∂t2
+ SV

(∂wF

∂t
− ∂wS

∂t

)
= 0,

ηF ∂p

∂x
+ ρF ∂2uF

∂t2
+ SV

(∂uF

∂t
− ∂uS

∂t

)
= 0, (3)

ηF ∂p

∂z
+ ρF ∂2wF

∂t2
+ SV

(∂wF

∂t
− ∂wS

∂t

)
= 0,

ηS
(∂2uS

∂x ∂t
+
∂2wS

∂z ∂t

)
+ ηF

(∂2uF

∂x ∂t
+
∂2wF

∂z ∂t

)
= 0.

Здесь

θS =
∂ uS

∂x
+
∂wS

∂z
.

Введем следующие безразмерные величины:

x′ =
ω∗

C1
x, z′ =

ω∗

C1
z, t′ = ω∗t, u′S =

λS + 2µS

E

ω∗

C1
uS , w′S =

λS + 2µS

E

ω∗

C1
wS ,

u′F =
λS + 2µS

E

ω∗

C1
uF , w′F =

λS + 2µS

E

ω∗

C1
wF , p′ =

p

E
, T ′

31 =
T31

E
, T ′

33 =
T33

E
.

(4)

Здесь E — модуль Юнга для твердой фазы; ω∗ — константа, имеющая размерность час-
тоты; C1 — скорость продольной волны, распространяющейся в жидкости, заполняющей
несжимаемую пористую среду:

C1 =

√
(ηF )2(λS + 2µS)

(ηF )2ρS + (ηS)2ρF
. (5)

В случае если поры отсутствуют или газ заполняет поры, величина ρF очень мала по

сравнению с ρS и ею можно пренебречь. Тогда из (5) следует выражение

C0 =

√
λS + 2µS

ρS
,

которое определяет скорость продольной волны, распространяющейся в несжимаемом пус-
том пористом твердом теле, объем которого изменяется вследствие изменения пористости
(известный результат классической теории упругости). В несжимаемом непористом твер-
дом теле ηF → 0, тогда из (5) следует C1 = 0, что приемлемо с точки зрения физики,
поскольку продольная волна не может распространяться в несжимаемой среде.

Компоненты вектора смещения ui и wi связаны с безразмерными компонентами по-
тенциала ϕi и ψi соотношениями

ui =
∂ϕi

∂x
+
∂ψi

∂z
, wi =

∂ϕi

∂z
− ∂ψi

∂x
, i = F, S. (6)
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Подставляя безразмерные величины (4) в уравнения (3), с помощью (6) получаем уравне-
ния

∇2ϕS − ηSp− δ21
∂2ϕS

∂t2
− δ2

(∂ϕF

∂t
− ∂ϕS

∂t

)
= 0; (7)

δ2∇2ψS − δ21
∂2ψS

∂t2
+ δ2

(∂ψF

∂t
− ∂ψS

∂t

)
= 0; (8)

ηF p+ δ21
ρF

ρS

∂2ϕF

∂t2
+ δ2

(∂ϕF

∂t
− ∂ϕS

∂t

)
= 0; (9)

δ21
ρF

ρS

∂2ψF

∂t2
+ δ2

(∂ψF

∂t
− ∂ψS

∂t

)
= 0; (10)

ηS∇2ϕS + ηF∇2ϕF = 0, (11)

где

δ1 =
C1

C0
, δ =

β0

C0
, β0 =

√
µS

ρS
, δ2 =

SV C
2
1

w∗ρSC2
0

.

С использованием начальных условий

uS(x, z, 0) = 0, uF (x, z, 0) = 0, wS(x, z, 0) = 0, wF (x, z, 0) = 0,

∂uS

∂t
(x, z, 0) = 0,

∂uF

∂t
(x, z, 0) = 0,

∂wS

∂t
(x, z, 0) = 0,

∂wF

∂t
(x, z, 0) = 0

путем интегрирования уравнения (11) можно получить потенциал ϕF в виде

ϕF = −η
S

ηF
ϕS . (12)

С помощью (12) уравнения (7), (9) записываются в виде

∇2ϕS − ∂2ϕS

∂t2
− δ2

(ηF )2
∂ϕS

∂t
= 0,

(ηF )2p− ηSδ21
ρF

ρS

∂2ϕS

∂t2
− δ2

∂ϕS

∂t
= 0.

(13)

3. Задача об отражении и прохождении волн. Рассмотрим плоскую волну, рас-
пространяющуюся через среду М1, которая находится в области Z > 0, и падающую на
плоскость z = 0 под углом θ0 с нормалью к поверхности. Каждой падающей волне, со-
стоящей из продольной и трансверсальной волн, соответствуют две отраженные волны в
среде М1 и две проходящие волны в среде М2, находящейся в области Z < 0. Далее все
переменные в области Z > 0 (среда М1) записываются без черты, а переменные в области
Z < 0 (среда М2) — с чертой (рис. 1).

Решение системы уравнений (8), (10), (12), (13) будем искать в виде

(ϕS , ϕF , ψS , ψF , p) = (ϕS
1 , ϕ

F
1 , ψ

S
1 , ψ

F
1 , p1) exp [ik(x sin θ − z cos θ)− iωt], (14)

где k — волновое число; ω — комплексная круговая частота.
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Рис. 1. Геометрия задачи

Подставляя (14) в уравнения (8), (10), (12), (13), получаем два квадратных уравнения
для скорости волн V :

V 2 + AV +B = 0; (15)

V 2 + CV +D = 0. (16)

Здесь

A =
iδ2

k(ηF )2
, B = −1, C =

δ2
kδ21

(
i+

δ2ρ
S

δ21ρ
Fω + iδ2ρS

)
, D = −δ

2

δ21
.

Корнями уравнения (15) являются скорости продольных волн

V1 =
−A±

√
A2 − 4B

2
,

корнями уравнения (16) — скорости трансверсальных волн

V2 =
−C ±

√
C2 − 4D

2

(знак “+” соответствует падающей волне, знак “−” — отраженной волне).
4. Граничные условия. Граничные условия на поверхности раздела z = 0 имеют

вид

(TS
33 − p)M1 = (TS

33 − p)M2, (TS
31)M1 = (TS

31)M2,

(uS)M1 = (uS)M2, (wS)M1 = (wS)M2.
(17)

В силу (14) выберем значения ϕS , ϕF , ψS , ψF , p, удовлетворяющие граничным условиям
для сред M1 и M2:

— для среды M1

(ϕS , ϕF , p) = (1,m1,m2){A01 exp [ik1(x sin θ0 − z cos θ0)− iω1t] +

+ A1 exp [ik1(x sin θ1 + z cos θ1)− iω1t]},

(ψS , ψF ) = (1,m3){B01 exp [ik2(x sin θ0 − z cos θ0)− iω2t] +

(18)

+B1 exp [ik2(x sin θ2 + z cos θ2)− iω2t]};
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— для среды M2

(ϕ̄S , ϕ̄F , p̄) = (1, m̄1, m̄2){Ā1 exp [ik̄1(x sin θ̄1 − z cos θ̄1)− iω̄1t]},

(ψS , ψF ) = (1, m̄3){B̄1 exp [ik̄2(x sin θ̄2 − z cos θ̄2)− iω̄2t]},
(19)

где

m1 = −η
S

ηF
, m2 = −η

Sδ21ρ
Fω2 + iωδ2ρ

S

(ηF )2ρS
, m3 =

iδ2ρ
S

δ21ρ
Fω + iδ2ρS

,

m̄1 = − η̄
S

η̄F
, m̄2 = − η̄

S δ̄21 ρ̄
Fω2 + iωδ2ρ̄

S

(η̄F )2ρ̄S
, m̄3 =

iδ̄2ρ̄
S

δ̄21 ρ̄
Fω + iδ̄2ρ̄S

,

A01, B01 — амплитуды падающих продольных и трансверсальных волн соответственно;
A1, B1 и Ā1, B̄1 — амплитуды соответствующих отраженных и проходящих волн.

Для того чтобы граничные условия были выполнены, нужно применить обобщенный
закон Снеллиуса

sin θ0
V0

=
sin θ1
V1

=
sin θ2
V2

=
sin θ̄1
V̄1

=
sin θ̄2
V̄2

, (20)

где

k1V1 = k2V2 = k̄1V̄1 = k̄2V̄2 = ω при z = 0. (21)

В случае продольной волны

V0 = V1, θ0 = θ1, (22)

в случае трансверсальной волны

V0 = V2, θ0 = θ2. (23)

Подставляя потенциалы, определяемые уравнениями (18), (19), в граничные усло-
вия (17) и используя уравнения (20)–(23), получаем систему четырех неоднородных урав-
нений

4∑
i=1

aijZj = Yi, j = 1, 2, 3, 4, (24)

где

a11 = −(r1 sin2 θ1 + cos2 θ1)k
2
1 −m2, a12 = −(r1 − 1)(sin θ2 cos θ2)k

2
2,

a13 = (r3 sin2 θ̄1 + r4 cos2 θ̄1)k̄
2
1 + m̄2, a14 = (r4 − r3)(sin θ̄2 cos θ̄2)k̄

2
2,

a21 = (−2r2 sin θ1 cos θ1)k
2
1, a22 = r2(sin

2 θ2 − cos2 θ2)k
2
2, a23 = (−2r5 sin θ̄1 cos θ̄1)k̄

2
1,

a24 = r5(cos2 θ̄2 − sin2 θ̄2)k̄
2
2, a31 = ik1 sin θ1, a32 = ik2 cos θ2, a33 = −ik̄1 sin θ̄1,

a34 = ik̄2 cos θ̄2, a41 = ik1 cos θ1, a42 = −ik2 sin θ2, a43 = ik̄1 cos θ̄1, a44 = ik̄2 sin θ̄2,

r1 =
λS

λS + 2µS
, r2 =

µS

λS + 2µS
, r3 =

λ̄S

λS + 2µS
, r4 =

λ̄S + µ̄S

λS + 2µS
, r5 =

µ̄S

λS + 2µS
,

Z1 =
A1

A∗ , Z2 =
B1

A∗ , Z3 =
Ā1

A∗ , Z4 =
B̄1

A∗ .

В случае падающей продольной волны (A∗ = A01, B01 = 0) правые части системы урав-
нений (24) имеют вид

Y1 = −a11, Y2 = a21, Y3 = −a31, Y4 = a41,
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в случае падающей трансверсальной волны (A∗ = B0, A01 = 0) —

Y1 = a12, Y2 = −a22, Y3 = a32, Y4 = −a42

(Z1, Z2 — амплитудные коэффициенты продольной волны, отраженной под углом θ1, и
трансверсальной волны, отраженной под углом θ2; Z3, Z4 — амплитудные коэффициенты

продольной волны, проходящей под углом θ̄1, и трансверсальной волны, проходящей под
углом θ̄2 (см. рис. 1).

5. Частные случаи поведения волн на поверхности раздела. Ниже рассматри-
ваются два случая поведения волн на поверхности раздела.

5.1. Отражение и прохождение волн на поверхности раздела между жидкостью, на-
сыщающей пористое полупространство, и упругим полупространством. В случае если
плотность ρF очень мала по сравнению с ρS и ею можно пренебречь, среда M2 представ-
ляет собой упругое полупространство. Тогда амплитудные коэффициенты могут быть

получены из системы (24), в которой коэффициенты a13, a14, a23, a24 определяются по

формулам

a13 = (r6 sin2 θ̄1 + r7 cos2 θ̄1)k̄
2
1, a14 = (r7 − r6)(sin θ̄2 cos θ̄2)k̄

2
2,

a23 = (−2r8 sin θ̄1 cos θ̄1)k̄
2
1, a24 = r8(cos2 θ̄2 − sin2 θ̄2)k̄

2
2,

где

r6 =
λ̄e

λS + 2µS
, r7 =

λ̄e + µ̄e

λS + 2µS
, r8 =

µ̄e

λS + 2µS
.

5.2. Отражение волн от свободной поверхности. Рассмотрим плоскую волну, рас-
пространяющуюся в жидкости, насыщающей несжимаемое пористое полупространство
(Z > 0), и падающую на свободную поверхность z = 0 под углом θ0 с осью Z. Для каж-
дой падающей волны имеется две отраженные волны. В этом случае граничные условия
принимают вид

TS
33 − p = 0, TS

31 = 0.

В результате получаем систему двух неоднородных уравнений

2∑
i=1

aijZj = Yi, j = 1, 2,

где a11, a12, a21, a22 — коэффициенты уравнения (24).
6. Результаты численных расчетов и их обсуждение. В качестве примера рас-

смотрим модель со следующими значениями материальных параметров [10]: ηS = 0,67,
ηF = 0,33, ρS = 1,34 · 103 кг/м3, ρF = 0,33 · 103 кг/м3, λS = 5,5833 МН/м2, KF = 0,01 м/с,
γFR = 10,0 кН/м3, µS = 8,3750 МН/м2, η̄S = 0,6, η̄F = 0,4, ρ̄S = 2,0 · 103 кг/м3, ρ̄F =
0,01 ·103 кг/м3, λ̄S = 4,2368 МН/м2, K̄F = 0,02 м/с, γ̄FR = 9,0 кН/м3, µ̄S = 3,3272 МН/м2,
ρ̄e = 2,65 · 103 кг/м3, λ̄e = 2,238 МН/м2, µ̄e = 2,238 МН/м2.

Создана компьютерная программа и вычислены амплитудные коэффициенты различ-
ных отраженных и трансверсальных волн.

На рис. 2,а показана зависимость амплитудного коэффициента |Z1| от угла падения
плоской волны на плоскость, разделяющую пористое полупространство (ПП) и упругое
полупространство (УП). Как в случае ПП, так и в случае УП значения |Z1| для продольной
волны (ПВ) больше, чем для трансверсальной волны (ТВ), только на начальном участке.
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Рис. 2. Зависимости амплитудных коэффициентов |Z1| (а), |Z2| (б), |Z3| (в),
|Z4| (г) от угла падения продольных и трансверсальных волн на плоскость,
разделяющую УП и ПП:
сплошные линии — продольная волна, штриховые — трансверсальная волна; 1, 2 —
пористое полупространство, 3, 4 — упругое полупространство

В интервале 0◦ 6 θ 6 70◦ значения амплитудного коэффициента ПВ в случае УП больше,
чем в случае ПП, и приближенно равны в диапазоне 70◦ 6 θ 6 90◦.

Значения амплитудного коэффициента |Z2| в случаях ПП и УП близки как для ПВ,
так и для ТВ (см. рис. 2,б).

На рис. 2,в видно, что и в случае ПП, и в случае УП значения амплитудного коэффици-
ента |Z3| для ПВ уменьшаются в интервале 0◦ 6 θ 6 50◦ и приближаются к постоянному
значению в диапазоне 50◦ 6 θ 6 90◦, тогда как для ТВ они резко увеличиваются в ин-
тервале 0◦ 6 θ 6 25◦, уменьшаются в интервале 25◦ 6 θ 6 40◦ и вновь увеличиваются
в диапазоне 40◦ 6 θ 6 90◦.
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Рис. 3. Зависимости амплитудных коэффициентов |Z1| (а) и |Z2| (б) от угла
падения продольных и трансверсальных волн на свободную поверхность между

УП и ПП (обозначения те же, что на рис. 2)
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Рис. 4. Зависимости нормального напряжения T33 (а) и касательного напряже-
ния T31 (б) в среде M1 от угла падения продольных и трансверсальных волн:
1 — продольная волна, 2 — трансверсальная волна
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Рис. 5. Зависимости нормального напряжения T33 (а) и касательного напряже-
ния T31 (б) в среде M2 от угла падения продольных и трансверсальных волн:
1 — продольная волна, 2 — трансверсальная волна

Из рис. 2,г следует, что для ТВ значения амплитудного коэффициента |Z4| в случае
УП больше, чем в случае ПП, в интервалах 0◦ 6 θ 6 25◦, 85◦ 6 θ 6 90◦ и меньше в
диапазоне 25◦ 6 θ 6 85◦, тогда как для ПВ значения |Z4| близки к нулю и в случае ПП, и
в случае УП.

На рис. 3,а представлена зависимость амплитудного коэффициента |Z1| от угла па-
дения ПВ и ТВ на свободную поверхность между УП и ПП. В случае ПП значения ам-
плитудного коэффициента |Z1| для ПВ больше, чем для ТВ, в интервале 0◦ 6 θ 6 55◦ и
меньше в диапазоне 55◦ 6 θ 6 90◦. В случае УП значения |Z1| осциллируют в интервалах
17◦ 6 θ 6 19◦ и 40◦ 6 θ 6 42◦ для ТВ и в диапазоне 30◦ 6 θ 6 35◦ для ПВ.

На рис. 3,б приведена зависимость |Z2|(θ). Видно, что в случае УП значения ампли-
тудного коэффициента |Z2| осциллируют в интервалах 17◦ 6 θ 6 19◦ и 40◦ 6 θ 6 42◦

для ТВ и в интервале 30◦ 6 θ 6 35◦ для ПВ.

На рис. 4,а представлена зависимость нормального напряжения T33 в средеM1 от угла
падения ПВ и ТВ. Видно, что во всем рассматриваемом диапазоне значения T33 для ТВ

больше, чем для ПВ.

На рис. 4,б приведена зависимость касательного напряжения T31 в среде M1 от угла
падения ПВ и ТВ. Из рис. 4,б следует, что значения T31 для ПВ больше, чем для ТВ,
в интервалах 0◦ 6 θ 6 3◦ и 10◦ 6 θ 6 23◦ и меньше в диапазонах 3◦ 6 θ 6 10◦ и
23◦ 6 θ 6 90◦.

На рис. 5,а показана зависимость нормального напряжения T33 в среде M2 от угла
падения ПВ и ТВ. Видно, что для ПВ значения T33 резко увеличиваются в интервале

0◦ 6 θ 6 15◦, а затем уменьшаются. Для ТВ значения T33 увеличиваются в диапазоне

0◦ 6 θ 6 20◦ и уменьшаются в диапазоне 20◦ 6 θ 6 90◦.

На рис. 5,б представлена зависимость касательного напряжения T31 в среде M2 от
угла падения ПВ и ТВ. Для ПВ значения T31 резко увеличиваются в интервале 0◦ 6
θ 6 15◦, а затем уменьшаются, тогда как для ТВ значения T31 увеличиваются во всем

рассматриваемом диапазоне значений θ.
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Заключение. Представлены результаты численных расчетов с использованием мо-
дели упругой и пористой сред для продольных и трансверсальных волн, падающих под
углом к поверхности раздела. Выявлено существенное влияние плотности жидкости на
амплитудные коэффициенты и компоненты тензора напряжений. Модель, рассмотренная
в данной работе, является одной из наиболее реалистичных моделей Земли и может быть
использована в сейсмологии, геофизике и т. д.
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