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ПЕРЕКРЕСТНЫЕ ЭФФЕКТЫ В ТВЕРДЫХ СРЕДАХ С ДИФФУЗИЕЙ
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На основе термодинамики необратимых процессов проанализированы возможные пере-
крестные эффекты при изотермической диффузии в твердом теле, имеющем внутренние
поверхности. Получены выражения для потоков компонентов и потоков введенного термо-
динамического параметра — площади внутренних поверхностей раздела, приходящейся
на единицу объема или массы. Проведен анализ этих соотношений и соотношений, свя-
зывающих напряжения и деформации, в различных случаях. При выводе определяющих
соотношений предполагалось, что диффузия происходит по механизму внедрения.
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Введение. Существует достаточно большое количество работ, посвященных модели-
рованию диффузии в твердых телах с учетом ее различных механизмов в разных средах.
В настоящее время выделяются два основных механизма диффузии в кристаллах: диф-
фузия по вакансионному механизму, когда атомы в кристаллах перемещаются только по
вакантным узлам кристаллической решетки, и диффузия по механизму внедрения, когда
атомы перемещаются только по междоузлиям и наличие или отсутствие вакансий не имеет

большого значения.
Известные в литературе модели построены для идеализированных ситуаций, не учи-

тывающих перекрестные эффекты, типичные для твердых тел, или учитывающие малые
деформации в диффузионной зоне. Например, в [1] твердофазная диффузия в кристаллах
по вакансионному механизму и по механизму внедрения анализируется для изотропной

несжимаемой среды с учетом напряжений и малых деформаций; многочисленные част-
ные модели диффузии в средах, содержащих структурные неоднородности, представлены
в [2, 3]; предприняты попытки описания диффузии с точки зрения механики сплошной

среды [4]. В большинстве таких работ не рассматриваются проблемы получения новых
материалов и их обработки, поскольку в них не учитываются реально наблюдаемые эф-
фекты. В частности, это относится к диффузии в средах, имеющих внутренние поверх-
ности раздела — поверхности раздела зерен и фаз. В известных моделях граничной диф-
фузии, основанных на модели Фишера [5], рассматривается отдельная граница. Поэтому
они не описывают многокомпонентную диффузию и диффузию в средах с наноструктурой.
Для определения свойств таких сред и физико-химических процессов в них (как правило,
неравновесных) требуется другой способ описания.

В настоящей работе для построения модели структурно-неоднородной среды с диф-
фузией используются положения термодинамики необратимых процессов [6] и вводится
новый обобщенный термодинамический параметр fs — площадь внутренних поверхно-
стей раздела, приходящаяся на единицу объема или массы. Введение новых переменных,
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как известно, позволяет использовать для описания неравновесных процессов аппарат со-
временной механики сплошных сред, т. е. аппарат континуальной термомеханики. Среди
известных термодинамических теорий наиболее обоснованной с физической точки зрения

является локально-равновесная, допускающая обобщения при рассмотрении “тонких” фи-
зических эффектов в простых средах и анализе процессов в структурно-неоднородных
средах наиболее простым способом.

Описание диффузии по механизму внедрения, характерному, например, для диффузии
в металлах примесей из газовой фазы, аналогично ее описанию в гидродинамике. Построе-
ние модели твердофазной диффузии в рамках механики сплошной среды позволяет учесть

многие эффекты, наблюдаемые в твердых телах экспериментально. Диффузия по вакан-
сионному механизму в рамках механики сплошной среды требует отдельного анализа.

Заметим, что при температурах, немного меньших температуры плавления, различие
между двумя механизмами диффузии практически отсутствует, в этом случае необходимо
перейти к гидродинамической модели.

1. Общие соотношения. Понятие о перекрестных эффектах. Рассмотрим мно-
гокомпонентную термодинамическую систему, содержащую внутренние поверхности раз-
дела. В этом случае локальная внутренняя энергия системы u является функцией локаль-
ной энтропии s, компонент тензора деформаций εij , массовых концентраций химически
реагирующих и диффундирующих компонентов Ck, k = 1, 2, . . . , n и нового параметра fs:

u = u(s, εij , Ck, fs).

Уравнение Гиббса для такой системы имеет вид

du = T ds + σe
ijρ

−1 dεij +
n∑

k=1

gk dCk − gf dfs, (1)

где T — температура; σe
ij — компоненты тензора напряжений, вычисляемые по упругим

деформациям; gk — химические потенциалы компонентов; gf — энергия внутренних по-
верхностей, рассчитанная на единицу массы или объема (в зависимости от определения
параметра fs).

Используя энергию Гиббса g = u− ρ−1εijσ
e
ij − Ts, запишем (1) в виде

dg = −s dT − εijρ
−1 dσe

ij +
n∑

k=1

gk dCk − gf dfs. (2)

Эта форма уравнения Гиббса более удобна для описания процессов, протекающих в усло-
виях T = const, σe

ij = const. В общем случае параметры s, εij , gk, gf являются функциями

переменных T , σe
ij , Ck, fs, как и потенциал g. Следовательно, можно записать систему

уравнений в полных дифференциалах

ds =
( ∂s

∂T

)
dT +

∑
(i,j)

( ∂s

∂σij

)
dσe

ij +
n∑

k=1

( ∂s

∂Ck

)
dCk +

( ∂s

∂fs

)
dfs; (3)

dεij =
(∂εij

∂T

)
dT +

∑
(α,β)

( ∂εij

∂σαβ

)
dσe

αβ +
n∑

k=1

(∂εij

∂Ck

)
dCk +

(∂εij

∂fs

)
dfs; (4)

dgk =
(∂gk

∂T

)
dT +

∑
(i,j)

( ∂gk

∂σij

)
dσe

ij +
n∑

m=1

( ∂gk

∂Cm

)
dCm +

(∂gk

∂fs

)
dfs; (5)
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dgf =
(∂gf

∂T

)
dT +

∑
(i,j)

( ∂gf

∂σij

)
dσe

ij +
n∑

k=1

( ∂gf

∂Ck

)
dCk +

(∂gf

∂fs

)
dfs, (6)

где частные производные по термодинамическим переменным берутся при постоянстве

остальных величин. В этих уравнениях учтены все прямые процессы и перекрестные эф-
фекты, наблюдаемые в сложных средах. Так, коэффициент при дифференциале темпера-
туры в (3) включает теплоемкость при постоянном напряжении:

cσ = T
( ∂s

∂T

)
σ̂,Ck,fs

= −T
( ∂2g

∂T 2

)
σ̂,Ck,fs

,

а из уравнения (4) при dT = 0, dCk = 0, dfs = 0 следует закон Гука в дифференциальной
форме

dεij = sijαβ dσe
αβ, (7)

где

sijαβ =
( ∂εij

∂σe
αβ

)
T,Ck,fs

= −ρ
( ∂2g

∂σe
ij ∂σe

αβ

)
T,Ck,fs

—

коэффициенты упругой податливости, образующие тензор четвертого ранга. Если темпе-
ратура не является постоянной, то из (4) получим соотношения Дюамеля — Неймана для

анизотропной среды

dεij = sijαβ dσe
αβ + α

(T )
ij dT,

где

α
(T )
ij =

(∂εij

∂T

)
Ck,fs,σ̂

= −ρ
( ∂2g

∂T ∂σe
ij

)
Ck,fs

—

линейные коэффициенты теплового расширения, образующие в общем случае тензор вто-
рого ранга. Из (2)–(4) следует, что изменение компонент тензора деформаций при измене-
нии температуры описывается теми же коэффициентами, что и изменение энтропии при
изменении компонент тензора напряжений:

α
(T )
ij =

(∂εij

∂T

)
Ck,fs,σ̂

= ρ
( ∂s

∂σe
ij

)
Ck,fs,T

. (8)

Эти коэффициенты описывают известный перекрестный эффект, наблюдаемый при нагре-
ве (назовем его прямым эффектом) и деформировании (обратный эффект) твердых тел.

Аналогично, если наблюдается изменение химического потенциала компонента k при
изменении компонент тензора напряжений, то должен наблюдаться и обратный эффект —
изменение компонент тензора деформаций при изменении концентрации этого компонента

(в результате диффузии или физико-химического превращения):

α
(k)
ij =

(∂εij

∂Ck

)
T,fs,Cl,l 6=k,σ̂

= −ρ
( ∂gk

∂σe
ij

)
T,fs,Cl

. (9)

Уравнения типа (4) известны в термодинамике как обобщенные линеаризованные

неравновесные уравнения состояния, а уравнения типа (8), (9) — как соотношения Макс-
велла. Для того чтобы линейные определяющие соотношения (3)–(6) выполнялись, доста-
точно, чтобы приращение энергии Гиббса относительно состояния равновесия представ-
ляло собой выражение с квадратичными приращениями переменных T , σe

ij , Ck, fs. Так
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как частные производные в (7)–(9) берутся по локальным термодинамическим перемен-
ным, которые являются функциями независимых координат xi и времени t, то вынесение
плотности из-под знака производной математически оправдано.

2. Вывод соотношений для необратимых потоков. Выпишем ряд соотношений,
которые потребуются в дальнейшем.

Полная система уравнений механики сплошной многокомпонентной среды, в которой
объемная диффузия в твердой фазе происходит по механизму внедрения, может быть пред-
ставлена в форме [6–9]

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0; (10)

ρ
dCk

dt
+∇ · Jk = σk; (11)

ρ
dv

dt
= ∇ · σ̂ + ρF ≡ ∇ · σ̂ + ρ

n∑
k=1

CkFk; (12)

ρ
du

dt
= −∇ · JT + σ̂ · ·∇v +

n∑
k=1

Jk · Fk, (13)

где Ck = ρk/ρ, ρk — парциальные плотности компонентов; Jk = ρk(vk − v) и σk — диф-
фузионный массовый поток и сумма источников и стоков для компонента k; v — скорость

движения центра масс, определяемая уравнением

ρv =
n∑

k=1

ρkvk,

JT — плотность потока тепла (его кондуктивная часть); Fk — составляющая вектора

внешних массовых сил, действующая на компонент k; ∇ · v = div v. При необходимости
к системе уравнений (10)–(13) добавляют уравнения баланса момента импульса и урав-
нение баланса заряда. Кроме того, система уравнений (10)–(13) должна быть дополнена
соотношениями, связывающими необратимые потоки с вызывающими их обобщенными
термодинамическими силами, и уравнением баланса для нового параметра в форме

dfs

dt
+∇ · Jf = σf , (14)

где Jf — “диффузионный” поток; σf описывает зарождение и накопление внутренних по-
верхностей. Как известно, линейные соотношения для потоков позволяет найти уравнение
баланса энтропии при условии неотрицательности производства энтропии. Для того чтобы
построить это уравнение, запишем уравнение Гиббса (1) в форме

ds

dt
=

1

T

du

dt
−

σe
ij

ρT

dεij

dt
−

n∑
k=1

gk

T

dCk

dt
+

gf

T

dfs

dt
(15)

и используем уравнения (11) и (13). При записи (1), (15) учтено, что в (1)–(6) входят ком-
поненты тензора напряжений, вызывающие только “упругие” деформации, которые по
определению [8] связаны с компонентами тензора напряжений линейными соотношениями
вида (4). Для описания процессов необратимого деформирования требуется ввести допол-
нительные термодинамические параметры, что в данной работе сделано с использованием
переменных Ck, fs и др. В то же время в (12), (13) входит полный тензор напряжений. В
термодинамике выражения для неупругих составляющих компонент этого тензора полу-
чаются так же, как выражения для необратимых потоков. Поэтому составляющие тензора
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деформаций, определяемые соотношениями (4), логично назвать обратимыми, а составля-
ющие, которые получаются на основе (15) при условии неотрицательности производства
энтропии, — необратимыми. Такое разделение условно, так как деформации, вызванные
необратимыми процессами, скорее являются необратимыми, даже если связаны с напря-
жениями линейными соотношениями. В известных дислокационных теориях пластичности
линейными соотношениями с напряжениями связаны, например, деформации, вызванные
зарождением и размножением дислокаций.

Полный тензор σ̂ представим в виде суммы шаровой и девиаторной частей:

σ̂ = −pδ̂ + ŝ (16)

(δ̂ — единичный тензор; p = −σkk/3; sij = σij − σkk/3), а давление и девиатор — в форме

p = pe + pi, ŝ = ŝe + ŝi. (17)

Здесь индексы e и i соответствуют упругому и необратимому процессам. Тогда, исполь-
зуя (16), (17), из (11), (13) и (15) для производства энтропии получим выражение

σs = −JT ·
(∇T

T 2

)
−

n∑
k=1

Jk ·
(
∇

(gk

T

)
− Fk

T

)
− Jf · ∇

(gf

T

)
− 1

T

r∑
i=1

ϕiAi −

− 1

T
gfσf −

pi

T
∇ · v +

1

T
ŝi · ·∇v +

1

T

[
ŝe · ·∇v − ŝe · · d

dt
ε̂
]

> 0, (18)

где Ai = −
n∑

k=1

gkmkνki — сродство i-й химической реакции; mk — молярная масса компо-

нента k; νki — стехиометрический коэффициент компонента k в реакции i; последнее сла-
гаемое, заключенное в квадратные скобки, отлично от нуля только при несимметричном
тензоре скоростей деформаций. Для того чтобы соотношение (18) выполнялось, достаточ-
но выполнения линейных соотношений между потоками и вызывающими их обобщенными

термодинамическими силами, описываемыми тензорными величинами одинаковой струк-
туры. Например, если σf = 0, σk = 0, то имеем

pi = −æ∇ · v; (19)

ŝ = Cijαβ∇v. (20)

Соотношение (19) представляет собой закон вязкости Ньютона, (20) — обобщенный закон

Навье — Стокса. Среды, удовлетворяющие этим соотношениям, называются вязкими [8].
Из (4), (19), (21) следует, что существуют необратимые механические процессы трех

типов: 1) процессы, описываемые соотношениями типа (19), (20) и обусловленные вяз-
костью среды; 2) процессы, вызванные необратимыми процессами различной физико-
химической природы (в этом случае компоненты тензоров напряжений и деформаций свя-
заны линейными соотношениями вида (4)); 3) процессы, возникающие вследствие несим-
метричности тензора деформаций и соответствующие производству энтропии в квадрат-
ных скобках в (18). Заметим, что если источники и стоки для компонентов и нового тер-
модинамического параметра отличны от нуля, то в соотношении (19) они присутствуют
со своими временами релаксации (характерными временами превращения). Например,

pi = −æ∇ · v −
r∑

j=1

Lj
Aj

T
−M

gf

T
,

где Lj , M — феноменологические коэффициенты. Аналогично записывается выражение
для скорости реакций.
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По-видимому, перенос тепла, массы, физико-химические превращения, зарождение и
размножение различного рода дефектов и другие необратимые процессы, описываемые со-
отношениями (4) и (19), приводят к явлениям, которые в механике деформируемого твердо-
го тела относят к пластическим и для описания которых существует большое количество

разнообразных теорий.
Далее рассматриваются собственно необратимые процессы переноса диффузионного

типа.
В случае отсутствия внешних сил (F = 0) для потока компонента справедливо равен-

ство (следующее из неотрицательности производства энтропии вследствие необратимых
процессов, описываемых векторными величинами)

Jk = −
n∑

l=1

Lkl∇
(gl

T

)
− Lks∇

(gf

T

)
− LkT

∇T

T 2
. (21)

Аналогичное соотношение имеет место для потока внутренних поверхностей:

Jf = −
n∑

l=1

Lsl∇
(gl

T

)
− Lss∇

(gf

T

)
− LsT

∇T

T 2
. (22)

Вообще говоря, вместо (20)–(22) при построении модели конкретной среды можно исполь-
зовать нелинейные соотношения, интегродифференциальные уравнения, предельным слу-
чаем которых могут быть обобщенные законы, содержащие время релаксации потока теп-
ла и массы и т. п. Очевидно, что применимость подобных законов должна обсуждаться в
каждом случае. При обобщении на нелинейную область условие (18) необязательно выпол-
няется, и в качестве формулировки второго закона термодинамики следует использовать
критерий эволюции Пригожина [9].

Анализ соотношений для необратимых потоков (21), (22) и связанных с ними “упру-
гих” деформаций проведем при условии T = const. Индекс e далее опущен.

3. Диффузия и напряжения. При dT = 0, dfs = 0 вместо (4), (5) запишем

dεij = sijαβ dσαβ +
n∑

k=1

α
(k)
ij dCk; (23)

dgk = −α
(k)
ij ρ−1 dσij +

n∑
l=1

β
(k)
l dCl. (24)

Выражения для коэффициентов β
(k)
l

β
(k)
l =

∂gk

∂Cl
=

RT

mkCk
gkl, (25)

где gkl = δkl + (Ck/Cl)∂ ln γk/∂ ln Cl — термодинамические множители, следуют из опре-
деления химических потенциалов компонентов для простых сред [10, 11]

dgk = (RT/mk) d ln (γkCk).

Здесь γk — коэффициент активности компонента k в растворе или смеси (в общем слу-
чае γk — сложная функция всех концентраций, вид которой зависит от типа твердого
раствора или смеси); mk — молярная масса компонента k. Уравнение (23) представляет
собой обобщение закона Гука на анизотропные среды с диффузией. Аналогичное обоб-

щение имеется в [12]. Тензор второго ранга α
(k)
ij имеет ту же структуру, что и тензор
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коэффициентов теплового расширения. В частном случае изотропной среды из (23) следу-
ют известные соотношения [1], записанные в дифференциальной форме

dεij =
1

E
[(1 + ν) dσij − νδij dσkk] + δij

n∑
k=1

αk dCk, (26)

где E — модуль Юнга; ν — коэффициент Пуассона; αk — коэффициенты концентрацион-
ного расширения или дилатации кристаллической решетки. Суммируя (26) по всем i = j,
получим равенство

dV = ρ−1 dεkk = Vp dp +
n∑

k=1

Vk dCk,

из которого следует, что изменение объема в рассматриваемой термодинамической системе
обусловлено изменением давления dp = −dσkk/3 (Vp = −(1 − 2ν)/(ρE)) и концентраций
компонентов (Vk = 3αk/ρ). Очевидно, что соотношения (26) могут быть записаны иначе:

dσij = 2µ dεij + δij

[
λ dεkk − 3K

n∑
k=1

αk dCk

]
.

Здесь λ, µ — коэффициенты Ламе; K = λ+2µ/3 — изотермический модуль всестороннего

сжатия.
Соотношения (24) учитывают изменение химических потенциалов компонентов вслед-

ствие изменения концентраций и компонент тензора напряжений. Используя (24) и (21) при
dT = 0, dfs = 0, с учетом определений (9) и (25) найдем

Jk = −
n∑

l=1

Lkl

T
(∇gl)T ≡ −

n∑
l=1

[n−1∑
j=1

Lkl

T
β

(l)
j ∇Cj −

∑
(i,j)

Lkl

T

α
(l)
ij

ρ
∇σij

]
=

= −ρ

n−1∑
j=1

Dkj∇Cj +
∑
(i,j)

B
(k)
ij ∇σij , (27)

где

Dkj =
1

Tρ

n∑
l=1

Lklβ
(l)
j — (28)

парциальные коэффициенты диффузии;

B
(k)
ij =

n∑
l=1

α
(l)
ij

Lkl

Tρ
— (29)

коэффициенты переноса под действием напряжений. При записи (27) учтено, что в системе,

состоящей из n компонентов, независимы только n− 1, так как
∑
(k)

Ck = 1. Кроме того, по

определению из n потоков независимы только n− 1, так как
∑
(k)

Jk = 0.

В случае бинарной системы имеем единственное соотношение для потока

J1 = −ρD11∇C1 +
∑
(i,j)

B
(1)
ij ∇σij , (30)
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где

D11 = [L11β
(1)
1 + L12β

(2)
1 ]/(ρT ); (31)

B
(1)
ij = [L11α

(1)
ij + L12α

(2)
ij ]/(ρT ). (32)

В теории диффузии, как правило, рассматриваются приближения двух типов. В первом
случае полагается, что раствор идеальный, тогда dgk = (RT/mk) d ln Ck (т. е. γk ≡ 1),
g11 = 1, g12 = 0, а из (31) определяется коэффициент самодиффузии компонента 1

D11 = L11R/(m1C1ρ) = D∗
1. (33)

Во втором случае считается, что раствор неидеальный, но перекрестным коэффициен-
том L12 в отличие от диагонального L11 можно пренебречь (это приближение обосновы-
вается методами статистической термодинамики). Тогда

D11 = L11Rg11/(m1C1ρ) = D∗
1g11. (34)

Аналогично можно записать

D22 = L22Rg22/(m2C2ρ) = D∗
2g22.

Выражая из (33) коэффициент L11 и пренебрегая коэффициентом L12, коэффициенты пе-
реноса под действием напряжений (32) представим в виде

B
(1)
ij = α

(1)
ij D∗

1m1C1/(RT ). (35)

Подобные приближения (идеального и неидеального растворов), очевидно, имеют место и
для многокомпонентной среды.

В случае двухкомпонентной изотропной среды из (30), (34), (35) имеем

B
(1)
ij = α1D

∗
1m1C1δij/(RT )

и

J1 = −ρD∗
1g11∇C1 + α1(D

∗
1m1C1/(RT ))∇σkk. (36)

Полная система уравнений механики “упругой” сплошной среды, описывающая связанные
процессы переноса массы и деформирования, при dT = 0, dfs = 0, F = 0 имеет вид

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0, ρ

dC1

dt
+∇ · J1 = σ1,

ρ
dv

dt
= ∇ · σ̂, ρ

du

dt
= σ̂ · ·∇v.

(37)

Эту систему уравнений замыкают соотношение для потока массы (36), линейные соотно-
шения между компонентами тензоров напряжений и деформаций в форме (26) и уравнение
баланса массы C2 + C1 = 1. Система уравнений (37) (при выводе которой не вводились
ограничения на величину деформаций) может быть упрощена для случая малых дефор-
маций, скоростей и ускорений, когда справедливы соотношения [8]

∇ · v = 0,
dρ

dt
= 0, εij =

1

2

(∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
,

dv

dt
≈ ∂2u

∂t2

(т. е. для несжимаемой среды). Здесь u — вектор перемещений. В этом случае из “полной”
системы уравнений (37) получим систему уравнений массоупругости [1] для двухкомпо-
нентной смеси (твердого раствора)

ρ
∂2u

∂t2
= ∇ · σ̂; (38)
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∂C1

∂t
= ∇ · [D∗

1g11∇C1]−
α1D

∗
1m1

RTρ
∇ · (C1∇σkk) + ρ−1σ1; (39)

dσij = 2µ dεij + δij [λdεkk − 3K(α1 − α2) dC1], (40)

где деформации определяются соотношениями Коши.
Систему уравнений массоупругости можно получить иным способом, используя раз-

ложения локальной энергии Гиббса по степеням малых напряжений [4] и концентраций
или свободной энергии Гельмгольца по степеням малых деформаций и концентраций [1].

В частных задачах, рассматриваемых, например, в [1], с учетом того, что скорость
переноса механических возмущений намного (на 2–5 порядков) превышает скорость пе-
реноса вещества посредством диффузии, пренебрегают силами инерции в уравнении дви-
жения (38) и переходят к анализу квазистатических задач. Еще одно допущение, которое
принимается практически во всех известных работах (см. [1–3]), — малость второго сла-
гаемого в уравнении переноса (39). Однако в условиях интенсивного механического нагру-
жения, приводящего к появлению больших градиентов напряжений, перенос вещества под
действием ∇σkk преобладает над диффузионным переносом или, по крайней мере, срав-
ним с ним. В этом случае пренебрежение силами инерции в (38) и слагаемым, связанным
с напряжениями, в (39) некорректно. С математической точки зрения малые возмущения,
вносимые слагаемыми, не учитываемыми в известных автору данной работы публика-
циях, являются сингулярными. Задачи, основанные на моделях типа (37), (36), (26) или
(38)–(40), требуют отдельного изучения.

Явление переноса вещества под действием параметра ∇σkk аналогично скорее про-
цессу бародиффузии, чем тепловому расширению, как это утверждается в [1]. Данный
вывод подтверждается анализом уравнения для потока второго компонента. По определе-
нию диффузионных потоков

J2 = −J1 = −ρD∗
1g11∇C2 − α1(D

∗
1m1(1− C2)/(RT ))∇σkk.

Следовательно, в бинарной системе скорость перемещения одного компонента под действи-
ем градиента напряжений увеличивается, а скорость перемещения другого уменьшается,
как это имеет место в гидродинамической модели диффузии [6, 13].

В случае изотропной среды можно предложить простые способы оценки коэффициен-
тов αk [14].

По-видимому, с переносом вещества под действием градиента напряжений связаны яв-
ления аномально быстрого перемешивания вещества в твердой фазе, наблюдавшиеся экс-
периментально при интенсивных механических воздействиях, а также некоторые быстрые
режимы твердофазных превращений в особых условиях (см., например, [15]).

4. Диффузия в среде, содержащей внутренние поверхности раздела. Рас-
смотрим термодинамическую систему при dT = 0, dσij = 0, но положим, что изменением
площади внутренних поверхностей пренебречь нельзя. Тогда из (5), (6) следует

dgk =
n∑

m=1

( ∂gk

∂Cm

)
T,σ̂,fs,Cl,l 6=m

dCm +
(∂gk

∂fs

)
T,σ̂,Cm

dfs, k = 1, 2, . . . , n,

dgf =
n∑

k=1

( ∂gf

∂Ck

)
T,σ̂,fs,Cl,l 6=k

dCk +
(∂gf

∂fs

)
T,σ̂,Ck

dfs.

(41)

Аналогично (8), (9) запишем

γ
(k)
s =

∂gk

∂fs
= −

∂gf

∂Ck
=

( ∂2g

∂fs ∂Ck

)
T,σ̂

.
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Из этого равенства следует, что изменение химического потенциала компонента k при из-
менении площади внутренних поверхностей равно изменению энергии внутренних поверх-
ностей вследствие изменения концентрации этого компонента, что позволяет существенно
уменьшить количество коэффициентов, необходимых для описания состояния термодина-
мической системы. Дополнительно введем параметр

Ω =
(∂gf

∂fs

)
Ck

=
(∂2g

∂f2
s

)
Ck,σ̂,T

,

описывающий изменение поверхностной энергии вследствие изменения кривизны поверх-
ности. Частные производные химических потенциалов по концентрациям компонентов из-
вестны. С учетом принятых обозначений систему уравнений (41) запишем в виде

dgk =
n∑

j=1

β
(k)
j dCj + γ

(k)
s dfs, dgf = −

n∑
k=1

γ
(k)
s dCk + Ω dfs. (42)

Используя соотношения для потоков (21), (22) и полагая

gj = gj(C1, C2, . . . , Cn−1, fs), gf = gf (C1, C2, . . . , Cn−1, fs),

аналогично (27) с помощью (42) найдем

Jk = −ρ
n−1∑
i=1

Dki∇Ci − ρDks∇fs, Jf = −
n−1∑
j=0

Dsj∇Cj −Dss∇fs, (43)

где

Dki =
n∑

j=1

Lkj

Tρ

∂gj

∂Ci
+

Lks

Tρ

∂gs

∂Ci
=

1

Tρ

( n∑
j=1

Lkj
RT

mjCj
gji − Lksγ

(i)
s

)
,

Dks =
n∑

j=1

Lkj

Tρ

∂gj

∂fs
+

Lks

Tρ

∂gs

∂fs
=

1

Tρ

( n∑
j=1

Lkjγ
(j)
s + LksΩ

)
,

(44)

Dsj =
n∑

k=1

Lsk

T

∂gk

∂Cj
+

Lss

T

∂gf

∂Cj
=

1

T

( n∑
k=1

Lsk
RT

mkCk
gkj−Lssγ

(j)
s

)
,

Dss =
n∑

k=1

Lsk

T

∂gk

∂fs
+

Lss

T

∂gf

∂fs
=

1

T

( n∑
k=1

Lskγ
(k)
s + LssΩ

)
.

Несмотря на то что матрица коэффициентов Онзагера симметрична, матрица коэф-
фициентов диффузии может не обладать таким свойством.

По своему физическому смыслу коэффициенты Dki представляют собой парциальные

коэффициенты диффузии в объеме кристаллов в поликристаллической системе. Их зна-
чения отличаются от парциальных коэффициентов диффузии в объеме одиночного кри-
сталла (28). Далее будем обозначать их верхним индексом “нуль”. Различие между Dki

и D0
ki, наблюдающееся также экспериментально [5], обусловлено влиянием внутренних по-

верхностей раздела, точнее, внутренней энергии, запасенной в виде энергии внутренних
поверхностей.

Коэффициенты Dks представляют собой коэффициенты диффузии по границам зерен

и фаз и, как известно, существенно превышают коэффициенты объемной диффузии. Их
значение непосредственно зависит от суммарной энергии внутренних поверхностей.
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Коэффициенты Dsj можно назвать коэффициентами миграции внутренних поверх-
ностей вследствие наличия градиентов концентраций диффундирующих компонентов,
а Dss — коэффициентами миграции внутренних поверхностей вследствие их неоднородно-
го распределения в объеме поликристалла.

Как показывает анализ многочисленных данных по диффузии в сложных средах, все
введенные коэффициенты для поликристаллической системы являются экспериментально

определяемыми величинами и, по-видимому, могут быть оценены на основе простейших
задач [5] для отдельно взятой границы раздела.

Рассмотрим два приближения, обычно используемых в теории диффузии в твердых
средах.

Если раствор идеальный, то для парциальных коэффициентов диффузии Dki и коэф-
фициентов миграции поверхностей Dsj имеем

Dki =
1

ρ

(LkiR

Cimi
− Lks

T
γ

(i)
s

)
, Dsj =

LsjR

Cjmj
− Lss

T
γ

(j)
s .

Другие коэффициенты остаются без изменения.
Если раствор неидеальный, но перекрестные коэффициенты Lij малы по сравнению с

диагональными Lii и ими можно пренебречь, то из (44) имеем

Dki = Lkkβ
(k)
i /(Tρ)− Lksγ

(i)
s /(Tρ), Dks = [Lkkγ

(k)
s + LksΩ]/(Tρ).

Остальные коэффициенты не изменяются. Учитывая, что в случае неидеального раствора

Lkkβ
(k)
i /(ρT ) = D0

ki = D∗
kgki, Lkk = mkCkρD∗

k/R,

где D∗
k — коэффициент самодиффузии компонента k, запишем

Dki = D∗
kgki − Lksγ

(i)
s /(Tρ), Dks = D∗

kγ
(k)
s Ckmk/(RTρ) + LksΩ/(Tρ). (45)

Исследуем диффузию по механизму внедрения в случае бинарной системы. Тогда,
учитывая, что C1 + C2 = 1, J1 + J2 = 0, из (43) получим систему уравнений для потоков

J1 = −ρD11∇C1 − ρD1s∇fs, Jf = −Ds1∇C1 −Dss∇fs,

где D11 — коэффициент объемной диффузии; D1s — коэффициент диффузии по границам

зерен; Ds1 — коэффициент диффузии границы при изменении концентрации компонента 1;
Dss — коэффициент диффузии внутренних границ под действием собственной кривизны.
Полагая, что ∇ · v = 0 (dρ/dt = 0) и используя уравнения баланса (11) и (14), найдем
систему диффузионных уравнений

∂C1

∂t
= ∇ · [D11∇C1 + D1s∇fs] + σ1ρ

−1,
∂fs

∂t
= ∇ · [Ds1∇C1 + Dss∇fs] + σf , (46)

где

D11 = D∗
1g11 − L1sγ

(1)
s /(Tρ), D1s = D∗

1γ
(1)
s C1m1/(RT ) + L1sΩ/(Tρ),

(47)

Ds1 = R
(Ls1g11

m1C1
+

Ls2g21

m2C2

)
− Lss

T
γ

(1)
s , Dss =

1

T
(Ls1γ

(1)
s + Ls2γ

(2)
s + LssΩ).

Система уравнений, подобная (46), имеет место при описании диффузии в бинарной
системе по вакансионному механизму в условиях неравновесности вакансий, а также при
описании диффузии по механизму внедрения в тройной системе. Методы решения таких
систем могут быть использованы для анализа диффузии в средах, имеющих внутренние
поверхности раздела. Для случая постоянных коэффициентов диффузии известны точные
аналитические решения простейших граничных задач, сформулированных для системы
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уравнений (46), из которых, в частности, следует, что распределение концентрации диф-
фундирующего элемента и площади внутренних поверхностей при некотором соотношении

диффузионных коэффициентов может быть немонотонным, причем положения экстрему-
мов параметров C1 и fs не совпадают.

5. Диффузия в структурно-неоднородной среде с учетом напряжений и де-
формаций. Пусть термодинамическая система находится в изотермических условиях, но
dσij 6= 0, dfs 6= 0, dCk 6= 0. Тогда из (4)–(6) следует

dεij = sijαβ dσαβ +
n∑

k=1

α
(k)
ij dCk +

(∂εij

∂fs

)
σ̂,Ck

dfs,

dgk = −α
(k)
ij ρ−1 dσij +

n∑
j=1

β
(k)
j dCj + γ

(k)
s dfs, (48)

dgf =
( ∂gf

∂σij

)
Ck,fs

dσij −
n∑

k=1

γ
(k)
s dCk + Ω dfs.

Новые коэффициенты описывают взаимодействие поля внутренних напряжений и поля

внутренних поверхностей раздела. При этом изменение компонент тензора деформаций
при изменении удельной площади внутренних поверхностей (∂εij/∂fs) описывается теми
же коэффициентами, что и изменение энергии внутренних поверхностей при изменении
поля внутренних напряжений (∂gs/∂σij). Аналогично (9) имеем

α
(s)
ij =

(∂εij

∂fs

)
σ̂,Ck

= −ρ
( ∂2g

∂fs ∂σij

)
Ck

= −ρ
( ∂2g

∂σij ∂fs

)
Ck

= ρ
( ∂gf

∂σij

)
Ck,fs

. (49)

Используя (21), при условии постоянства температуры запишем

Jk = −
n∑

l=1

Lkl

T

[ ∂gl

∂σij
∇σij +

n−1∑
m=1

∂gl

∂Cm
∇Cm +

∂gl

∂fs
∇fs

]
−

−Lks

T

[ ∂gf

∂σij
∇σij +

n−1∑
m=1

∂gf

∂Cm
∇Cm +

∂gf

∂fs
∇fs

]
=

= −ρ
n−1∑
m=1

Dkm∇Cm − ρDks∇fs + B
(k)
ij ∇σij , (50)

где парциальные коэффициенты диффузии Dkm и коэффициенты поверхностной диффу-
зии Dks те же, что и в (44), а коэффициенты переноса под действием напряжений имеют
вид

B
(k)
ij =

n∑
l=1

Lkl

Tρ
α

(l)
ij −

Lks

Tρ
α

(s)
ij ,

т. е. отличны от (29).
Используя (22), для потока поверхностей найдем

Jf = −
n−1∑
m=1

Dsm∇Cm −Dss∇fs + B
(s)
ij ∇σij . (51)
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Коэффициенты миграции поверхностей Dsm и Dss определяются по формулам (44); B
(s)
ij —

коэффициенты миграции поверхностей под действием градиента напряжений, зависящие

от определенных выше параметров α
(k)
ij (см. (9)) и α

(s)
ij (см. (49)):

B
(s)
ij =

n∑
k=1

Lsk

Tρ
α

(k)
ij − Lss

Tρ
α

(s)
ij .

Для изотропной среды имеем

B
(k)
ij =

( n∑
l=1

Lkl

Tρ
αk −

Lks

Tρ
αs

)
δij = Bkδij ,

B
(s)
ij =

( n∑
l=1

Lsl

Tρ
αl −

Lss

Tρ
αs

)
δij = Bsδij .

В этом случае последние слагаемые в правых частях (50) и (51) принимают вид Bk∇σkk

и Bs∇σkk соответственно.
Пренебрегая перекрестными коэффициентами Lkl, малыми по сравнению с диагональ-

ными Lkk, и выражая Lkk через коэффициенты самодиффузии компонента k, для описания
диффузии в неидеальном изотропном твердом растворе найдем соотношения для опреде-
ления коэффициентов переноса (см. (45)), коэффициентов Dsj , Dss (см. (44)) и параметров

Bk =
D∗

kmkCk

RT
αk −

Lks

Tρ
αs, Bs = −

n∑
k=1

Lsk

Tρ
αk +

Lss

Tρ
αs.

Рассмотрим случай бинарной системы в изотропной среде. Уравнение (48) принимает
вид

dεij = [(1 + ν) dσij − νδij dσkk]/E + δij [(α1 − α2) dC1 + αs dfs]. (52)

Уравнения для потоков компонента 1 и поверхностей содержат слагаемые трех типов:

J1 = −ρD11∇C1 − ρD1s∇fs + B1∇σkk, Jf = Ds1∇C1 −Dss∇fs + Bs∇σkk

с шестью коэффициентами переноса (см. (47)), при этом

B1 = D∗
1m1C1α1/(RT )− L1sαs/(Tρ), Bs = (Ls1α1 + Ls2α2)/(Tρ)− Lssαs/(Tρ).

Пренебрегая перекрестными коэффициентами L1s = Ls1 и L2s = Ls2, малыми по срав-
нению с диагональными (хотя для этого не удается предложить достаточного обоснова-
ния), выражения для коэффициентов переноса можно существенно упростить:

D11 = D∗
1g11, D1s = D∗

1γ
(1)
s C1m1/(RT ), Ds1 = −Lssγ

(1)
s /T, Dss = LssΩ/T,

B1 = D∗
1m1C1α1/(RT ), Bs = −Lssαs/(Tρ).

Считая коэффициенты объемной и поверхностной диффузии известными, систему уравне-
ний для потоков представим в виде

J1 = −ρD∗
1g11∇C1 − ρD1s∇fs +

D∗
1m1C1

RT
α1∇σkk,

Jf =
DssRT

ΩC1m1
∇C1 −Dss∇fs +

Dssαs

Ωρ
∇σkk.

(53)

Из этих уравнений следуют достаточно очевидные выводы: поверхности мигрируют в
направлении, противоположном направлению диффузионного потока компонента 1, и, так
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как D1s/D
∗
1 � 1, диффузия поверхностей под действием градиента концентраций преобла-

дает над диффузией под действием параметра∇f . Поток поверхностей можно представить
в виде

Jf = −Ds1∇C1 +
ΩDs1D

∗
1

D1sRT
C1m1∇fs +

D∗
1αs

RTρ
C1m1

Ds1

D1s
∇σkk, (54)

что более удобно, так как в знаменателе отсутствует концентрация.
Для описания шести процессов переноса требуется только три независимых коэффици-

ента, как и для описания перекрестных процессов (таких как диффузия, теплопроводность,
бародиффузия, термодиффузия, перенос тепла диффузией и под действием градиента дав-
ления) в жидких средах.

Система уравнений (37) дополняется уравнениями (52)–(54) и уравнением балан-
са (14). В случае малых деформаций получим систему уравнений (38) и

∂C1

∂t
= −∇ · (ρ−1J1) + σ1ρ

−1,
∂fs

∂t
= −∇ · Jf + σf ,

где потоки вычисляются по (53) и (54), а вместо (40) справедливо равенство

dσij = 2µ dεij + δij [λ dεkk − 3K(α1 − α2) dC1 − 3Kαs dfs].

Аналогично [1, 2] на основе задач о насыщении примесью тел различной формы

нетрудно показать, что в случае медленной диффузии и при отсутствии внешнего ме-
ханического воздействия влияние внутренних напряжений на процессы переноса можно

трактовать как изменение эффективных коэффициентов диффузии, если справедливо усло-
вие малости безразмерного коэффициента (подобного коэффициенту связанности в теории
термоупругости)

ω =
(3Kα1)

2

λ + 2µ

m1

ρRT
.

При внешнем механическом воздействии большой интенсивности или в условиях су-
щественно неоднородного поля напряжений в уравнениях (53) и (54), по-видимому, будут
преобладать слагаемые, пропорциональные ∇σkk. Такие задачи требуют отдельного ис-
следования.

Заключение. Таким образом, в работе предложено обобщение модели механики
сплошной среды на анизотропные среды с диффузией в объеме и по внутренним границам

раздела. Получены выражения для потоков компонентов и потоков внутренних поверхно-
стей. Показано, что для описания прямых и перекрестных процессов переноса в бинарной
системе в изотропной среде с внутренними поверхностями раздела достаточно трех коэф-
фициентов, которые могут быть рассчитаны или определены независимо. Показано, что
описание диффузии по механизму внедрения в бинарной системе в изотропной среде с

учетом напряжений аналогично описанию диффузии, бародиффузии и других процессов
в жидких средах. Диффузия в средах с дислокациями, вакансиями, макроповреждениями
типа пор или трещин может быть описана тем же способом.
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