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Предложенная модель материала и полученные свойства на поверхностях разрыва ско-
рости используются для анализа двух процессов пластического деформирования: боко-
вой экструзии и скручивания полого диска. В обоих случаях получены аналитические
решения. Определены границы применимости решения, полученного для боковой экс-
трузии.

Приближенный анализ технологических процессов обработки металлов давлением в

большинстве случаев основан на введении разрывных полей скоростей. Несмотря на то что
в случае применения распространенных моделей материала разрывные поля скоростей в

строгой постановке допустимы только для идеального жесткопластического материала, в
приближенной постановке такие поля применяются в условиях ползучести [1], вязкопла-
стичности [2] и пластичности с учетом упрочнения [3]. Кроме того, эксперименты, хотя
и немногочисленные, показывают, что разрывы скорости без нарушения сплошности су-
ществуют (наблюдается картина течения, которая с достаточной для большинства прак-
тических приложений точностью может быть интерпретирована как течение с разрывом

скорости) в реальных материалах [4].
В настоящей работе показано, что разрывы скоростей с определенными ограничения-

ми возможны в строгой постановке в рамках модели упрочняющегося жесткопластическо-
го материала для некоторых кривых упрочнения, соответствующих реальным свойствам
материалов. Для некоторых материалов, таких как мягкая малоуглеродистая сталь, кри-
вая упрочнения имеет площадку текучести [5]. В этом случае возможны ограниченные

разрывы скорости, если материальная точка пересекает поверхность разрыва скорости,
двигаясь из недеформированной (или незначительно деформированной) области. Ограни-
чения на величину скачка скорости определяются размером площадки текучести. В то же
время закон упрочнения, впервые предложенный в [6], подтверждается экспериментально
для многих материалов при развитых пластических деформациях [7–9]. Соответствующая
идеализация кривой упрочнения позволяет вводить разрывы скоростей при величине пла-
стических деформаций, реализующейся в традиционных процессах обработки металлов
давлением. В качестве параметра упрочнения при построении идеализированной кривой
упрочнения используется удельная пластическая работа или накопленная эквивалентная

пластическая деформация. Для материала, подчиняющегося условию текучести Мизеса,
эти гипотезы равносильны при непрерывном поле скоростей (см., например, [10]). Однако,
если в качестве параметра упрочнения берется пластическая работа, то уравнению закона
упрочнения можно придать дивергентную форму [11] и использовать ее для исследования
свойств обобщенных решений. Если же за параметр упрочнения принимается эквивалент-
ная деформация, то исследование обобщенных решений может быть выполнено методом,
изложенным в [12].
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Рис. 1

1. Кривая упрочнения и разрывы скорости. На начальном этапе пластиче-
ского течения кривая упрочнения многих металлов имеет площадку текучести. В этом

случае пластическое течение при одноосном растяжении происходит при напряжении

σ = σ0 = const. Это состояние существует, пока параметр упрочнения не достигнет опреде-
ленной величины, после чего σ зависит от этого параметра. При умеренных деформациях
эта зависимость описывается различными функциями, обзор которых приведен в [7]. Од-
нако при больших деформациях кривые упрочнения многих материалов асимптотически

приближаются к прямой, параллельной оси абсцисс, вдоль которой откладывается пара-
метр упрочнения. Впервые аналитическое выражение для такой кривой упрочнения дано
в [6], обзор других моделей приведен в [7]. Для материалов с гранецентрированной куби-
ческой решеткой кривая упрочнения практически достигает асимптоты при деформации

ε ≈ 3 [7].
Таким образом, с достаточной для большинства практических приложений точностью

кривая упрочнения может быть принята в форме, показанной на рис. 1. Участок AB соот-
ветствует площадке текучести с σ = σ0. Положение точки B определяется деформацией

ε0. На участке BC происходит упрочнение при произвольной зависимости σ от ε. Асимп-
тота, к которой стремится реальная кривая упрочнения, определяется уравнением σ = σs.
Предполагается, что идеализированная кривая упрочнения сливается с асимптотой в точке
C, которая определяется деформацией εs. Как отмечено выше, для некоторых материалов
εs ≈ 3. При обобщении кривой упрочнения на сложное напряженное состояние считаем
справедливым условие текучести Мизеса√

3/2 (sijsij)
1/2 = σe. (1.1)

Здесь sij — компоненты девиатора напряжений; σe — известная функция параметра

упрочнения. Вид функции σe определяется кривой упрочнения при одноосном растяжении

(рис. 1). Таким образом, эта функция представляется различными аналитическими выра-
жениями в зависимости от величины параметра упрочнения. Если в качестве параметра
упрочнения принимается накопленная пластическая деформация εeq, то

σe = σ0 при εeq 6 ε0; (1.2)

σe = σs при εeq > εs. (1.3)

При ε0 < εeq < εs функция σe(εeq) может быть принята в виде одного из известных
соотношений [7]. Накопленная пластическая деформация определяется уравнением

dεeq

dt
=

√
2

3
(ξijξij)

1/2. (1.4)
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Здесь t — время; ξij — компоненты тензора скорости деформации. За параметр упрочнения
также может быть принята пластическая работа W . В этом случае роль величин ε0 и εs,
определяющих границы между качественно различными законами поведения материала,
будут играть W0 и Ws соответственно.

Решения с разрывными полями скоростей возможны, если выполняется условие (1.2)
или (1.3). При этом общие соотношения на поверхностях разрыва скорости являются та-
кими же, как в идеальной пластичности, и определены, например, в [5, 11]. Однако в пред-
лагаемой модели материала на эти соотношения накладываются дополнительные огра-
ничения. Прежде всего, выполнение на поверхности разрыва условия (1.2) или (1.3) само
является ограничением. В случае выполнения условия (1.3) других ограничений нет. Если
выполняется условие (1.2), то имеется еще ограничение на величину скачка скорости. При-
нимая пластическую работу в качестве параметра упрочнения, на поверхности разрыва
имеем [11]

vn[W ] = [vτ ]σ0/
√

3. (1.5)

Здесь квадратные скобки обозначают скачок функции; vn и vτ — проекции скорости на нор-
маль и касательную к поверхности разрыва. Пусть в материальной точке непосредственно
перед пересечением ею поверхности разрыва величина W была равна Wn. Очевидно, что
для выполнения (1.2) величина Wn должна удовлетворять неравенствам 0 6 Wn 6 W0.
Тогда из (1.5) находим, что скачок скорости ограничен условием

0 6 [vτ ] 6
√

3 vn(W0 −Wn)/σ0. (1.6)

Если в качестве параметра упрочнения принимается величина накопленной пластиче-
ской деформации, то соотношение на поверхности разрыва скорости может быть найдено
из (1.4) методом, предложенным в [12]: [εeq] = [vτ ]/(

√
3 vn). В этом случае неравенство,

аналогичное (1.6), примет вид

0 6 [vτ ] 6
√

3 vn(ε0 − εn), (1.7)

где εn — значение εeq в материальной точке непосредственно перед пересечением ею по-
верхности разрыва скорости, 0 6 εn 6 ε0.

Таким образом, разрывы скорости в упрочняющихся материалах, определяемых кри-
вой упрочнения, показанной на рис. 1, возможны при напряженных состояниях, удовле-
творяющих (1.2) или (1.3), и при выполнении ограничений (1.6) или (1.7). Отметим, что
ситуация, когда все эти ограничения могут выполняться, характерна для многих устано-
вившихся процессов обработки металлов давлением, таких как прокатка или экструзия.
При моделировании этих процессов поверхности разрыва скорости обычно вводятся при

входе материала в очаг деформации, где выполняется условие (1.2), и при выходе, где
вероятно выполнение условия (1.3). Возможность выполнения неравенств (1.6) или (1.7)
определяется параметрами конкретного процесса.

2. Боковая экструзия. Рассмотрим процесс боковой экструзии (рис. 2), в последнее
время широко применяющийся для улучшения свойств материала [4, 13–15]. Простейшее
решение может быть получено в предположении, что деформация сосредоточена на поверх-
ности (плоскости) разрыва скорости AB. Без ограничения общности можно положить, что
скорость v жестких зон, которые движутся поступательно, равна единице. Форма попереч-
ного сечения изделия может быть произвольной. Из условия непрерывности нормальной
составляющей скорости следует, что β = α/2. Тогда величина скачка скорости составляет

[vτ ] = 2 cos (α/2). (2.1)

Пусть исходная заготовка находилась в недеформированном состоянии: εn = 0. При-
мем εeq в качестве параметра упрочнения. Тогда из (1.7) и (2.1) следует

tg (α/2) > (2/
√

3)ε−1
0 . (2.2)
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Рис. 2 Рис. 3

Для заданного материала неравенство (2.2) определяет максимальный угол α, при котором
предложенное решение имеет силу.

3. Скручивание полого диска. Рассмотрим деформацию полого диска, в отверстие
которого заделан стержень, вращающийся с угловой скоростью ω (рис. 3). Внешний край
диска неподвижно закреплен, на поверхности контакта стержня и диска задано условие
прилипания. В диске предполагается плоскодеформированное состояние. Для идеального
жесткопластического материала такая задача не имеет решения [16], точнее, существу-
ет только решение, при котором диск является жестким, а деформация локализуется на
поверхности разрыва скорости, совпадающей с поверхностью контакта стержня и дис-
ка. Для упрочняющегося жесткопластического материала при выполнении неравенства
dσe/dεeq > 0 для всех значений εeq решение получено в [17], а для порошкового материа-
ла — в [18].

Введем цилиндрическую систему координат (rθz) с осью z, совпадающей с осью сим-
метрии стержня, радиус которого обозначим R. Согласно результатам [16] решение, соот-
ветствующее условию (1.2), должно вырождаться в поверхность разрыва скорости r = rd,
причем при εn = 0 на этой поверхности, как следует из (1.7), должно выполняться условие
[vτ ] =

√
3 vnε0. Поскольку диск неподвижен при r > rd, то [vτ ] = |vθ|, где vθ вычисляется

при r = rd в деформируемой области диска. Таким образом,

|vθ| =
√

3 vnε0 при r = rd. (3.1)

Кроме того,

vn =
drd

dt
. (3.2)

В деформируемой области диска σe в (1.1) соответствует участку BC на кривой упроч-
нения (см. рис. 1). Полагая, что отлична от нуля только компонента τrθ тензора напряже-
ний, из (1.1) имеем

τrθ = σe/
√

3. (3.3)

Из ассоциированного закона течения следует, что отлична от нуля только компонен-
та ξrθ тензора скоростей деформации. Полагая, что vr = 0 и vθ = v(r, t), получим

2ξrθ =
∂v

∂r
− v

r
. (3.4)

Из (1.4) и (3.4) найдем
∂εeq

∂t
=

r√
3

∂(v/r)

∂r
. (3.5)
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Единственное нетривиальное уравнение равновесия имеет вид ∂τrθ/∂r + 2τrθ/r = 0.
Его общее решение имеет вид

τrθ = τ0r
−2. (3.6)

Функция времени τ0 определяется из условия τrθ = σ0/
√

3 при r = rd. Тогда реше-
ние (3.6) может быть записано следующим образом:

τrθ = σ0(rd/r)
2/
√

3. (3.7)

Из (3.3) и (3.7) следует
σe = σ0(rd/r)

2. (3.8)

Поскольку σe — известная функция εeq, то, таким образом, определена зависимость εeq

от r и rd. Участок кривой BC (см. рис. 1) заменим прямой. Тогда

σe = σ0 +
σs − σ0

εs − ε0
(εeq − ε0). (3.9)

Из (3.8) и (3.9) найдем

εeq = ε0 + (εs − ε0)[(rd/r)
2 − 1]/(p− 1), p = σs/σ0. (3.10)

Подставляя (3.10) в (3.5) с учетом (3.2), получим

∂(v/r)

∂r
=

2
√

3(εs − ε0)rdvn

(p− 1)r3
.

Отсюда

v = −
√

3(εs − ε0)vn

p− 1

rd

r
+ v0

r

rd
, (3.11)

где v0 — произвольная функция rd. Из (3.1) и (3.11) следует v0 =
√

3 vn(εs − pε0)/(p− 1),
тогда

v =

√
3 vn

p− 1
[(εs − pε0)(r/rd)− (εs − ε0)(rd/r)]. (3.12)

Здесь учтено, что v < 0, так как из (3.7) следует, что τrθ > 0. Из (3.2) и краевого условия
vθ = −ωR при r = R найдем

vn =
drd

dt
= − ω(p− 1)R√

3 [(εs − pε0)(R/rd)− (εs − ε0)(rd/R)]
.

Тогда из (3.12)

v = −ωR[(εs − pε0)(r/rd)− (εs − ε0)(rd/r)]

(εs − pε0)(R/rd)− (εs − ε0)(rd/R)
. (3.13)

Решение (3.7), (3.13) справедливо в пластической зоне R 6 r 6 rd, причем в начале
процесса rd = R. Кроме того, решение теряет силу при εeq = εs. В этом случае выпол-
няется условие (1.3) при r = R и дальнейшая деформация локализуется на поверхности

разрыва скорости. Эта поверхность, в отличие от поверхности r = rd, соответствует усло-
вию (1.3), поэтому никаких дополнительных ограничений на скачок скорости в данном
случае не накладывается. Из (3.10) следует, что переход к этой стадии деформирования

осуществляется при rd = Rp1/2.
Таким образом, из полученного решения следует, что при r > Rp1/2 материал нахо-

дится в исходном состоянии, а при R 6 r 6 Rp1/2 материал упрочняется и распределение

предела текучести по радиусу определяется уравнениями (3.9), (3.10) при rd = Rp1/2.
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