
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2018. Т. 59, N-◦ 3 5

УДК 533.951

АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ШАМЕЛЯ,
ОПИСЫВАЮЩИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ

ИОННО-ЗВУКОВЫХ ВОЛН В ПЛАЗМЕ ДВУХ ТИПОВ,
И ИХ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

Д. Дагхан, О. Донмец∗

Университет Омера Халисдемира, Нигде, Турция
∗ Ближневосточный американский университет, Эгайла, Кувейт
E-mails: durmusdaghan@ohu.edu.tr, orhan.donmez@aum.edu.kw

С использованием численных методов исследуются свойства аналитических решений
уравнения Шамеля, описывающих распространение ионно-звуковых солитонов в плаз-
ме двух типов. Впервые получены аналитические решения уравнения Шамеля, опи-
сывающие распространение солитонов с отрицательной фазовой скоростью. Получен-
ные новые решения использованы для исследования плазмы двух типов. Изучено вли-
яние неэкстенсивности солитона и захваченных электронов на ионно-звуковые волны в
сверхнагретой плазме. Установлено, что амплитуда и ширина солитона зависят от па-
раметра неэкстенсивности, параметра каппа-распределения сверхнагретых электронов
и параметра захвата электронов.
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Введение. Одной из фундаментальных проблем физики плазмы и гидродинамики

является изучение особенностей нелинейного характера распространения ионно-звуковой
уединенной волны. Для того чтобы изучить влияние захваченных электронов на ионно-
звуковые волны, необходимо знать различные аналитические решения уравнения Шаме-
ля—Кортевега— де Фриза и уравненияШамеля [1, 2]. УравнениеШамеля—Кортевега—
де Фриза можно записать в общем виде

Ut + aU1/2Ux + bUUx + pUxxx = 0, (1)

где a, b, p — произвольные константы, зависящие от параметров плазмы. Также в данной
работе рассматривается уравнение (1) в случае b = 0 (уравнение Шамеля):

Ut + aU1/2Ux + pUxxx = 0, (2)

которое не вполне интегрируемо. Эта особенность уравнения Шамеля показана в рабо-
те [2] на основе анализа Пенлеве. Полагая в уравнении (1) a = 0, получаем уравнение
Кортевега — де Фриза

Ut + bUUx + pUxxx = 0. (3)
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При исследовании влияния параметров плазмы на динамику волн необходимо изучить рас-
пространение уединенной ионно-звуковой волны в пылевой плазме. Существуют различ-
ные модели плазмы. Влияние максвелловских захваченных электронов на распространение
ионно-звуковых волн в нетепловой плазме (космической и лабораторной) изучено в рабо-
те [3]. При выводе уравнения Шамеля — Кортевега — де Фриза рассматривалось влияние

захваченных частиц на волны в ненамагниченной бесстолкновительной электрон-ионной
плазме и использовалась редуктивная теория возмущений.

Распределение максвелловских захваченных электронов можно моделировать каппа-
распределением. Такое распределение оказывает влияние на распределение сверхнагретых
электронов плазмы. Захваченные электроны осциллируют в ограниченной области плаз-
мы. Осцилляции космической и лабораторной плазмы изучены в работе [4]. Влияние этих
осцилляций на уединенные волны можно изучить, анализируя решения уравнений типа
уравнений Шамеля — Кортевега — де Фриза. В работе [5] с использованием уравнения
Кортевега— де Фриза изучено асимптотическое поведение диспергирующих волн в случае

ионно-звукового солитона, а также уединенные волны и их электростатическая структура
в плазме с каппа-распределением.

Другим важным параметром плазмы является фоновая неэкстенсивность, которая мо-
жет оказывать существенное влияние на перенос энергии внутри плазмы. Влияние этого
параметра и захваченных электронов на волны в космической плазме изучено в работе [6].
Установлено, что вследствие неэкстенсивности энергия солитона уменьшается, но может
возрасти при увеличении в плазме количества захваченных электронов. В [6] изучено так-
же влияние неэкстенсивности на ионно-звуковой двойной слой в двухкомпонентной плазме.
Показано, что амплитуда и свойства солитона существенно зависят от параметра неэкс-
тенсивности. Электростатическая структура солитона определяется наличием как неэкс-
тенсивных электронов, так и неэкстенсивных позитронов. В работе [6] с целью изучения
влияния неэкстенсивности на ионно-звуковые уединенные волны с использованием редук-
тивного метода возмущений выведено уравнение типа уравнения Кортевега — де Фриза.

С использованием различных методов построены различные точные решения уравне-
ний (1)–(3) [1].

1. Точные решения уравнений Шамеля. Ниже строятся точные решения уравне-
ния Шамеля путем его прямого интегрирования.

1.1. Построение точных решений уравнений Шамеля — Кортевега — де Фриза с
положительной фазовой скоростью. С помощью преобразования η = x − Vpt, U = U(η)
уравнение (1) можно привести к обыкновенному дифференциальному уравнению

pU ′′′ − VpU
′ + aU1/2U ′ + bUU ′ = 0, (4)

где U ′ = dU/dη. Уравнение (4) можно проинтегрировать:

pU ′′ − VpU +
2a

3
U3/2 +

b

2
U2 + c1 = 0

(c1 — произвольная постоянная). Умножая левую часть уравнения (1) на U ′ и интегрируя
его, получаем

(U ′)2 = − b

3p
U3 − 8a

15p
U5/2 +

Vp

p
U2 − 2c1

p
U − 2c2

p
, (5)

где c1, c2 — произвольные постоянные интегрирования. Полагая Ψ = U1/2, уравнение (5)
можно записать в виде

(Ψ′)2 = − b

12p
Ψ4 − 2a

15p
Ψ3 +

Vp

4p
Ψ2 − c1

2p
− c2

2p
Ψ−2.



Д. Дагхан, О. Донмец 7

Следовательно,

Ψ′ = ±
(
− b

12p
Ψ4 − 2a

15p
Ψ3 +

Vp

4p
Ψ2 − c1

2p
− c2

2p
Ψ−2

)1/2
. (6)

Уравнение (6) можно записать в виде

±
∫ (

− b

12p
Ψ4 − 2a

15p
Ψ3 +

Vp

4p
Ψ2 − c1

2p
− c2

2p
Ψ−2

)−1/2
dΨ =

∫
dη. (7)

Интегрируя левую и правую части равенства (7) и полагая c1 = c2 = 0, получаем

±
∫
|Ψ|−1

(
− b

12p
Ψ2 − 2a

15p
Ψ +

Vp

4p

)−1/2
dΨ = η + η0.

В случае Ψ > 0 (в случае Ψ < 0 расчеты выполняются аналогично), используя преобра-
зование Ψ = 1/S и затем преобразование U = Ψ2, точное решение уравнения Шамеля —
Кортевега — де Фриза можно записать в виде

U(η) =
( 2A

A e∓
√

Vp/(4p) (η+η0) + B e±
√

Vp/(4p) (η+η0) + C

)2
, (8)

где A = 225V 2
p ; B = 16a2 + 75bVp; C = 120aVp.

1.2. Построение точных решений уравнения Шамеля с отрицательной фазовой ско-
ростью. Новые решения уравнения Шамеля можно получить из уравнения (7), полагая
b = 0, Vp < 0, c2 = 0:

±
∫ (

− 2a

15p
Ψ3 +

Vp

4p
Ψ2 − c1

2p

)−1/2
dΨ =

∫
dη. (9)

Вводя обозначения λ = Vp/(4p) и S = 2aΨ/(15pλ), уравнение (9) можно записать в следу-
ющем виде:

±15pλ

2a

∫ (
− c1

2p
− 225p2(−λ)3

4a2
(S2 − S3)

)−1/2
dS =

∫
dη. (10)

Полагая в уравнении (10) c1 = −2p/(225p2(−λ)3/(4a2))(S2
0 −S3

0), получаем новое решение

±(−λ)−1/2

∫
(S3 − S2 + S2

0 − S3
0)−1/2 dS =

∫
dη. (11)

Интеграл в выражении (11) пропорционален неполному эллиптическому интегралу пер-
вого рода, который можно выразить через элементарные функции, зависящие от S0. При
S0 = 0 и S0 = 1 постоянная интегрирования равна c1 = 0. В этих случаях получаем

решения, найденные в подп. 1.1.
Полагая S0 = −1/3 в уравнении (11), получаем новое решение, в котором c1 =

25V 3
p /(96a2):

− 2√
−λ

th−1

√
S +

1

3
= η + η0

(η0 — постоянная интегрирования). Выполняя замену S = 2aΨ/(15pλ), разрешая урав-
нение относительно Ψ и полагая U = Ψ2, находим решение уравнения Шамеля при√

U(η) > 0:

U(η) =
[5pλ

2a

(
3 th2

(
±

√
−λ

4
(η + η0)

)
− 1

)]2
. (12)
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Аналитические решения уравнения Шамеля с отрицательными и положительными фазо-
выми скоростями можно получить, используя методы, основанные на (G′/G)-разложениях
[7–9].

2. Численное исследование физических свойств солитонов в плазме двух
типов. Ниже исследуются физические свойства ионно-звуковых солитонов в плазме двух
типов, влияние неэкстенсивности и захвата электронов на ионно-звуковые солитоны [6] и
влияние захвата электронов на ионно-звуковые волны с положительными и отрицатель-
ными фазовыми скоростями в сверхнагретой плазме [3]. Оба типа плазмы изучаются на
основе полученного аналитического решения уравнения Шамеля — Кортевега — де Фри-
за при b = 0 (уравнение (8)) и решения уравнения Шамеля при c1 = 25V 3

p /(96a2), c2 = 0,

Vp < 0,
√

U(η) > 0 (уравнение (12)).
2.1. Влияние неэкстенсивности и захвата электронов на ионно-звуковые солитоны

в плазме. Ионно-звуковой солитон впервые экспериментально обнаружен в плазменном ге-
нераторе, в котором температура электронов существенно превышает температуру ионов,
вследствие чего возникает ионная волна с большой амплитудой, называемая солитоном.
Сгенерированные солитоны распространялись по плазме, сталкивались друг с другом и
продолжали движение, при этом их начальная амплитуда сохранялась.

Существование солитонов подтверждается аналитическими решениями уравнения

Шамеля, полученными различными методами. Свойства различных солитонов, обнару-
женных в экспериментах, описываются различными аналитическими решениями. Иссле-
дование свойств солитонов на основе аналитических решений должно устранить количе-
ственное различие теоретических и экспериментальных данных.

В уравнение Шамеля входят параметры a, p, которые можно выразить через парамет-
ры плазмы:

a = V 3
0

(1− q)1/2(1− β)√
π

Γ(1/(1− q))

Γ((1 + q)/(2− 2q))
, p =

V 3
0

2
.

Здесь V0 = 2/(q+1); Γ(1/(1−q)), Γ((1+q)/(2−2q)) — известные Γ-функции. Эти функции
были вычислены при различных значениях параметра неэкстенсивности q. Параметр β
определяет число захваченных электронов и может быть отрицательным и положитель-
ным. При β < 0 процесс захвата электронов неэффективен.

Рассмотрим результаты численных расчетов, полученные на основе аналитического
решения при Vp > 0. Существование стационарного солитона следует из аналитического
решения, полученного путем прямого интегрирования уравнения Шамеля. На рис. 1 при-
ведено решение типа солитона для электростатического потенциала U(η) при различных
значениях фазовой скорости. Видно, что амплитуда солитона уменьшается при уменьше-
нии фазовой скорости, фиксированном значении параметра неэкстенсивности q и фиксиро-
ванном числе захваченных электронов, но ширина солитона при этом увеличивается. Ши-
рина и амплитуда солитона прямо пропорциональны потенциалу Сагдеева, являющемуся
псевдопотенциалом для ионно-звуковой волны. Из результатов, приведенных на рис. 2,
следует, что изменение амплитуды солитона существенно зависит от параметра неэкс-
тенсивности q и числа захваченных электронов β. С увеличением параметра q амплитуда
солитона увеличивается. Качественная зависимость амплитуды солитона от параметра β
такая же, но с увеличением параметра β амплитуда солитона увеличивается более значи-
тельно. Амплитуда солитона увеличивается с увеличением параметра неэкстенсивности
и числа захваченных электронов, причем это увеличение существенно зависит от пара-
метра нелинейности a в уравнении Шамеля. Результаты исследования распространения
солитона конечной амплитуды в аргоновой плазме с каолиновыми частицами в виде пыли
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Рис. 1. Аналитические решения (8) при b = 0, q = 0,5, β = 0,1, η0 = 0 и
различных положительных значениях фазовой скорости:
1 — Vp = 1,00, 2 — Vp = 2,22, 3 — Vp = 3,45, 4 — Vp = 4,67
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Рис. 2. Зависимость амплитуды солитона U(η) от параметра q при Vp = 4,67,
η0 = 0 и различных значениях параметра β:
1 — β = 0,10, 2 — β = 0,19, 3 — β = 0,29, 4 — β = 0,37, 5 — β = 0,45, 6 — β = 0,54,
7 — β = 0,63, 8 — β = 0,72, 9 — β = 0,81, 10 — β = 0,90

представлены в работе [10]. Обнаруженное в эксперименте поведение солитона соответ-
ствует поведению, предсказанному на основе анализа аналитического решения.

Из аналитического решения следует, что свойства ионно-звукового солитона зависят
от параметра неэкстенсивности и числа захваченных электронов. Амплитуда солитона
практически постоянна при малых значениях параметров q, β и экспоненциально возрас-
тает при увеличении значения β.

Исследуем аналитическое решение уравнения Шамеля (12) при Vp < 0 и различных
значениях констант интегрирования. На основе этого решения изучаются свойства соли-
тонов в плазме с захваченными электронами. Фазовая скорость обеспечивает непрерывное
возбуждение резонансной нелинейной ионно-звуковой волны, распространяющейся в сре-
де. В ненамагниченной плазме динамика солитона зависит от того, превышает ли фазовая
скорость тепловую скорость нагретых ионов.
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Рис. 3. Зависимости амплитуды уединенных волн с положительной и отрица-
тельной фазовыми скоростями от параметра η при t = 0, a = 1,210 296, p = 4,
η0 = 0:
1 — решение (8) при Vp = −2, 2 — решение (12) при Vp = 2,

√
U(η) > 0

Следовательно, направление фазовой скорости может влиять на структуру солитона.
На рис. 3 показано влияние направления фазовой скорости на свойства солитона. Решения
получены для плазмы со свойствами, приведенными в [6]. Оба аналитических решения (см.
рис. 3) описывают солитоны одного типа с различными амплитудой и шириной, завися-
щими от параметра η. Однако аналитическое решение уравнения Шамеля (12) описывает
солитон с отрицательной фазовой скоростью (см. рис. 3). Таким образом, направление
фазовой скорости влияет на динамику ионно-звукового солитона в плазме.

Следует отметить, что физические свойства солитона при отрицательных значениях
фазовой скорости существенно зависят от параметров плазмы. Увеличение фазовой скоро-
сти вызывает увеличение амплитуды и уменьшение ширины солитона. При уменьшении
скорости солитон смещается влево. При движении структура солитона не меняется.

2.2. Влияние захваченных электронов на ионно-звуковые волны в сверхнагретой плаз-
ме. Вследствие малой плотности сверхнагретой плазмы непосредственное наблюдение ее
практически невозможно. Тем не менее можно наблюдать ее ионизацию и взаимодействие
с другим веществом [11]. При интенсивном взаимодействии преобладают процессы абсорб-
ции, вследствие чего увеличивается количество энергии, переносимой быстрыми электро-
нами. Таким образом, двухкомпонентная плазма быстро приобретает большую плотность
и в ней увеличивается количество электронов, обладающих высокой энергией [12]. Такая
плазма называется сверхнагретой. Сверхнагретая плазма может существовать при малых
значениях параметра распределения электронов κ. В экспериментах можно наблюдать

волны с различной динамикой.
Ниже изучается влияние захваченных сверхнагретых электронов на распространение

солитонов в плазме, свойства которой описаны в работе [3]. С этой целью исследуются

аналитические решения, полученные в п. 1.
Коэффициенты a, p, содержащиеся в уравнении Шамеля (2), выражаются через пара-

метры плазмы следующим образом:

a =
1− β

√
π
√

κ − 1/2

Γ(κ + 1)

Γ(κ + 1/2)
, p =

1

2(1 + 1/(κ − 3/2))3/2
.

Здесь Γ — известные гамма-функции, вычисленные для различных значений параметра κ.
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Рис. 4. Распределение электрического поля в солитоне по координате η при
Vp = 0,06, κ = 3, η0 = 0 и различных значениях параметра β:
1 — β = −0,5, 2 — β = 0, 3 — β = 0,5, 4 — β = 0,7, 5 — β = 0,8

Проведем численное исследование точного решения уравнения Шамеля в случае

Vp > 0. Распределение скоростей сверхнагретых частиц исследовалось как в лаборатор-
ной, так и в космической плазме. Это распределение моделируется каппа-распределением.
От величины параметра распределения κ зависит существование солитонов с различной

амплитудой. Наибольшие солитоны генерируются при малых значениях параметра κ.
В решении, описывающем уединенную волну, вдали от локализованной уединенной

волны электрическое поле должно отсутствовать. Для того чтобы изучить свойства элек-
трического поля, был вычислен отрицательный градиент решения −dU/dη. На рис. 4
показана зависимость этого градиента от параметра η при различных значениях пара-
метров плазмы. С уменьшением параметра β значение градиента −dU/dη уменьшается
вследствие уменьшения числа захваченных электронов в плазме, а ширина области его
существования остается неизменной. Число захваченных электронов увеличивается с уве-
личением параметра β. При стремлении параметра κ к бесконечности степень нагрева

плазмы уменьшается. При этом значение градиента −dU/dη растет, а область его суще-
ствования увеличивается.

Проведем анализ новых аналитических решений со значениями констант интегриро-
вания, соответствующими решениям с отрицательными фазовыми скоростями Vp < 0. На
рис. 5 показаны амплитуды солитонов с отрицательной фазовой скоростью для случая√

U(η) > 0.
Солитоны с отрицательной фазовой скоростью могут иметь различные компоненты

поляризации, порождающие самоподдерживающиеся уединенные волны. Амплитуда со-
литона и его ширина существенно зависят от фазовой скорости. При κ = 3, β = 0,8
амплитуда солитона уменьшается с уменьшением фазовой скорости, максимуму амплиту-
ды солитона соответствует одна и та же координата η. Аналогично ведет себя амплитуда
солитона с положительной фазовой скоростью.

Установлено, что при малых значениях параметра κ амплитуда солитона незначи-
тельно увеличивается. При значениях параметра κ, превышающих критическое значение
κ ≈ 5, амплитуда экспоненциально уменьшается с увеличением κ.

При отрицательных значениях параметра β и увеличении параметра κ амплитуда

солитона становится достаточно малой. Из результатов, полученных в данной работе, сле-
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Рис. 5. Распределение амплитуды солитона по координате η, вычисленное по
выражению (12), в случае отрицательной фазовой скорости при a = 1,210 296,
p = 4,

√
U(η) > 0:

1 — Vp = −2,0, 2 — Vp = −1,6, 3 — Vp = −1,2, 4 — Vp = −0,8, 5 — Vp = −0,4

дует, что при больших значениях параметра κ распределение сверхнагретых электронов

близко к распределению Максвелла. Эти результаты согласуются с экспериментальными
данными [13].

Заключение. В работе путем прямого интегрирования уравнения Шамеля постро-
ены его точные решения для случаев как положительной фазовой скорости, так и отри-
цательной. На основе этих решений исследованы линейные и нелинейные свойства ионно-
звуковых волн в плазме двух типов. Исследовано влияние неэкстенсивности и захвата элек-
тронов на поведение ионно-звуковых солитонов, а также влияние захваченных электронов
на ионно-звуковые волны в сверхнагретой плазме при отрицательных и положительных
фазовых скоростях.

Установлено, что такие параметры плазмы, как параметр неэкстенсивности q, чис-
ло захваченных электронов β, параметр распределения сверхнагретых электронов κ и

фазовая скорость, оказывают существенное влияние на основные свойства солитонов: ам-
плитуду, распределение электрического потенциала по координате η, ширину. Амплитуда
солитона увеличивается с увеличением фазовой скорости при фиксированных значениях

параметра неэкстенсивности q и фиксированном числе захваченных электронов, но при
этом ширина солитона уменьшается.

Амплитуда солитона остается практически постоянной при малых значениях пара-
метров q, β и экспоненциально возрастает при увеличении β. Установлено также, что при
движении солитона его амплитуда и ширина не изменяются.

В работе получено решение уравнения Шамеля типа бегущей волны с отрицательной

фазовой скоростью.
По характеру изменения электрического поля можно судить о флуктуациях пылевого

заряда (заряда пылинок), а также об изменении динамики солитона. Поэтому было вычис-
лено электрическое поле при различных значениях параметров β, κ и различных фазовых
скоростях. Установлено, что при увеличении параметра κ и уменьшении параметра β
электрическое поле становится более локализованным.

Решения уравнения Шамеля описывают диспергирующие волны различной амплиту-
ды. Анализ уединенных волн на основе аналитических решений уравнения Шамеля позво-
ляет объяснить поведение уединенных звуковых волн с малой амплитудой, распространяю-
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щихся в космической плазме. Анализ аналитических решений также позволяет объяснить
поведение наблюдаемых уединенных ионно-звуковых волн, распространяющихся в лабо-
раторной и космической плазме.

Полученные аналитические решения содержат параметры плазмы и постоянные ин-
тегрирования. Изменяя значения этих параметров, можно описать поведение солитонов с
различными физическими свойствами. Исследование свойств солитонов на основе полу-
ченных в работе аналитических решений позволяет устранить количественное несоответ-
ствие теоретических и экспериментальных данных.
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