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Òåîðèÿ âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–Øðåäèíãåðà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå–
Ýðìèòà ïðèìåíåíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè H2O. Íàéäåííûå ïðè ïîìîùè àëãåáðàè-
÷åñêèõ àïïðîêñèìàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà êâàäðàòè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ Êàòöà èñïîëüçîâàíû äëÿ êëàññèôè-
êàöèè ðåçîíàíñîâ ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè ìîëåêóëû H2O. Íàðÿäó ñ ðåçîíàíñàìè Ôåðìè è Äàð-
ëèíãà–Äåííèñîíà îáíàðóæåíû íîâûå ðåçîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèé, ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå 
ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé áîëåå 5000 ñì–1 îáúåäèíåíû â îäíó ïîëèàäó. Íà îñíîâå äàííîãî àíàëèçà ïðåäëîæåíà 
óòî÷íåííàÿ ïîëèàäíàÿ ñòðóêòóðà êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû âîäû. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ âîçìóùåíèé, ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû, êîëåáàòåëü-
íûå óðîâíè ýíåðãèè, ìîëåêóëà H2O; perburbation theory, divergent series, algebraic approximants, vibrational 
energy levels, H2O molecule. 

 

Ââåäåíèå 
 

Ñëó÷àéíûå ðåçîíàíñû Ôåðìè, Äàðëèíãà–Äåí- 
íèñîíà è äð. åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â òåî-
ðèè âîçìóùåíèé (ÒÂ): î ðåçîíàíñàõ ãîâîðÿò, åñëè 

ðÿäû ÒÂ ïëîõî ñõîäÿòñÿ èëè äàæå ðàñõîäÿòñÿ. Â òà- 
êèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ïåðåîïðåäåëèòü íóëåâîå 

ïðèáëèæåíèå è èñêëþ÷èòü áîëüøèå ðåçîíàíñíûå 

ïîïðàâêè â ýíåðãèþ è âîëíîâûå ôóíêöèè. Ó÷åò ðå-
çîíàíñîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü 

ãðóïïû ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñàìè, – ðåçî-
íàíñíûå ïîëèàäû. Ïðè ýòîì â ìåòîäå ýôôåêòèâíûõ 

îïåðàòîðîâ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-
íåé ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö ñðàâ-
íèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Èññëåäîâàíèå ðå-
çîíàíñîâ ìåæäó âûñîêîâîçáóæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè 

ìîëåêóë èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå â òåîðèè êîëå-
áàòåëüíûõ è âðàùàòåëüíûõ ñïåêòðîâ ìîëåêóë. Ó÷åò 

ðåçîíàíñíûõ âîçìóùåíèé â ðàìêàõ ìåòîäà ýôôåê-
òèâíûõ îïåðàòîðîâ èëè èíûõ âàðèàíòîâ ÒÂ ïîçâîëÿ-
åò óëó÷øèòü òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ýíåðãèè âûñîêî-
âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé, öåíòðîâ ëèíèé è èíòåí-
ñèâíîñòåé, èçó÷èòü ìèãðàöèþ ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ 
â ìîëåêóëàõ [1]. 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âûñîêîâîçáóæ-
äåííûõ ñîñòîÿíèé ðåçîíàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ óñè-
ëèâàþòñÿ, ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ðåçîíàíñû, â òîì ÷èñëå 
è òàê íàçûâàåìûå ìåæïîëèàäíûå – ñâÿçûâàþùèå 
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ñîñòîÿíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ïîëèàäàì. Ïî-
âèäèìîìó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîëåáàòåëüíûå ñîñ- 
òîÿíèÿ ìîëåêóë, èìåþùèå äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ýíåð- 
ãèþ, ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â îäíó ïîëèàäó è òàêèì 
îáðàçîì ñàìà èäåÿ ðåçîíàíñíûõ ïîëèàä ñòàíîâèòñÿ 
áåñïîëåçíîé. 

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàñïîçíàâàíèÿ 
ðåçîíàíñîâ (ñì., íàïðèìåð, [2] è ñïèñîê ëèòåðàòóðû 
â )íåé  â êîëåáàòåëüíûõ è êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëü- 
íûõ ñïåêòðàõ ìîëåêóë. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ýòèõ 
ìåòîäîâ îòáîð ðåçîíèðóþùèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ 
íå÷åòêèì, è çà÷àñòóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñà 
ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê àíàëèçó ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ. Âñå ýòè ìåòîäû îñíîâûâàþòñÿ íà àíà-
ëèçå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ÒÂ, ñòåïåíè 
ïåðåìåøèâàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñðàâíåíèè âêëà-
äîâ 1, 2 èëè 3-ãî ïîðÿäêîâ â ýíåðãèþ. Îíè çàâèñÿò 
îò ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íå-
êîòîðûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð êîýôôèöèåíòîâ ïåðå-
ìåøèâàíèÿ. Ýòè ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ çàäàþò ðåçî-
íàíñíûå óñëîâèÿ. Â ìåòîäå ýôôåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ 

ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ó÷åòà ðåçîíàíñîâ, 
óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé, îïòè-
ìàëüíîãî âûáîðà íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ è ò.ä. (ñì., 
íàïðèìåð, )[2, 3] .  

Â ðàáîòå [4] äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðåçîíàíñà ìå-
æäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, îñíîâûâàþùååñÿ íà èçó-
÷åíèè îñîáûõ òî÷åê, òî÷åê Êàòöà – êâàäðàòè÷íûõ 
òî÷åê âåòâëåíèÿ ôóíêöèè ýíåðãèè, ñîâìåñòíûõ äëÿ 
äâóõ ñîñòîÿíèé [5]. Ïðè îïðåäåëåííîì óñëîâèè òî÷-
êè Êàòöà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ïðèçíàêîì ðåçîíàíñíîãî 
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âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèé. Òàêîå îïðåäåëåíèå îñíîâà- 
íî íà àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êîìïëåêñíîçíà÷íîé 
ôóíêöèè ýíåðãèè, åå îñîáåííîñòÿõ íà êîìïëåêñíîé 
ïëîñêîñòè. Ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà, îñ- 
íîâàííîãî íà ïîèñêå òî÷åê Êàòöà, î÷åâèäíû. Âî-ïåð- 
âûõ, äëÿ îöåíêè ïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé êîìïëåêñ-
íîçíà÷íîé ôóíêöèè ýíåðãèè, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ 
êâàäðàòè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ êâàä-
ðàòè÷íûå äèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå–Ýðìè- 
òà, îáåñïå÷èâàþùèå òî÷íîñòü óðîâíåé äî 10–5

 ïî ñðàâ- 
íåíèþ ñ âàðèàöèîííûì ðàñ÷åòîì, èìåÿ ïðè ýòîì 
ñðàâíèìóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé. Âî-âòî- 
ðûõ, ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå–Ýðìèòà 
èñïîëüçóþòñÿ ïîïðàâêè òåîðèè âîçìóùåíèé Ðýëåÿ–
Øðåäèíãåðà (ÒÂÐØ) âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå, 
êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [6], íàõîäÿòñÿ â çàâèñèìîñòè 
îò ïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò  
î òîì, ÷òî îíè ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ, êîòîðîé íåëü-
çÿ ïðåíåáðåãàòü. È íàêîíåö, áëàãîäàðÿ áîëåå ñòðî-
ãîìó ïðàâèëó îòáîðà ðåçîíèðóþùèõ ñîñòîÿíèé, äàí-
íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü è ñëàáûå ðåçî-
íàíñû, èìåþùèå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå äëÿ ðàñ÷åòà 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ýíåðãèè ìî-
ëåêóë. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç êîëåáà-
òåëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà Í2Î, îñíîâàííûé 
íà èçó÷åíèè ïîëîæåíèé òî÷åê Êàòöà, èõ ñâÿçè ñ ðå-
çîíàíñàìè è îïðåäåëåíèè ðåçîíàíñíûõ ïîëèàä. Äëÿ 
ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ab initio ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ìîëåêóëû âîäû, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ðàçëî-
æåíèÿ ïî ñòåïåíÿì íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò äî 6-ãî 
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå íå-
îáõîäèìûì èçó÷èòü âëèÿíèå âûñîêèõ àíãàðìîíè÷å-
ñêèõ ñëàãàåìûõ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè íà õàðàê-
òåð ðÿäà ÒÂÐØ, åãî ñóììèðóåìîñòü, ïîëîæåíèå 
îñîáûõ òî÷åê. 

 

1. Ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëû 
 
Äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè 

èñïîëüçîâàëñÿ ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëû 
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Çäåñü qi – áåçðàçìåðíûå íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû; 
–i ip i q= ∂ ∂  – ñîïðÿæåííûå èì èìïóëüñû; ωi – ÷àñ-

òîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé; ,ijkΦ  ,ijklΦ  ...  – àí-
ãàðìîíè÷åñêèå ïîñòîÿííûå. Ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð 

âîçìóùåíèÿ λ â äàííîì ñëó÷àå ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 
åäèíèöå íà êîíå÷íîì ýòàïå âû÷èñëåíèé. Àíãàðìî-
íè÷åñêèå ïîñòîÿííûå áûëè âçÿòû èç ðàáîòû [7], ãäå 
îíè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ab initio âû÷èñëåíèé. 
  Â ðàñ÷åòàõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ìî-
ëåêóë ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü êâàðòè÷íîãî ñèëî-
âîãî ïîëÿ, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ ñëàãàåìûå òîëüêî 
òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ â ðàçëîæåíèè ôóíê-
öèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (2). Ðàíåå ÒÂÐØ âû-
ñîêèõ ïîðÿäêîâ è ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ ïðèìåíÿ-
ëèñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåð-
ãèè ðàçëè÷íûõ ìîëåêóë, â òîì ÷èñëå è Í2Î, â ðàìêàõ 
ìîäåëè êâàðòè÷íîãî ñèëîâîãî ïîëÿ, ò.å. áîëåå âû-
ñîêèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (2) íå ó÷èòûâàëèñü [8, 9]. 
Ó÷åò ñëàãàåìûõ äî 6-ãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ïî-
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä ïî íîðìàëüíûì êîîð-
äèíàòàì óñèëèâàåò àíãàðìîíèçì êîëåáàíèé, ÷òî íà 
ïðàêòèêå âûðàæàåòñÿ â ýêñòðåìàëüíî áûñòðîé ðàñ-
õîäèìîñòè ðÿäîâ. Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò 
îò ïàðàìåòðà λ, òî è åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ – 
ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè EV(λ), òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè ýòîãî ïàðàìåòðà. 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàíåå èíòåíñèâíî èçó- 
÷àëîñü ïðèìåíåíèå ÒÂÐØ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ê ëè-
íåéíûì îñöèëëÿòîðàì ñ àíãàðìîíè÷åñêîé ÷àñòüþ ïî- 
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé q2m, m = 
= 2, 3, 4 (ñì., íàïðèìåð, [10– )14] . Áûëî ïîêàçàíî, 
÷òî ðÿä ÒÂÐØ èìååò íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè 

äëÿ îñíîâíîãî è âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è ðàñõî-
äèòñÿ êàê n! â ñëó÷àå m = 2 è êàê (2n)! è (3n)!  
â ñëó÷àå m = 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-âèäèìîìó, 
ñëåäóåò îæèäàòü àíàëîãè÷íîãî ïîâåäåíèÿ ðÿäîâ 
ÒÂÐØ è äëÿ çàäà÷è ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1), çàâèñÿ-
ùèì îò òðåõ êîëåáàòåëüíûõ êîîðäèíàò. Ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè ðÿäà ÒÂÐØ, ñêîðîñòü ðàñõîäèìîñòè îïðå-
äåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì è òèïîì îñîáåííîñòåé ýíåð-
ãèè EV(λ) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òàê, äëÿ 
àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ âîçìóùåíèåì q4 ýòè 
îñîáåííîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ êóáè÷åñêèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, ñõîäÿ-
ùèõñÿ ê òî÷êå λ = 0 [13]. 

Â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ òàê èëè èíà÷å èñïîëü-
çóåòñÿ ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí (1) 
çàìåíÿåòñÿ ìàòðèöåé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ýòî ïðè- 
âîäèò ê èçìåíåíèþ ïîëîæåíèÿ è õàðàêòåðà îñîáåí-
íîñòåé ôóíêöèè EV(λ). Îäíàêî ïðè âûáîðå ìàòðèö 
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ýòè îñîáåííîñòè 
èëè èõ êîìáèíàöèè ïðàâèëüíî îòðàæàþò ïîâåäåíèå 
EV(λ) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è íà äåéñòâèòåëü-
íîé îñè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñî-
áûõ òî÷åê èñïîëüçîâàëèñü ìíîãîçíà÷íûå àëãåáðàè-
÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå–Ýðìèòà. 

 

2. Àëãåáðàè÷åñêèå àïïðîêñèìàíòû 
Ïàäå–Ýðìèòà è îïðåäåëåíèå  

òî÷åê âåòâëåíèÿ Êàòöà 
 
Â îáùåì ñëó÷àå àïïðîêñèìàíò Ïàäå–Ýðìèòà 

N-é ñòåïåíè äëÿ ôóíêöèè f(λ), ïðåäñòàâëåííîé ðÿ-
äîì f(λ) ∼ e0 + e1λ + e2λ

2 + ..., îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-
øåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ N-é ñòåïåíè 
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ãäå Ak(λ), k = 0, ..., N, – ïîëèíîìû ñòåïåíåé n0, 
n1, ..., nN ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì 
ñëó÷àå äàííûé àïïðîêñèìàíò åñòü ìíîãîçíà÷íàÿ 

ôóíêöèÿ ñ N âåòâÿìè, ïðè÷åì, íà÷èíàÿ ñ N = 5, 
äàííàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû, 
îäíàêî òàê êàê ôèçè÷åñêîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò 
òîëüêî îäèí íàáîð çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè, ïîëó-
÷àåìûé ïðè λ = 1, òî äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ìîæíî 
ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé âîäû èñïîëüçîâà-
ëèñü äèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå–Ýðìèòà îò 
2-ãî äî 6-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. 

Â ñëó÷àå N = 2 àïïðîêñèìàíòû îïðåäåëÿþòñÿ 
êàê ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ: 
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 (4) 

Äàííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìà ôóíêöèè äàåò ïðîñòîé 
è óäîáíûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè êâàäðàòè÷íûõ 
òî÷åê âåòâëåíèÿ ôóíêöèè ýíåðãèè íà êîìïëåêñíîé 
ïëîñêîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè äèñêðè-
ìèíàíòà âûðàæåíèÿ (4). Èç òåîðåìû Êàòöà [5], óñ-
òàíàâëèâàþùåé ôàêò, ÷òî äâà ëþáûõ ñîñòîÿíèÿ 

äîëæíû áûòü ñâÿçàíû êâàäðàòè÷íîé òî÷êîé âåòâëå- 
 

íèÿ, âûòåêàåò ïðîñòîé êðèòåðèé ðåçîíèðóþùèõ ñîñ- 
òîÿíèé. Åñëè òî÷êè Êàòöà, ñâÿçûâàþùèå äâà ñîñòîÿ-
íèÿ, ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, òî òàêèå ñîñ- 
òîÿíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâÿçàííûå 
ðåçîíàíñîì, òàê êàê ðÿä ÒÂÐØ ðàñõîäèòñÿ. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå òî÷êè Êàòöà íàõîäÿòñÿ âíå 
åäèíè÷íîãî êðóãà, ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàí-
íûì. Äðóãèå òî÷êè âåòâëåíèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êà-
ìè Êàòöà, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè, îíè îáóñëîâ-
ëåíû àíãàðìîíè÷åñêèì õàðàêòåðîì çàäà÷è. 

 

3. Ðåçîíàíñû â êîëåáàòåëüíîì 
ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå Í2Î 

 

Â äàííîé ðàáîòå íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ â ìî-
ëåêóëå H2O îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ν1 – 
ñèììåòðè÷íîå âàëåíòíîå ñ ÷àñòîòîé 3651 ñì–1, ν2 – 
ñèììåòðè÷íîå äåôîðìàöèîííîå ñ ÷àñòîòîé 1595 ñì–1, 
ν3 – àñèììåòðè÷íîå âàëåíòíîå ñ ÷àñòîòîé 3756 ñì–1. 
Äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïðèìå-
íÿëèñü ÒÂÐØ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è àëãåáðàè÷åñêèå 

àïïðîêñèìàíòû Ïàäå–Ýðìèòà N = 1, ..., 6. Êîýôôè- 
öèåíòû ðÿäà ÒÂÐØ îïðåäåëÿëèñü ñ ïîìîùüþ õîðîøî 

èçâåñòíîé ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû äî 200-ãî ïîðÿä-
êà. Ðàññ÷èòàíû óðîâíè ýíåðãèè ïåðâûõ 100 ñîñòîÿ-
íèé êàê ñèììåòðèè À1, òàê è ñèììåòðèè Â1. Ðåçóëü-
òàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1–4. Òî÷íîñòü âû÷èñëå-
íèé ñîñòàâëÿëà áîëåå 150 çíà÷àùèõ öèôð. Äëÿ 
îöåíêè êîððåêòíîñòè âû÷èñëåíèé äîïîëíèòåëüíî 
ïðîâîäèëñÿ âàðèàöèîííûé ðàñ÷åò óðîâíåé ýíåðãèè,  
 

 
Ò à á ë è ö à  1  

Èçîëèðîâàííûå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû Í2Î,  
óðîâíè ýíåðãèè è êâàäðàòè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ 

Ñîñòîÿíèå 
Ýíåðãèÿ,  

ñì–1 
Ðàçíîñòü**,

ñì–1 Îñîáûå òî÷êè  
Òèï  

îñîáîé òî÷êè  

–0,603919153 ± 0,00332614257i Ñ 

–0,690562230 ± 0,00128726538i Ñ 

–0,753262591 ± 0,000748243447i Ñ 

–0,851735769 ± 0,000741032399i Ñ 

–0,869056765 ± 0,0017980476i Ñ 

(000) 4653,41* 2,4e-68 

–0,924196616 ± 0,00372105294i Ñ 

–0,570243408 ± 0,00115350349i C 

–0,654084488 ± 0,00314310748i C 

–0,712313623 ± 0,000411906651i C 

–0,805316430 ± 0,00103604333i C 

–0,822563364 ± 6,38908502e-05i C 

–0,871697461 ± 0,00175961817i C 

(010)  1577,24 1,2e-61 

–0,944191918 ± 0,0174799372i C 

–0,530582156 ± 0,0122268927i C 

–0,612918697 ± 0,00362844424i C 

  0,673147287 ± 0,00318871552i C 
(001) 3747,85 1,2e-60 

–0,860666676 ± 0,144286798i C 

–0,491311201 ± 0,00375926811i Ñ 

–0,571981242 ± 0,012229317i Ñ 

–0,708554726 ± 0,0009780891i Ñ 

–0,733247359 ± 0,00449152128i Ñ 

(011) 5278,07 1,0e-55 

–0,950102186 ± 0,152982251i Ñ 

_____________  

* Ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé. ** Ðàçíîñòü ìåæäó âàðèàöèîííûì ðàñ÷åòîì è ðå-
çóëüòàòîì ñóììèðîâàíèÿ. 
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êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ êàê òî÷íûé ðåçóëüòàò  
ïðè ñðàâíåíèè ñ ðàñ÷åòîì ÒÂÐØ. Â âàðèàöèîííîì 
ðàñ÷åòå èñïîëüçîâàëèñü ãàìèëüòîíèàí (1) è ôóíê-
öèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäàìè 

ab initio [7]. 
Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà (ðàññìàòðèâà-

ëèñü ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé äî 6000 ñì–1) êîëåáàòåëü-
íûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû âîäû ìîæíî ðàçáèòü íà  
4 ãðóïïû: 

à. Èçîëèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ. Âñåãî òàêèõ ñî-
ñòîÿíèé â H2O ÷åòûðå: îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ν2, ν3  
è ν2 + ν3. Â ñèëó âûáðàííîãî êðèòåðèÿ îòáîðà äàí-
íûå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êè 
âåòâëåíèÿ Êàòöà íàõîäÿòñÿ çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íî-
ãî êðóãà. Â òî æå âðåìÿ áîëüøîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ 
òî÷åê íàõîäÿòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå, ÷òî ïðèâîäèò  
ê ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ (ñì. òàáë. 1). Íåîáõîäèìî 

îòìåòèòü, ÷òî åñëè â ðàçëîæåíèè (2) ó÷èòûâàþòñÿ 
òîëüêî êóáè÷íûå è êâàðòè÷íûå âêëàäû, òî ðÿäû 
ÒÂÐØ äëÿ íèæíèõ èçîëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñõî-
äÿòñÿ. Ïðè ó÷åòå áîëåå âûñîêèõ àíãàðìîíè÷åñêèõ 
ïîñòîÿííûõ (5-ãî è 6-ãî ïîðÿäêîâ) íàáëþäàåòñÿ èç- 
ìåíåíèå õàðàêòåðà ðÿäîâ – îíè ñòàíîâÿòñÿ ðàñõî-
äÿùèìèñÿ. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðÿäû 
ÒÂÐØ äëÿ îñíîâíîãî è èçîëèðîâàííûõ âîçáóæäåí-
íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû Í2Î èìåþò 
íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè áî-
ëåå òî÷íîãî âíóòðèìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Äàí-
íûé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû è âûâîäû 
 

àíàëèçà ìîäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ àíãàðìî-
íè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ [11–13] òàêæå ìîãóò áûòü 
ïðèìåíåíû è äëÿ çàäà÷è ñî ìíîãèìè íîðìàëüíûìè 
êîëåáàíèÿìè. 

Âû÷èñëåíèå êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèåé 
èçîëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé íå âûçûâàåò îñîáûõ ïðî-
áëåì â ñèëó «õîðîøåãî» ïîâåäåíèÿ ðÿäîâ ÒÂÐØ äëÿ 
äàííûõ ñîñòîÿíèé. Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â ïîòåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè àíãàðìîíè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ 5-ãî  
è 6-ãî ïîðÿäêîâ, ðÿäû äëÿ èçîëèðîâàííûõ ñîñòîÿ-
íèé íå ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, è ïîä «õîðîøèì» 
ïîâåäåíèåì ðÿäà ïîäðàçóìåâàþòñÿ íèçêàÿ ñêîðîñòü 
ðàñõîäèìîñòè, çíàêîïåðåìåííîñòü â âûñîêèõ ïîðÿä-
êàõ è ñóììèðóåìîñòü ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêèõ àï-
ïðîêñèìàíòîâ. 

á. Ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûå ðåçîíàíñàìè Ôåðìè. 
Äëÿ ìîëåêóëû âîäû ðåçîíàíñ Ôåðìè, îáóñëîâëåí-
íûé ñîîòíîøåíèåì ω1 ª 2ω2, îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì 
òî÷åê âåòâëåíèÿ Êàòöà âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. 
Ïðèìåðû ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñîì Ôåðìè, 
è ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ Êàòöà äàíû  
â òàáë. 2. Â ïåðâîé ãðàôå ïðèâåäåíû êîëåáàòåëüíûå 
êâàíòîâûå ÷èñëà, âî âòîðîé – çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ïî-
ëó÷åííûå ïðè ñóììèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè-
÷åñêèõ àïïðîêñèìàíòîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè 3N =⎡⎣   
â ôîðìóëå (3) .⎤⎦  Â òðåòüåé ãðàôå óêàçàí ìîäóëü ðàç-
íîñòè ìåæäó ðåçóëüòàòîì ñóììèðîâàíèÿ è âàðèàöè-
îííûì ðàñ÷åòîì. Â ÷åòâåðòîé ãðàôå ïðåäñòàâëåíû 
êâàäðàòè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ è â ïÿòîé – òèï òî÷êè. 

 
 

Ò à á ë è ö à  2  

Ïðèìåðû ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñîì Ôåðìè,  
è ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ Êàòöà 

Ñîñòîÿíèå
Ýíåðãèÿ,  

ñì–1 
Ðàçíîñòü,

ñì–1 Îñîáûå òî÷êè  
Òèï  

îñîáîé òî÷êè  

1 2 3 4 5 

–0,531073108 ± 0,00532188326i Ñ 

–0,617652799 ± 0,00380560652i Ñ (020)  3116,29   5,7e-53  

–0,661944868 ± 0,0674246278i Ê (100) 

–0,532793644 ± 0,0118004412i Ñ 
(100)  3668,80  1,8å-47 

–0,661944861 ± 0,0674246358i Ê (020) 

–0,501858660 ± 0,00132854877i Ñ 

–0,577822342 ± 0,00576697993i Ñ 

–0,630114493 ± 0,00098303413i Ñ 
(030)  4607,47  1,8e-43  

–0,775487026 ± 0,129760218i K (110) 

–0,493599724 ± 0,00376445035i C 

–0,574340048 ± 0,011178707i C (110) 5225,09 1,6e-43 

–0,775487014 ± 0,129760235i K (030) 

–0,448764446 ± 0,00263716017i C 

–0,539191352 ± 0,00418713436i C 

–0,571444342 ± 0,00413560768i C 

–0,595581059 ± 0,00976982617i C 

–0,991284293 ± 0,238160994i K (120) 

(040)  6035,47 1,5e-32 

  1,106459100 ± 0,0120358758i C 

–0,399781847 ± 0,036859495i K (200) 

–0,497111940 ± 0,0319956774i K (130) 

–0,539805525 ± 0,00030806i C 

–0,991285572 ± 0,238273313i K (040) 

(120)  6743,72 6,0e-29 

  1,070409120 ± 0,00216078381i C 
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1 2 3 4 5 

–0,399781847 ± 0,036859495i K (120) 

–0,407046153 ± 0,304970455i K (002) 
–0,915368444 ± 0,461502798i C 

  1,036661450 ± 0,000732882136i C 

(200)  7227,14 1,2e-15  

  0,957963774 ± 0,399053406i K (002) 

–0,487620188 ± 0,0331985745i C 

–0,407046153 ± 0,304970455i K (200) 
  0,712829545 ± 0,0057507603i K (050) 
  0,878659083 ± 0,330888045i K (050) 

(002)  7345,25  1,2e-14 

  0,886016207 ± 0,320153124i K (050) 

–0,376447891 ± 0,0364333345i K (101) 
(021)  6775,86  1,4e-42 

–0,499198649 ± 0,0192219172i C 

–0,376447891 ± 0,0364333345i K (021) 

–0,703903625 ± 0,248062293i C 

  1,209867880 ± 0,000136345535i C 

  0,676548118 ± 1,31629693i K (031) 

(101)  7261,95  3,0e-34 

  0,741626187 ± 1,30534481i K (031) 

 

Áóêâîé Ñ îáîçíà÷åíû êðèòè÷åñêèå òî÷êè, à áóêâîé 
Ê – òî÷êè Êàòöà. Â ïÿòîé ãðàôå òàêæå ïðèâåäåíû 
êâàíòîâûå ÷èñëà ñîñòîÿíèÿ – ïàðòíåðà, äëÿ êîòî-
ðîãî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé. Îòìåòèì òî÷-
íîñòü ñîâïàäåíèÿ òî÷åê Êàòöà, îïðåäåëåííûõ  
èç ðàçëè÷íûõ ðÿäîâ ÒÂÐØ, îíè ðàçëè÷àþòñÿ íå-
çíà÷èòåëüíî, îáû÷íî íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10–8. 
Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçîíàíñ 
Ôåðìè ïðîÿâëÿåòñÿ âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ òèïà (ν1 

ν2 

ν3) 

è (ν1 ± 1ν2 ∓ 2ν3), ïðè÷åì òî÷êè Êàòöà ëåæàò âíóòðè 

åäèíè÷íîãî êðóãà è ÿâëÿþòñÿ òî÷íûì èíäèêàòîðîì 
ðåçîíàíñà. 

â. Ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûå ðåçîíàíñàìè Äàðëèí-
ãà–Äåííèñîíà. Äàííûé ðåçîíàíñ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëà- 
áûì ïðè îöåíêå ñèëû ðåçîíàíñà ÷åðåç áëèçîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåé òî÷êè âåòâëåíèÿ Êàòöà ê íà÷àëó 
êîîðäèíàò. Îí ñâÿçûâàåò ñîñòîÿíèÿ ñ áëèçêèìè 

ýíåðãèÿìè çà ñ÷åò ñîîòíîøåíèÿ 2ω1 ª 2ω3. Ïðèìåðû 
ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñîì Äàðëèíãà–Äåí- 
íèñîíà, è ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ Êàòöà 
ïðèâåäåíû â òàáë. 3. Òî÷êè âåòâëåíèÿ Êàòöà ñ âû-
ñîêîé òî÷íîñòüþ (äî 10–5) íàéäåíû äëÿ âñåõ ñîñòîÿ-

íèé (ν1 

ν2 

ν3) è (ν1 ± 2ν2ν3 ∓ 2), ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñîì 

Äàðëèíãà–Äåííèñîíà. 

 

Ò à á ë è ö à  3  

Ïðèìåðû ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñîì Äàðëèíãà–Äåííèñîíà,  
è ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè âåòâëåíèÿ Êàòöà 

Ñîñòîÿíèå 
Ýíåðãèÿ,  

ñì–1 
Ðàçíîñòü,

ñì–1 Îñîáûå òî÷êè  
Òèï  

îñîáîé òî÷êè  

–0,419883770 ± 0,00726673158i C 

–0,476864430 ± 0,0633485022i K (130) 
–0,505002591 ± 0,0682615401i K (130) 
–0,494253559 ± 0,344648938i K (012) 
  0,859173546 ± 0,00495424831i K (060) 

(210)  8227,99 3,5e-11 

  0,896606777 ± 0,307273311i K (012) 

–0,411343752 ± 0,00259463646i C 

–0,516341579 ± 0,0390235499i C 

–0,494253559 ± 0,344648938i K (210) 
  0,614826294 ± 0,00373666688i K (060) 

(012)  8754,36 1,2e-08 

  0,896606777 ± 0,307273311i K (210) 

–0,286673748 ± 0,0298915468i C 

–0,376605743 ± 0,0298037296i C 

–0,576718938 ± 0,176270919i K (140) 
  0,719105421 ± 0,00380402041i C 

–0,620613331 ± 0,404429237i K (022) 

(220)  9613,55 0,00093 

  0,851016742 ± 0,239025505i K (022) 

–0,230628263 ± 0,0109068347i K (300) 

–0,309530174 ± 0,0422239511i C 

–0,434931656 ± 0,00678941681i C 

  0,572808918 ± 0,00420253416i C 

–0,620613327 ± 0,404429262i K (220) 

(022)  10219,60 5,4e-05 

  0,851016740 ± 0,239025504i K (220) 
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Ò à á ë è ö à  4  

Ïðèìåðû ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ðåçîíàíñîì òèïà (ν1 

ν2 

ν3) ↔ (ν1 

ν2 ± 5 ν3 

∓ 2) 

Ñîñòîÿíèå 
Ýíåðãèÿ,  

ñì–1 
Ðàçíîñòü,

ñì–1 Îñîáûå òî÷êè  
Òèï  

îñîáîé òî÷êè  

–0,439560141 ± 0,000989092871i Ñ 

–0,489574284 ± 0,00491808642i Ñ 

–0,553023868 ± 0,00124678385i Ñ 

–0,615570832 ± 0,0135943417i Ñ 

–0,645312058 ± 0,0235364634i Ñ 

  0,712829545 ± 0,0057507603i K (002) 
  0,878660236 ± 0,330887312i K (002) 

(050) 7435,34  1,1e-10 

  0,886017089 ± 0,320155342i K (002) 

–0,487620188 ± 0,0331985745i C 

–0,407046153 ± 0,304970455i K (200) 
  0,712829545 ± 0,0057507603i K (050) 
  0,878659083 ± 0,330888045i K (050) 
  0,886016207 ± 0,320153124i K (050) 

(002) 7345,25  1,2e-14  

  0,958004801 ± 0,399063525i K (200) 

–0,377488882 ± 0,000640803053i C 

–0,470363428 ± 0,00240044129i C 

–0,547884969 ± 0,0117601106i C 

–0,570795916 ± 0,000830170129i C 

  0,614826294 ± 0,00373666688i K (012) 
–0,669671557 ± 0,0188096128i C 

–0,791151338 ± 0,0601414478i C 

  0,859175818 ± 0,00495507631i K (210) 

(060)  8925,56  0,00015  

  0,980729826 ± 0,0472593389i C 

–0,411343752 ± 0,00259463646i C 

–0,516341579 ± 0,0390235499i C 

–0,494253559 ± 0,344648938i K (210) 
  0,614826294 ± 0,00373666688i K (060) 

(012)  8754,36  1,2e-08  

  0,896606777 ± 0,307273311i K (210) 

  0,256983226 ± 0,000314262441i K (102) 

–0,363982781 ± 0,0111790619i C 

–0,385491395 ± 0,00639001945i C 

–0,463787015 ± 0,00724915924i C 

  0,682882141 ± 0,247611393i C 

–0,66284737 ± 0,316995959i K (230) 
  0,691797517 ± 0,256821148i C 

(150) 10806,10  0,08  

  0,870487737 ± 0,00117413589i C 

  0,256983226 ± 0,000314262439i K (150) 

–0,232128156 ± 0,136273785i K (300) 
  0,449232431 ± 0,744371939i K (230) 
  0,848020044 ± 0,205026184i C 

(102) 10667,10  0,00051  

  0,451423791 ± 0,748511557i K (230) 

 

ã. Ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûå àíãàðìîíè÷åñêèì ðå-
çîíàíñîì, âûòåêàþùèì èç ñîîòíîøåíèÿ 5ω2 ª 2ω3. 
Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëèë îáíàðóæèòü íîâûé 
ðåçîíàíñ, ñâÿçûâàþùèé ñîñòîÿíèÿ ñ êâàíòîâûìè 
÷èñëàìè (ν1 

ν2 

ν3) è (ν1 

ν2 ±  5 ν3 ∓ 2). Äëÿ «ïðÿìîãî» 
ñâÿçûâàíèÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 
ïðîèçâîäíûå 7-ãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îò ïî-
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè âèäà 5 2

2222233 2 3,q qΦ  êîòîðûå íå 
ó÷èòûâàþòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè (2). Ïîýòî-
ìó ïåðåìåøèâàíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîñòîÿíèé 
(ν1 

ν2 

ν3) è (ν1 

ν2 ± 5 ν3 ∓
 

2) îñóùåñòâëÿåòñÿ âî âòîðîì 
è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêàõ ÒÂÐØ. Äàííûé ðåçîíàíñ 
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûì, åãî «ñèëà», îïðåäåëåí-
íàÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé âûøå âåëè÷èíû, ïðèáëèçè- 
òåëüíî ðàâíà åäèíèöå. Ïðèìåðû ñîñòîÿíèé, ñâÿçàí-
íûõ äàííûì òèïîì ðåçîíàíñîâ, ïðèâåäåíû â òàáë. 4. 

Òî÷êè âåòâëåíèÿ Êàòöà, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó 
ðåçîíàíñó, ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà áëèçêî 
ê åãî ãðàíèöå äëÿ íèæíèõ ñîñòîÿíèé, íî äëÿ âîç-
áóæäåííûõ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð (012), îíè ÿâëÿ-
þòñÿ äîìèíàíòíûìè. 

 

4. Ïîëèàäíàÿ ñòðóêòóðà 
êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà Í2Î 

 

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, â ìîëåêóëå âîäû ïðèñóò-
ñòâóþò ÷åòûðå èçîëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèÿ, íå âêëþ-
÷åííûå â ðåçîíàíñíûå ïîëèàäû. Ïîìèìî ýòîãî, èìå-
þòñÿ ÷åòûðå Ôåðìè-äèàäû: {( (100)– }(020) , {(110)–

}(030) , {(101)– }(021) , {(111)– })(031) . Èñêëþ÷èì äàí-



 

 Îñîáûå òî÷êè êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè ýíåðãèè H2O. Îïðåäåëåíèå ðåçîíàíñîâ… 1057 
2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 12. 

íûå ñîñòîÿíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî âñå 
îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà äâå áåñêîíå÷-
íûå ãðóïïû ðåçîíèðóþùèõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýòîãî, 
ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì, ââåäåííûì â [2], ðàññìîòðèì 
ðåçîíàíñíûå îïåðàòîðû â âèäå êîìáèíàöèè îïåðàòî-
ðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåì 
òèïàì íàéäåííûõ ðåçîíàíñîâ. Íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ 

1n2–m3–k ... ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó 1 2 3( ) ( ) ( ) ,n m k
a a a
+  

ãäå ia ,
+

 ia  – îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ 
êîëåáàòåëüíûõ êâàíòîâ. 

Ïóñòü F = 112–2, F+ = 1–12+2 – äâà îïåðàòîðà, 
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçîíàíñó Ôåðìè. Îíè ïîçâîëÿþò 
ïåðåéòè îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó, ñâÿçàííîìó 
ñ äàííûì ðåçîíàñîì Ôåðìè. Àíàëîãè÷íî D = 123–2, 
D+ = 1–232

 ñîîòâåòñòâóþò ðåçîíàíñó Äàðëèíãà–Äåí- 
íèñîíà è N = 253–2, N+ = 2–532 – ðåçîíàíñó, ââå-
äåííîìó âûøå â ï. «ã» (ñì. ðàçä. 3). 

Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ðàçáèåíèÿ íà ïîëèàäû 
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ âñåõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ 
äàííûé íàáîð èç øåñòè îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì. Òî åñòü äâà ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû íàõîäÿòñÿ  
â îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîëèàäå òîãäà è òîëüêî òîãäà, 
êîãäà îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîìó 
äåéñòâèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ èç óêàçàííî-
ãî íàáîðà, íå íàðóøàÿ ïðè ýòîì òðèâèàëüíûõ óñëî-
âèé. Ïîä òðèâèàëüíûìè óñëîâèÿìè â äàííîé çàäà÷å 

ïîíèìàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü êîëè÷åñòâà âîçáóæ-
äåííûõ êâàíòîâ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ. 

Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî ìåíåå ÷åì íà äâå ãðóï- 
ïû îñòàâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàçáèòü íåâîçìîæíî, ïî-
ñêîëüêó íè îäèí èç îïåðàòîðîâ íå ìåíÿåò ÷åòíîñòè 
êîëè÷åñòâà âîçáóæäåííûõ êâàíòîâ àñèììåòðè÷íîãî 
âàëåíòíîãî êîëåáàíèÿ. Åñëè êîëè÷åñòâî âîçáóæäåí-
íûõ êâàíòîâ ν3 êîëåáàíèÿ ÷åòíî, òî äàííûå ñîñòîÿ-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ñèììåòðèè A1, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå – ñèììåòðèè B1 è, êàê èçâåñòíî, ñîñòîÿ-
íèÿ ðàçëè÷íîé ñèììåòðèè ðåçîíèðîâàòü íå ìîãóò. 
Òàêèì îáðàçîì, ðàçîáüåì ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ 
ñîñòîÿíèé íà äâå ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè 
÷èñëà âîçáóæäåííûõ êâàíòîâ àñèììåòðè÷íîãî âà-
ëåíòíîãî êîëåáàíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî íà êàæäîì èç 
äàííûõ ìíîæåñòâ âûøåóêàçàííàÿ ñèñòåìà îïåðàòî-
ðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé íà äàííîì ìíîæåñòâå. 

Ââåäåì êðàòêîå îáîçíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ: (n1 

n2 

n3) = 
= n1ν1 + n2ν2 + n3ν3, ãäå ni – êîëè÷åñòâî âîçáóæ-
äåííûõ êâàíòîâ i-ãî íîðìàëüíîãî êîëåáàíèÿ. Ïóñòü 
n3 ÷åòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèÿì ñèììåòðèè 

A1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûå ñîñòîÿíèÿ 1 2 3( )n n n  
è 1 2 3( ) ,n n n′ ′ ′ ∈ Γ  ãäå 

 
{ }

{ }

( ): 2

(0,0,0) (0,1,0) (0,2,0) (1,0,0) (0,3,0) (1,1,0)

x,y,z x R, y R, z R, z

, , , , ,

∈ ∈ ∈
Γ =

�
 

ïðèíàäëåæàò îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîëèàäå. 
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè 3 3.n n′ ≥  Ïðèìåíèì 

îïåðàòîð D+ ê ñîñòîÿíèþ 1 2 3( )n n n′ ′ ′  3 3( – ) 2n n′  ðàç 
(ýòî ÷èñëî – öåëîå â ñèëó ÷åòíîñòè n3 è 3).n′   
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 1 2 3( )n n n′ ′ ′  è 1 2 3( ),n n n′′ ′  
ãäå 1 1 3 3– ,n n n n′′ ′ ′= +  íàõîäÿòñÿ â îäíîé ðåçîíàíñíîé 
ïîëèàäå. Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî 

1 2 3( )n n n  è 1 2 3( )n n n′ ′ ′ ∈ Γ íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïîëèàäå, 

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 1 2 3( )n n n  è 1 2 3( ) .n n n′′ ′ ∈ Γ  
Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèâ îïåðàòîð F (èëè F+) ê ñî-
ñòîÿíèþ 1 2 3( )n n n′′ ′  1 1–n n′′  ðàç, ìû ïîëó÷èì ñîñòîÿ-
íèå 1 2 3( ),n n n′′  îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 1 2 3( )n n n′′  
è 1 2 3( )n n n′′ ′  ëåæàò â îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîëèàäå.  
È ïîñëåäíèì øàãîì, ïðèìåíèâ êîìïîçèöèþ îïåðà-
òîðîâ D+NFF = 21 (èëè DN+F+F+ = 2–1) ê ñîñòîÿ-
íèþ 1 2 3( ),n n n′′  ìû ïîëó÷èì ñîñòîÿíèå 1 2 3( ),n n n  ÷òî  
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ýòîò ôàêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî 

äâà ïðîèçâîëüíûõ ñîñòîÿíèÿ èç óêàçàííîãî ìíîæå-
ñòâà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîëèàäå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, óêàçàííàÿ ñèñòåìà èç òðåõ ðåçîíàíñíûõ 
îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé íà äàííîì ìíîæåñòâå  
è âñå ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà îáúåäèíåíû â îä-
íó áåñêîíå÷íóþ ðåçîíàíñíóþ ïîëèàäó. Àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà n3 íå÷åòíî. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ òî÷åê âåòâ- 
ëåíèÿ ôóíêöèè EV(λ), ïðåäñòàâëÿþùåé ïðè λ = 1 
êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû âîäû. Â ðàñ-
÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè, ñîäåðæàùàÿ âûñîêèå àíãàðìîíè÷åñêèå ñëàãàåìûå 
äî 6-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Âû÷èñëåíèå âåëîñü 
ìåòîäîì ÒÂÐØ ñ ñóììèðîâàíèåì ðàñõîäÿùèõñÿ 
ðÿäîâ àëãåáðàè÷åñêèìè àïïðîêñèìàíòàìè Ïàäå–Ýð- 
ìèòà. Òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè 
ðàñ÷åòà ëèíåéíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì. Êâàäðà-
òè÷íûå àïïðîêñèìàíòû ïðèìåíÿëèñü äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ òî÷åê Êàòöà – ñîâìåñòíûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ äâóõ 
êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé è êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, âîç-
íèêàþùèõ âñëåäñòâèå àíãàðìîíè÷åñêîãî õàðàêòåðà 
çàäà÷è. Àíàëèç òî÷åê âåòâëåíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé 
ôóíêöèè ýíåðãèè ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ïîçâîëèë 
ââåñòè íîâîå îïðåäåëåíèå ðåçîíàíñà ìåæäó äâóìÿ ñî-
ñòîÿíèÿìè. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ íàéäåííûìè îñîáåííîñòÿìè, 
ñâÿçûâàþùèìè ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçî-
íàíñàì Ôåðìè è Äàðëèíãà–Äåííèñîíà. Ïîìèìî ýòî-
ãî, äàííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëèëî âïåðâûå îáíà-
ðóæèòü ðåçîíàíñ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè òèïà (ν1 ν2 ν3) 
è (ν1 ν2 ± 5 ν3 ° 2). 

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ óðîâíåé äâóìÿ ñïîñîáàìè ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ 
âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñîñòîÿíèé ñóììèðîâàíèå ìåòî-
äîì àëãåáðàè÷åñêèõ àïïðîêñèìàíòîâ äàåò äîñòàòî÷íî 
òî÷íûå ðåçóëüòàòû. Ðàçëè÷èå ìåæäó äàííûìè ïðÿ-
ìîãî âàðèàöèîííîãî âû÷èñëåíèÿ è çíà÷åíèÿìè,  
ïîëó÷åííûìè ïî ÒÂÐØ, òîëüêî äëÿ íåñêîëüêèõ 
ñîñòîÿíèé ïðåâûøàëî 10–3 ñì–1. Äëÿ íèæíèõ ñî-
ñòîÿíèé òî÷íîñòü ñóììèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿëà îáû÷íî 
10–68

 – 10–10 ñì–1. Äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿ-
íèé (ñ ýíåðãèåé äî 10800 ñì–1) îøèáêà äîñòèãàëà 
0,08 ñì–1. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé òî÷íîñòè âïîëíå äîñ-
òàòî÷íî äëÿ íàäåæíîãî îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû îñî-
áåííîñòåé êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè. 

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ äâóõ ïðèáëèæå-
íèé, ñ êâàðòè÷íûì ñèëîâûì ïîëåì è ñ áîëåå òî÷íîé 

ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé, ó÷èòûâàþùåé äîáàâêè  
5-ãî è 6-ãî ïîðÿäêîâ. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëü, 
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ó÷èòûâàþùàÿ âûñîêèå àíãàðìîíè÷åñêèå ñëàãàåìûå, 
ìåíÿåò õàðàêòåð ðÿäà ÒÂÐØ, â ÷àñòíîñòè âñå ðÿäû 
ñòàíîâÿòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ. Ýòî êà÷åñòâåííî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ óïðîùåí-
íûõ ìîäåëåé àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Îäíàêî 

ïîëîæåíèå îñîáûõ òî÷åê Êàòöà, íåñêîëüêî ìåíÿÿñü 

â çàâèñèìîñòè îò óòî÷íåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè, 
òåì íå ìåíåå äàåò òó æå êàðòèíó ðåçîíàíñîâ, ÷òî  
è äëÿ ìîäåëè êâàðòè÷íîãî ñèëîâîãî ïîëÿ. Ýòî ïî-
çâîëÿåò óñòàíîâèòü ïîëèàäíóþ ñòðóêòóðó êîëåáà-
òåëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà â ìîëåêóëå Í2Î. 
  Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 
¹ 14-03-31819) è Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåí-
òîñïîñîáíîñòè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî 

Òîìñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà ñðåäè âå-
äóùèõ ìèðîâûõ íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûõ öåíòðîâ. 
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A.N. Duchko. Singularities of complex-valued H2O energy function. Estimating resonances in vibra-
tional energy spectrum of H2O. 

High order Rayleigh–Schrödinger perturbation theory and Pade–Hermite algebraic approximants are ap-
plied to calculate vibration energy levels of H2O. Quadratic Katz branch points found by second-order algebraic 
approximants are used to classify resonances between vibrational states of the H2O molecule. Apart from Fermi  
and Darling–Dennison resonances new resonance perturbations of states were found. Moreover, it was shown 
that all states with energy higher than 5000 cm–1 are in one resonance polyad. This analysis helped us to im-
prove polyad structure of vibrational states of water molecule. 
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