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Предложена уточненная теория нелинейного изгиба трехслойной пластины из
функционально-градиентного материала, допускающая вариационную формулировку и
не требующая введения корректирующего коэффициента для учета деформаций сдви-
га. Согласно этой теории деформации сдвига распределены по толщине пластины по
параболическому закону и удовлетворяют условию отсутствия на лицевых поверхно-
стях пластины касательных усилий. Для определения больших смещений трехслойной
пластины из функционально-градиентного материала и распределения напряжений по
ее толщине совместно используются энергетический принцип, предложенная теория, а
также теории первого и третьего порядков, учитывающие деформации сдвига.
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Введение. Трехслойные пластины применяются в аэрокосмической, авиационной про-
мышленности, судостроении (строительство подводных лодок) и гражданском строитель-
стве. Такие пластины используются в конструкциях, имеющих небольшую массу и высо-
кую прочность, а также для шумоизоляции, термоизоляции, поглощения вибрации и со-
здания слоистых конструкций из функционально-градиентных материалов. Как правило,
трехслойные пластины — это конструкции, представляющие собой две или более жесткие
лицевые пластины и ядро, состоящее из одного или нескольких слабо сопротивляющихся
изгибу слоев.

Поскольку в трехслойных пластинах изменение по толщине жесткостных и меха-
нических свойств слоев более значительное, чем в традиционных композитных пла-
стинах, влияние поперечного сдвига и нормальных напряжений в них на напряженно-
деформированное состояние также является более существенным, чем в композитных пла-
стинах. Потребность в эффективных инженерных конструкциях обусловливает необходи-
мость создания новых, функционально-градиентных материалов (ФГМ) [1–3].

ФГМ представляют собой гетерогенные материалы, механические свойства которых
непрерывно изменяются от точки к точке. Это достигается варьированием по толщине
пластины объемной доли фракций (например, керамики и металла) по заданному зако-
ну. Непрерывное изменение по объему материала составляющих его фракций позволяет
решить проблему взаимодействия слоев на межслойных поверхностях, поскольку напряже-
ния непрерывны. ФГМ широко используются в качестве элементов различных конструк-
ций.
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В [4] с использованием теории третьего порядка, учитывающей деформации сдвига
(ТТПДС), получено решение задачи для прямоугольной пластины из ФГМ. В [5] проведено
сравнение прогибов свободно опертой многоугольной пластины из ФГМ, полученных с
использованием теории первого порядка, учитывающей деформации сдвига (ТППДС), и
ТТПДС, с прогибами для эквивалентной однородной пластины Кирхгофа.

В [6] представлены результаты решения задач устойчивости и задач об установивших-
ся колебаниях свободно опертой многоугольной пластины из ФГМ, полученные с помощью
теории пластин Редди. Аналитические решения трехмерных задач представляют интерес
в качестве тестовых для проверки точности решений задач на основе двумерных теорий

пластин и решений, полученных методом конечных элементов. В [7] методами асимпто-
тических разложений изучалась трехмерная термоупругая задача о деформировании эл-
липтической пластины из ФГМ. В [8] получено точное решение трехмерной термоупругой
задачи о деформировании свободно опертых пластин конечных размеров из ФГМ. В [9]
приведено решение задачи об изгибе поперечной нагрузкой толстой прямоугольной пла-
стины из ФГМ, в которой фракции (керамики и металла) распределены по толщине по
экспоненциальному закону. При этом использовались двумерная модель, основанная на
аппроксимации решения тригонометрическими функциями, и решение трехмерной зада-
чи. В [10, 11] получено решение задач об изгибе и установившихся колебаниях свободно
опертой пластины из ФГМ. В качестве фракций использовались керамика и металл.

В работах [4–11] приведены решения линейных задач для пластин из ФГМ, найден-
ные с использованием различных теорий. Однако известно небольшое количество работ,
в которых исследуются нелинейные задачи для таких пластин.

В [12] методом Пуанкаре изучена задача о больших прогибах свободно опертой тонкой
пластины из ФГМ. Предполагалось, что изменение модуля Юнга по толщине пластины
симметрично относительно срединной плоскости. В [13] представлено решение задачи об
упругой потере устойчивости пластины из ФГМ, полученное с использованием подходов
микромеханики и структурной механики. В [14] приведены результаты детального иссле-
дования нелинейных статических задач и задач устойчивости керамико-металлических
пластин из ФГМ, подвергнутых воздействию тепловой и поперечной силовой нагрузок,
найденные с помощью ТППДС и метода конечных элементов.

В [15] с использованием теории пластин Кармана, учитывающей большие прогибы,
представлено аналитическое решение задач деформирования пластин и оболочек под дей-
ствием температурного поля и поперечной нагрузки. В [16] полуаналитическим методом
изучены деформирование прямоугольных пластин из ФГМ и их устойчивость с учетом

больших перемещений под действием поперечной и продольной нагрузок. В [17] приведе-
ны результаты исследования закритического поведения пластин с пьезоэлектрическими

приводами под действием термоэлектромеханических нагрузок.

В [18] изучено закритическое поведение находящихся в температурном поле состав-
ных цилиндрических оболочек из ФГМ с пьезоэлектрическими приводами, нагруженных
одновременно сжимающей осевой силой и электрическим воздействием. В [19] проведено
сравнение результатов исследования осесимметричного деформирования и закритического

поведения круговых пластин из ФГМ с использованием ТТПДС и классической теории пла-
стин (КТП). В [20] с использованием нового балочного элемента изучено влияние нелиней-
ной геометрии на статическое и динамическое деформирование изотропных, композитных
пластин и пластин из ФГМ. Энергетический подход к исследованию поведения пластин из
ФГМ под действием поперечной нагрузки с учетом больших перемещений использован в

работе [21]. Предполагалось, что распределение фракций по толщине пластины происхо-
дит в соответствии со степенным законом. Края прямоугольной пластины предполагались
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Рис. 1. Геометрия трехслойной пластины из ФГМ:
1 — металл, 2 — керамическое ядро

свободно опертыми, определяющие уравнения задачи получены на основе теории пластин
Кармана. Решение найдено путем минимизации полной потенциальной энергии.

В работе [22] предложена уточненная теория пластин из ФГМ, содержащая только
четыре неизвестные функции, в то время как различные теории высшего порядка, учиты-
вающие деформации сдвига, содержат пять неизвестных функций. Существуют следую-
щие теории высшего порядка с пятью неизвестными функциями, учитывающие деформа-
ции сдвига: 1) теория третьего порядка [4]; 2) теория с синусоидальным распределением
деформаций сдвига [10, 11]; 3) теория с экспоненциальным распределением деформаций
сдвига [23].

В настоящей работе с использованием методологии работы [22] разработана эффектив-
ная уточненная теория, содержащая четыре неизвестные функции, для решения нелиней-
ных задач изгиба пластин из ФГМ. Предполагается, что модуль Юнга материала изменя-
ется по толщине пластины в соответствии со степенным законом распределения фракций

по ее толщине, а коэффициент Пуассона является постоянным.
1. Основные положения теории. Ниже изложены некоторые модели деформирова-

ния пластин из ФГМ.
1.1. Моделирование функционально-градиентного материала. Рассмотрим пласти-

ну, состоящую из трех слоев: металлокерамического, керамического и керамико-
металлического (рис. 1). Для описания бесконечно малых деформаций пластины, занимаю-
щей в ненапряженном состоянии область [0, a]× [0, b]× [−h/2, h/2], используется декартова
система координат (x, y, z). Срединной поверхности пластины соответствует координата
z = 0, лицевым поверхностям— координаты z = ±h/2. Лицевые слои трехслойной пласти-
ны изготовлены из изотропного материала.Механические свойства этих слоев непрерывно
изменяются по координате z. Основной слой изготовлен из изотропного однородного ма-
териала. Нижняя поверхность, межслойные поверхности и верхняя поверхность пластины
обозначены через h0 = −h/2, h1, h2, h3 = h/2 соответственно. Толщина пластины равна
h = tc + tFGM (tc = h2 − h1 и tFGM — толщина основного слоя и слоев из ФГМ соответ-
ственно).

Выражения для эффективных параметров материала, таких как модуль Юнга, коэф-
фициент Пуассона и коэффициент температурного расширения, можно записать в виде

P (n)(z) = Pm + (Pc − Pm)V (n), (1)

где P (n) — эффективный параметр материала слоя n из ФГМ; Pm, Pc — параметры ниж-
него слоя (n = 1) h0 6 z 6 h1 и верхнего слоя (n = 3) h2 6 z 6 h3 соответственно,

зависящие от объемной доли фракции V (n) (n = 1, 2, 3).
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Заметим, что параметры Pm и Pc соответствуют металлу и керамике — фракциям

трехслойной пластины. Объемная доля фракции V (n) материала из ФГМ распределена по

толщине пластины в соответствии со степенным законом [22]:

V (1) =
( z − h0

h1 − h0

)k
, z ∈ [h0, h1]; (2)

V (2) = 1, z ∈ [h1, h2];

V (3) =
( z − h3

h2 − h3

)k
, z ∈ [h2, h3]. (3)

Здесь k > 0 (значение k = 0 соответствует керамической пластине).
Законы распределения (2), (3) используются для получения эффективных парамет-

ров металлокерамического и керамико-металлического слоев трехслойной пластины (см.
рис. 1). Заметим что доля металлической фракции больше вблизи нижней и верхней по-
верхностей, а доля керамической фракции — вблизи межслойных поверхностей.

1.2. Теории высшего порядка с пятью неизвестными функциями. Выражения для
смещений точки с координатами (x, y, z) записываются в виде

u = u0(x, y)− z
∂w0

∂x
+ Ψ(z)θx, v = v0(x, y)− z

∂w0

∂y
+ Ψ(z)θy, w = w0(x, y),

где u, v, w — смещения в направлениях x, y, z; u0, v0, w0 — смещения точек средин-
ной поверхности; θx, θy — углы поворота плоскостей yz и xz при изгибе соответственно;
Ψ(z) — функция, определяющая распределение поперечных деформаций и напряжений по
толщине пластины. Полагая Ψ(z) = 0, получаем КТП, полагая Ψ(z) = z, имеем ТППДС.
Распределение смещений в теории третьего порядка Редди [4] получается, если положить

Ψ(z) = z(1− 4z2/(3h2)).

1.3. Уточненная теория пластин. Предлагаемая теория включает следующие основ-
ные положения:

— в распределении смещений учитывается поперечный сдвиг;
— число неизвестных функций равно четырем (в теориях ТТПДС Рейсснера и

Миндлина пять неизвестных функций);
— допустима вариационная формулировка теории;
— распределение напряжений сдвига точно удовлетворяет условию отсутствия каса-

тельных напряжений на верхней и нижней поверхностях пластины;
— отсутствует необходимость введения корректирующего коэффициента для учета

деформаций и напряжений сдвига.
В предлагаемой теории принимаются следующие допущения:
1) смещения малы по сравнению с толщиной пластины, поэтому используются линей-

ные соотношения между деформациями и смещениями;
2) выражение для поперечного смещения w содержит два слагаемых wb и ws, соответ-

ствующие изгибу и сдвигу:

w(x, y, z) = wb(x, y) + ws(x, y); (4)

3) нормальное напряжение σz пренебрежимо мало по сравнению с напряжениями σx

и σy, действующими в плоскости пластины;
4) выражения для смещения u в направлении x и смещения v в направлении y содержат

три слагаемых, соответствующие растяжению, изгибу и сдвигу:

U = u0 + ub + us, V = v0 + vb + vs. (5)
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Слагаемые ub и vb, соответствующие изгибу, принимаются в том же виде, что и
в КТП:

ub = −z
∂wb

∂x
, vb = −z

∂wb

∂y
. (6)

Слагаемые us и vs, соответствующие сдвигу, выбираются с учетом выражения для ws,
так чтобы деформации сдвига γxz, γyz, а следовательно, и касательные напряжения τxz,
τyz были распределены по толщине пластины по параболическому закону и удовлетворяли

условию отсутствия касательных усилий на нижней и верхней поверхностях пластины:

us = −f(z)
∂ws

∂x
, vs = −f(z)

∂ws

∂y
. (7)

С учетом принятых допущений (соотношения (4)–(7)) выражения для смещений за-
писываются следующим образом:

u(x, y, z) = u0(x, y)− z
∂wb

∂x
− f(z)

∂ws

∂x
, v(x, y, z) = v0(x, y)− z

∂wb

∂y
− f(z)

∂ws

∂y
,

w(x, y, z) = wb(x, y) + ws(x, y).

(8)

Функция f(z) выбирается в виде

f(z) = z[1 + (3π/2) sec h2(1/2)]− (3π/2)h th (z/h). (9)

Нелинейные соотношения Кармана между смещениями и деформациями имеют вид

εx =
∂u

∂x
+

1

2

(∂wb

∂x
+

∂ws

∂x

)2
, εy =

∂v

∂y
+

1

2

(∂wb

∂y
+

∂ws

∂y

)2
, εz =

∂wb

∂z
+

∂ws

∂z
= 0,

γxy =
∂v

∂x
+

∂u

∂y
+

(∂wb

∂x
+

∂ws

∂x

)(∂wb

∂y
+

∂ws

∂y

)
, (10)

γyz =
∂v

∂z
+

(∂wb

∂y
+

∂ws

∂y

)
, γxz =

∂u

∂z
+

(∂wb

∂x
+

∂ws

∂x

)
.

С учетом уравнений (8)–(10) получаем

εx = ε0
x + zkb

x + f(z)ks
x, εy = ε0

y + zkb
y + f(z)ks

y, εz = 0,

γxy = γ0
xy + zkb

xy + f(z)ks
xy, γyz = g(z)γs

yz, γxz = g(z)γs
xz,

(11)

где

ε0
x =

∂u0

∂x
+

1

2

(∂wb

∂x
+

∂ws

∂x

)2
, kb

x = −∂2wb

∂x2
, ks

x = −∂2ws

∂x2
,

ε0
y =

∂v0

∂y
+

1

2

(∂wb

∂y
+

∂ws

∂y

)
, kb

y = −∂2wb

∂y2
, ks

y = −∂2ws

∂y2
,

γ0
xy =

∂v0

∂x
+

∂u0

∂y
+

(∂wb

∂x
+

∂ws

∂x

)(∂wb

∂y
+

∂ws

∂y

)
, kb

xy = −2
∂2wb

∂x ∂y
, ks

xy = −2
∂2ws

∂x ∂y
,

γs
yz =

∂ws

∂y
, γs

xz =
∂ws

∂x
, g(z) = 1− f ′(z), f ′(z) =

df(z)

dz
.
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Для упругого изотропного ФГМ определяющие соотношения записываются в виде σx

σy

τxy

(n)

=

 Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 Q66

(n)  εx

εy

γxy

(n)

,

[
τyz

τzx

](n)

=

[
Q44 0
0 Q55

](n) [
γyz

γzx

](n)

,

(12)

где σx, σy, τxy, τyz, τzx и εx, εy, γxy, γyz, γzx — компоненты тензоров напряжения и дефор-
мации соответственно. С учетом (1) элементы матрицы жесткости Qij можно представить

следующим образом:

Q
(n)
11 = Q

(n)
22 =

E(n)(z)

1− ν2
, Q

(n)
12 =

νE(n)(z)

1− ν2
, Q

(n)
44 = Q

(n)
55 = Q

(n)
66 =

E(n)(z)

2(1 + ν)
.

Уравнения равновесия могут быть получены с использованием принципа возможных

перемещений. В предлагаемой теории, учитывающей деформации сдвига, эти уравнения
имеют вид

δu0:
∂Nx

∂x
+

∂Nxy

∂y
= 0, δv0:

∂Nxy

∂x
+

∂Ny

∂y
= 0,

δwb:
∂2M b

x

∂x2
+ 2

∂2M b
xy

∂x ∂y
+

∂2M b
y

∂y2
+ N̄ + q(x) = 0, (13)

δws:
∂2Ms

x

∂x2
+ 2

∂2Ms
xy

∂x ∂y
+

∂2Ms
y

∂y2
+

∂Ss
xz

∂x
+

∂Ss
yz

∂y
+ N̄ + q(x) = 0;

N̄ =
∂

∂x

(
Nx

∂ (wb + ws)

∂x
+ Nxy

∂ (wb + ws)

∂y

)
+

∂

∂y

(
Nxy

∂ (wb + ws)

∂x
+ Ny

∂ (wb + ws)

∂y

)
,

где q(x) — поперечная нагрузка на верхней поверхности пластины.
В уравнениях (13) обобщенные усилия определяются по формулам Nx Ny Nxy

M b
x M b

y M b
xy

Ms
x Ms

y Ms
xy

 =
3∑

n=1

hn∫
hn−1

(σx, σy, τxy)
(n)

 1
z

f(z)

 dz,

(Ss
xz, S

s
yz) =

3∑
n=1

hn∫
hn−1

(τxz, τyz)
(n)g(z) dz,

(14)

где hn, hn−1 — z-координаты верхней и нижней поверхностей n-го слоя.
С учетом (12), (14) соотношения между обобщенными напряжениями и деформациями

в пластине, состоящей из трех слоев, можно представить в виде N
M b

Ms

 =

 A B Bs

A D Ds

Bs Ds Hs

 ε
kb

ks

 , S = Asγ, (15)

где

N = [Nx, Ny, Nxy]
т, M b = [M b

x, M
b
y , M

b
xy]

т, Ms = [Ms
x, Ms

y , Ms
xy]

т,

NT = [NT
x , NT

y , 0]т, M bT = [M bT
x , M bT

y , 0]т, MsT = [MsT
x , MsT

y , 0]т,
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ε = [ε0
x, ε

0
y, γ

0
xy]

т, kb = [kb
x, k

b
y, k

b
xy]

т, ks = [ks
x, k

s
y, k

s
xy]

т,

A =

 A11 A12 0
A12 A22 0
0 0 A66

 , B =

 B11 B12 0
B12 B22 0
0 0 B66

 , D =

 D11 D12 0
D12 D22 0
0 0 D66

 ,

Bs =

 Bs
11 Bs

12 0
Bs

12 Bs
22 0

0 0 Bs
66

 , Ds =

 Ds
11 Ds

12 0
Ds

12 Ds
22 0

0 0 Ds
66

 , Hs =

 Hs
11 Hs

12 0
Hs

12 Hs
22 0

0 0 Hs
66

 ,

S = [Ss
yz, S

s
xz]

т, γ = [γyz, γxz]
т, As =

[
As

44 0
0 As

55

]
,

Aij , Bij , . . . — жесткости пластины: A11 B11 D11 Bs
11 Ds

11 Hs
11

A12 B12 D12 Bs
12 Ds

12 Hs
12

A66 B66 D66 Bs
66 Ds

66 Hs
66

 =

=
3∑

n=1

hn∫
hn−1

Q
(n)
11 [1, z, z2, f(z), zf(z), f2(z)]

 1

ν(n)

(1− ν(n))/2

 dz,

[A22, B22, D22, B
s
22, D

s
22, H

s
22] = [A11, B11, D11, B

s
11, D

s
11, H

s
11], Q

(n)
11 = E(z)/(1− ν2),

As
44 = As

55 =
3∑

n=1

hn∫
hn−1

E(z)

2(1 + ν)
[g(z)]2 dz.

Уравнения равновесия (13) с учетом (15) можно записать через перемещения u0, v0,
wb, ws:

A11
∂2u0

∂x2
+ A66

∂2u0

∂y2
+ (A12 + A66)

∂2v0

∂x ∂y
−B11

∂3wb

∂x3
− (B12 + 2B66)

∂3wb

∂x ∂y2
−

−Bs
11

∂3ws

∂x3
− (Bs

12 + 2Bs
66)

∂3ws

∂x ∂y2
= 0,

(A12 + A66)
∂2u0

∂x ∂y
+ A66

∂2v0

∂x2
+ A22

∂2v0

∂y2
− (B12 + 2B66)

∂3wb

∂x2 ∂y
−B22

∂3wb

∂y3
−

−Bs
22

∂3ws

∂y3
− (Bs

12 + 2Bs
66)

∂3ws

∂x2 ∂y
= 0,

B11
∂3u0

∂x3
+ (B12 + 2B66)

∂3u0

∂x ∂y2
+ (B12 + 2B66)

∂3v0

∂x2 ∂y
+ B22

∂3v0

∂y3
−

−D11
∂4wb

∂x4
− 2(D12 + 2D66)

∂4wb

∂x2 ∂y2
−D22

∂4wb

∂y4
−

−Ds
11

∂4ws

∂x4
− 2(Ds

12 + 2Ds
66)

∂4ws

∂x2 ∂y2
−Ds

22
∂4ws

∂y4
+ N̄ + q(x) = 0,
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Bs
11

∂3u0

∂x3
+ (Bs

12 + 2Bs
66)

∂3u0

∂x ∂y2
+ (Bs

12 + 2Bs
66)

∂3v0

∂x2 ∂y
+ Bs

22
∂3v0

∂y3
−

−Ds
11

∂4wb

∂x4
− 2(Ds

12 + 2Ds
66)

∂4wb

∂x2 ∂y2
−Ds

22
∂4wb

∂y4
−

−Hs
11

∂4ws

∂x4
− 2(Hs

12 + 2Hs
66)

∂4ws

∂x2 ∂y2
−Hs

22
∂4ws

∂y4
+

+ As
55

∂2ws

∂x2
+ As

44
∂2ws

∂y2
+ N̄ + q(x) = 0.

1.4. Метод решения. Полная потенциальная энергия Π квадратной трехслойной пла-
стины из ФГМ равна сумме энергии деформации U и потенциальной энергии равномерного
внешнего давления V :

Π = U + V.

Здесь

V =

a∫
0

a∫
0

q(wb + ws) dx dy,

U =
1

2

a∫
0

a∫
0

( 3∑
n=1

hn∫
hn−1

(σxεx + σyεy + τxyγxy + τyzγyz + τxzγxz) dz
)

dx dy,

a — длина стороны квадратной трехслойной пластины в плоскости xy.
Для нахождения приближенного решения задачи используется принцип минимума по-

тенциальной энергии. Краевые условия для свободно опертой трехслойной пластины из

ФГМ имеют вид

v0(0, y) = wb(0, y) = ws(0, y) =
∂ws

∂y
(0, y) = 0,

v0(a, y) = wb(a, y) = ws(a, y) =
∂ws

∂y
(a, y) = 0,

M b
x(0, y) = Ms

x(0, y) = M b
x(a, y) = Ms

x(a, y) = 0,

u0(x, 0) = wb(x, 0) = ws(x, 0) =
∂ws

∂x
(x, 0) = 0, (16)

u0(x, a) = wb(x, a) = ws(x, a) =
∂ws

∂x
(x, a) = 0,

M b
y(x, 0) = Ms

y (x, 0) = M b
y(x, a) = Ms

y (x, a) = 0.

Поле перемещений и поворотов удовлетворяет краевым условиям для свободно опертой

пластины [23]: 
u0

v0

wb

ws

 =


C sin (2πx/a) sin (πy/a)
C sin (πx/a) sin (2πy/a)
W b

0 sin (πx/a) sin (πy/a)
W s

0 sin (πx/a) sin (πy/a)

 , (17)



А. Каси, К. Драйхе, М. Зиди и др. 195

где C, W b
0 , W s

0 — произвольные параметры, которые определяются из условия минимума
потенциальной энергии

∂Π

∂ (C, W b
0 , W s

0 )
= 0.

Из условий (16) получаем три нелинейных уравнения равновесия, записанные через
C, W b

0 , W s
0 . Определив с помощью этих уравнений параметры C, W b

0 , W s
0 , перемещения

можно вычислить по формулам (17), деформации и напряжения — по формулам (11), (12)
соответственно.

2. Результаты исследования и их обсуждение. Предлагаемая теория применима
при решении задачи о деформировании трехслойной пластины из ФГМ, фракциями кото-
рого являлись керамика и металл (алюмина и алюминий). Для алюминия модуль Юнга
и коэффициент Пуассона были выбраны равными 70 ГПа и 0,3, для алюмины — 380 ГПа
и 0,3.

Рассмотрены пластины с различными толщинами основного слоя tc/h. Результаты
решения представлены в следующих безразмерных переменных: W = w/h — смещение

центральной точки пластины, Q = qa4/(Emh4) — параметр нагрузки (q — равномерная

поперечная нагрузка), σ = σxa
2/(Emh2) — осевое напряжение, Z = z/h — координата,

изменяющаяся по толщине пластины. Задача решалась для свободно опертой квадратной
пластины с длиной стороны a = 200 мм и толщиной h = 10 мм.

На рис. 2,а представлена зависимость безразмерного смещения в центре пластины W
от показателя k для пластины с a/h = 20 и толщиной основного слоя tc = 0,8h. Видно,
что при всех значениях показателя k для тонкой пластины из ФГМ результаты, получен-
ные с использованием теории, предложенной в данной работе, ТППДС, ТТПДС и КТП,
совпадают. Это объясняется тем, что в тонких пластинах влияние сдвиговых напряжений
пренебрежимо мало.

На рис. 2,б представлены аналогичные зависимости для пластины с a/h = 2. Малые
значения показателя k соответствуют пластинам, в которых преобладает керамика (алю-
мина) с большим значением модуля Юнга. Из рис. 2,б следует, что прогибы, полученные
с использованием КТП, меньше прогибов, полученных по другим теориям. Зависимости,

4

1
2
3

k

W

1008040 60200
_1,3

_1,2

_1,1

k

W

1008040 60200

_0,3

_0,4

_0,2

_0,1
à á

Рис. 2. Зависимости смещения W в центре пластины от показателя k в степен-
ном законе распределения фракций, полученные c использованием различных
теорий (tc/h = 0,8):
а — Q = −400, a/h = 20, б — Q = −25, a/h = 2; 1 — КТП, 2 — ТППДС, 3 — ТТПДС,
4 — предлагаемая уточненная теория
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Рис. 3. Распределение аксиальных напряжений по толщине трехслойной пла-
стины при Q = −25, a/h = 2, k = 2, tc/h = 0,8 (обозначения те же, что на
рис. 2)
Рис. 4. Зависимость смещения в центре пластины от параметра нагрузки Q
при a/h = 10, k = 0,2, tc/h = 0,8:
1 — расчет по линейной теории; 2 — расчет по нелинейной теории
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Рис. 5. Зависимость смещения в центре пластины от параметра нагрузки Q
при a/h = 10, k = 2 и различных значениях толщины основного слоя:
1 — tc/h = 0; 2 — tc/h = 0,2; 3 — tc/h = 0,4; 4 — tc/h = 0,6; 5 — tc/h = 0,8

построенные по представленной в данной работе теории, ТППДС, ТТПДС, практически
совпадают. Однако прогибы пластины, полученные с помощью ТТПДС, несколько больше.

Из приведенных на рис. 2 результатов следует, что с уменьшением показателя k про-
гиб в центре пластины уменьшается. В этом случае уменьшение прогибов обусловлено

свойствами керамики. Малые значения k соответствуют пластине из ФГМ, в котором
преобладает керамика.

На рис. 3 показано распределение аксиальных напряжений по толщине квадратной
трехслойной пластины при a/h = 2, k = 2. Результаты, полученные с использованием
теории, предложенной в данной работе, хорошо согласуются с результатами, полученными
с использованием ТТПДС.

На рис. 4 представлена зависимость прогиба в центре квадратной пластины от па-
раметра нагрузки Q при tc = 0,8h, k = 0,2, a/h = 10. Расчет по линейной теории дает
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завышенные значения прогиба. В случае прогибов, превышающих 0,5h, необходимо ис-
пользовать нелинейную теорию.

На рис. 5 представлена зависимость смещения в центре квадратной пластины из ФГМ
от параметра нагрузки Q при k = 2, a/h = 10 и различных значениях толщины основ-
ного слоя. Видно, что смещение увеличивается с увеличением параметра нагрузки Q и

уменьшается с увеличением отношения tc/h. С увеличением объемной доли металличе-
ской фракции смещение в центре пластины из ФГМ увеличивается.

Заключение. В работе представлена эффективная и простая уточненная теория нели-
нейного деформирования трехслойных пластин. Для учета больших перемещений исполь-
зуются геометрически нелинейные соотношения Кармана. При решении задачи применя-
ется энергетический метод. Полученные результаты позволяют сделать вывод, что ис-
пользование при анализе нелинейного деформирования пластин из ФГМ предложенной

теории является более эффективным, чем использование ТППДС и ТТПДС.
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