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Рассматривается течение тонкой пленки нелинейно-вязкой жидкости, тензор напряже-
ния которой моделируется степенным законом, стекающей по вертикальной стенке в
поле тяжести. Для случая малых расходов в длинноволновом приближении получе-
но уравнение, описывающее эволюцию возмущений поверхности. Найдена область ли-
нейной устойчивости тривиального решения, аналитически получены слабонелинейные
стационарно-бегущие решения данного уравнения. Показано, как происходит ветвление
семейств решений в особой точке нейтральной кривой.

Ключевые слова: реологическая жидкость, степенной закон, стекающая пленка, эво-
люционное уравнение.

1. Постановка задачи. Течения тонких пленок жидкости в поле тяжести привле-
кают внимание исследователей уже более полувека. Этот интерес вызван, в частности,
широким использованием таких течений в различных технологических процессах.

В данной работе рассматривается течение пленки неньютоновской жидкости по вер-
тикальной стенке в поле тяжести. В качестве реологического соотношения используется
одна из наиболее известных моделей нелинейно-вязких жидкостей — модель степенной

жидкости. Как известно, она достаточно хорошо описывает жидкости как с псевдопласти-
ческими, так и с дилатантными свойствами. Основной целью работы является получение
модельного уравнения, позволяющего исследовать волновые режимы течения таких рео-
логических пленок.

Рассмотрим течение тонкой пленки нелинейно-вязкой жидкости по вертикальной плос-
кости в поле тяжести. Схема течения и принятая система координат показаны на рис. 1.

Система уравнений Навье — Стокса и неразрывности, описывающая движение такой
пленки, имеет вид

∂u

∂t
+ (u∇)u = −∇p

ρ
+ g +

1

ρ
Div τ,

div u = 0,

(1)

где g — ускорение свободного падения; ρ — плотность жидкости; Div τ — дивергенция

тензора напряжений. Реология жидкости моделируется степенным законом, инвариантная
форма которого имеет вид [1]

τik = 2µn(2DklDkl)
(n−1)/2Dik, Dik =

1

2

[ ∂ui

∂xk
+
∂uk

∂xi

]
.
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Рис. 1. Схема течения

Здесь τik — тензор напряжений; Dik — тензор скоростей деформаций. Постоянная µn —
показатель консистенции жидкости, параметр n характеризует степень неньютоновского
поведения.

Чем больше n отличается от единицы, тем отчетливее проявляется аномалия вяз-
кости в такой среде [2]. Значениям 0 < n < 1 отвечают псевдопластические жидкости,
кажущаяся вязкость которых убывает с ростом скоростей сдвига, а значениям n > 1 —
дилатантные жидкости, у которых кажущаяся вязкость с ростом скоростей сдвига увели-
чивается.

При любых расходах жидкости задача (1) допускает решения с плоской свободной
поверхностью h(x, z, t) = h0, удовлетворяющие условиям прилипания на твердой стенке
и отсутствию касательных напряжений на свободной границе. В этом случае профиль

скорости течения имеет вид

U(y) = U0

[
1−

(
1− y

h0

)(n+1)/n]
, U0 =

n

n+ 1

(ρg
µn

)1/n
h

(n+1)/n
0 . (2)

Однако даже при малых расходах течение (2) вследствие неустойчивости может стать
волновым. Для описания таких режимов запишем уравнения движения в безразмерном ви-
де. Пусть L — характерный продольный размер возмущения. Тогда, используя L/U0, U0,
ρgh0 как масштабы времени, скорости и давления, а L и h0 — масштабы в направле-
ниях x, z и y соответственно, запишем уравнения движения для пленки в виде (знаки
обезразмеривания опускаем):
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Динамические граничные условия на твердой (y = 0) и свободной (y = h(x, z, t))
границах имеют вид

u = v = w = 0, y = 0,
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(p− p0 −We (K1 +K2))ni − (Fr /Re)τiknk = 0, y = h(x, z, t). (4)

Здесь u, v, w — компоненты скорости вдоль осей x, y и z соответственно; p — давление

в жидкости; p0 — внешнее давление (без ограничения общности в дальнейшем его можно
полагать равным нулю); ni — компоненты вектора нормали:

n = (−εhx, 1,−εhz)/
√

1 + ε2h2
x + ε2h2

z;

Ki — безразмерные главные кривизны свободной поверхности:

K1 +K2 =
(1 + ε2h2

x)εhzz − 2ε3hxhzhxz + (1 + ε2h2
z)εhxx

(1 + ε2h2
x + ε2h2

z)
3/2

(здесь и ниже индексы у h означают дифференцирование по соответствующей переменной);
τik — компоненты тензора напряжений:

τxx = 2I(n−1)/2ε
∂u
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∂y
, τzz = 2I(n−1)/2ε
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,
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(∂u
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+ ε
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)
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+
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)
, (5)
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(
ε
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+
∂w

∂y

)
,

где I — второй инвариант тензора скоростей деформаций:

I = 2
[
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)2
+

(∂v
∂y
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+
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.

В (3)–(5) в качестве параметров входят: ε = h0/L, число Рейнольдса Re = ρ hn
0/(µnU

n−2
0 ),

число Фруда Fr = U2
0/(g h0), число Вебера We = σ/(ρgh2

0).
На свободной границе выполняется также кинематическое условие

ε
(∂h
∂t

+ u
∂h

∂x
+ w

∂h

∂z

)
= v, y = h(x, z, t). (6)

Используя (2), нетрудно показать, что при произведенном выборе характерных мас-
штабов справедливо соотношение

Re = ((n+ 1)/n)n Fr .

В дальнейшем ограничимся рассмотрением длинноволновых возмущений, полагая, что
ε� 1 и числа Рейнольдса достаточно малы — Re ≈ 1.

Для применения метода многих масштабов (см. [3]) введем набор быстрых и медлен-
ных времен и новые функции:

τm = εmt, m = 0, 1, 2, . . . ,

u = U + εu′, v = ε2v′, w = ε2w′, p = p0 + εp′, h = 1 + εh′.
(7)

Пренебрегая членами порядка ε2 и выше и перенося граничные условия со свободной
поверхности на ее невозмущенный уровень (т. е. разлагая все функции по степеням εh′),
приходим к системе (штрихи у возмущенных величин опускаем):

ε
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,
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со следующими граничными условиями:

u = v = w = 0, y = 0,

0 =
(
nuy

(dU
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−

(n+ 1

n
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∂
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ε
(
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)
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Fr

Re
ε2

(dU
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)n−1∂v

∂y
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0 =
(
wy

(dU
dy

)n−1)
+ ε

(
h
∂
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[
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(dU
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)n−1]
+ (n− 1)
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∂y

∂w
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)
, y = 1.

В условии (9) ∆ = ∂2/∂x2+∂2/∂z2 — оператор Лапласа. Здесь оставлены члены более
высокого порядка по ε, так как для тонких пленок многих жидкостей значения We обычно
велики, поэтому полагаем, что We� 1, We ε2 ≈ 1.

Кинематическое условие (6) теперь принимает вид

v + ε
∂v

∂y
h = hτ0 + εhτ1 + hx + εuhx + εwhz, y = 1. (10)

Решение задачи (8), (9) ищем в виде рядов по ε

(u, v, p, h) =
∞∑

m=0

εm(um, vm, pm, hm). (11)

Приравнивая в исходной системе коэффициенты при одинаковых степенях ε к нулю,
из уравнений для нулевого порядка нетрудно получить выражения

u0(x, y, z, t) =
n+ 1

n
(1− (1− y)1/n)h0,

v0(x, y, z, t) = −n+ 1

n

[
y +

n

n+ 1
((1− y)(n+1)/n − 1)

]
h0

x, (12)

w0(x, y, z, t) = 0, p0
∣∣
y=1

= We ε2∆h0.

Подставляя (12) в (10), получим уравнение, описывающее поведение возмущений в
первом приближении, а именно

hτ0 + c0hx = 0, c0 = (n+ 1)/n.

Отсюда следует, что в этом приближении все возмущения распространяются с по-
стоянной скоростью, в c0 раз большей скорости течения на свободной плоской границе,
т. е.

h = h(ξ), ξ = x− c0τ0.
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Рассмотрев очередное приближение, после громоздких, но несложных вычислений по-
лучаем выражения для следующих членов рядов (11):

u1(x, y, z, t) = c1−n
0

(
cn0h

1[1− (1− y)1/n]−

− Re

n

[
(1− yz)(n+1)/n − n

2(2n+ 1)
(1− z)(2n+2)/n − 3n+ 2

2(2n+ 2)

]
h0

x +

+
Re
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∂p0

∂x

1

n+ 1
[(1− z)(n+1)/n − 1] + cn0

(h0)2

n
[1− (1− z)(1−n)/n]

)
,

v1(x, y, z, t) = −c1−n
0

(
cn0I1h

1
x −

Re

n
h0

xxI2 +
Re

Fr

I3
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∂2p0

∂x2
+ 2cn0

I4
n

+
n

n+ 1

Re
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∂2p0

∂y2
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)
,

w1(x, y, z, t) = c1−n
0

n

n+ 1

Re

Fr

∂p0

∂y
[(1− y)(n+1)/n − 1]. (13)

Здесь

I1 = y +
n

n+ 1
[(1− y)(n+1)/n − 1],

I2 =
n

2n+ 1
[1− (1− y)(2n+1)/n]− n2

2(2n+ 1)(3n+ 2)
[1− (1− y)(3n+2)/n]− 3n+ 2

2(2n+ 1)
y,

I3 =
n

2n+ 1
[1− (1− y)(2n+1)/n]− y, I4 = y + n[(1− y)1/n − 1].

Подставляя (13) в формулу (10), получаем нелинейное уравнение для определения h

hτ1 + 2
c0
n
hhx +

2(n+ 1)2c1−n
0

n(2n+ 1)(3n+ 2)
Rehxx +

c1−n
0

2n+ 1

Re

Fr
We ε2(∆hxx + n∆hzz) = 0. (14)

Это уравнение описывает эволюцию пространственных возмущений на вертикальной

пленке степенной жидкости в системе отсчета, движущейся со скоростью c0 относительно
стенки.

С помощью замен

h = aH, x1 = bx, z1 = bz, τ = dt, (15)

где

a =
4(n+ 1)3c−n

0

(2n+ 1)(3n+ 2)
Re

√
2 Fr

n(3n+ 2) We ε2
,

b = (n+ 1)

√
2 Fr

n(3n+ 2) We ε2
, d =

4(n+ 1)4c1−n
0

n2(2n+ 1)(3n+ 2)2
Re Fr

We ε2
,

уравнение (14) преобразуется к виду

∂H

∂τ
+ 4H

∂H

∂x
+
∂2H

∂x2
+

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)( ∂2

∂x2
+ n

∂2

∂z2

)
H = 0. (16)

Преобразования (15), в частности, означают, что используемый в разложении малый
параметр ε равен

ε =

√
2(n+ 1)2

n(3n+ 2)cn0

Re

We
(17)
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Рис. 2. Нейтральные кривые при различных значениях параметра n

и, соответственно, характерный продольный размер возмущений определяется равен-
ством

L =

√
n(3n+ 2)cn0
2(n+ 1)2

We

Re
h0.

Как видно из (17), предположение о длинноволновости рассматриваемых возмущений
будет выполняться, как и в случае ньютоновских жидкостей, для больших значений числа
Вебера.

Для случая плоских возмущений уравнение (16) совпадает с уравнением, описываю-
щим волны на поверхности пленки ньютоновской жидкости [4]:

∂H

∂τ
+ 4H

∂H

∂x
+
∂2H

∂x2
+
∂4H

∂x4
= 0. (18)

В настоящее время оно широко известно как уравнение Курамото— Сивашинского (К-С).
Уравнение К-С достаточно подробно исследовано, известны многие его решения (см., на-
пример, [5, 6]). При n = 1 уравнение (16) переходит в уравнение из работы [7], описываю-
щее пространственные волны для ньютоновской жидкости.

Уравнение (16) является типичным примером модельных уравнений, возникающих
при исследовании эволюции возмущений в активно-диссипативных средах. Действитель-
но, линейный анализ устойчивости тривиального решения H = 0 показывает, что оно
неустойчиво относительно возмущений вида exp [iα(x− cτ) + iβz] с компонентами волно-
вого вектора (α, β), лежащими внутри области, ограниченной нейтральной кривой

nβ4 + (n+ 1)α2β2 + α4 − α2 = 0. (19)

Такие возмущения экспоненциально нарастают (а возмущения с волновыми числами,
лежащими вне области, ограниченной кривой (19), затухают). За счет действия нелиней-
ных эффектов дальнейший рост неустойчивых возмущений прекращается, в результате
чего могут сформироваться установившиеся стационарно-бегущие режимы. Графики кри-
вых (19) для нескольких n представлены на рис. 2.

2. Аналитические результаты. Очевидно, что уравнение (16) имеет решения, рас-
пространяющиеся под углом к направлению течения невозмущенного потока (к оси x).
Действительно, с помощью замен

ξ1 = a1(x+ b1z), t1 = a2
1τ, a4

1 = 1/((1 + b21)(1 + nb21)), H1 = a1H(t1, ξ1),
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уравнение (16) преобразуется в уравнение (18). Отсюда следует, что уравнение (16) имеет
решения в виде плоских волн, распространяющихся под углом к оси x, тангенс которого
удовлетворяет соотношению tgψ = b1. Таким образом, эти, фактически одномерные, ре-
шения получаются простым пересчетом решений уравнения К-С, поэтому в дальнейшем
ограничимся исследованием решений уравнения (16), бегущих вдоль потока.

Для стационарно-бегущих решений H = H(ξ, z), ξ = x−ct уравнение (16) переходит в

−c ∂H
∂ξ

+ 4H
∂H

∂ξ
+
∂2H

∂ξ2
+

( ∂2

∂ξ2
+

∂2

∂z2

)( ∂2

∂ξ2
+ n

∂2

∂z2

)
H = 0. (20)

Будем рассматривать периодические решения уравнения (20) с волновыми числами α, β
в ξ- и z-направлениях соответственно.

Так как уравнение (20) инвариантно относительно преобразований

H → H + const, c→ c+ 4 const,

H → −H, c→ −c, ξ → −ξ,
в дальнейшем ограничимся только симметричными по z решениями

H(ξ, z) = H(ξ,−z), (21)

для которых выполнено следующее условие нормировки:

c > 0,

λz∫
0

λξ∫
0

H(ξ, z) dξ dz = 0, λξ =
2π

α
, λz =

2π

β
. (22)

На плоскости (α, β) пространственные периодические решения уравнения (20) беско-
нечно малой амплитуды ответвляются от тривиального решения по кривой (19). Логично
предположить, что решения малой, но конечной амплитуды существуют в окрестности

этой кривой. Поэтому для волновых чисел из этой окрестности будем искать решение в
виде ряда по малому параметру ε

H = εH1 + ε2H2 + . . . , c = εc1 + ε2c2 + . . . . (23)

Следуя [3], введем набор быстрых и медленных переменных

ξm = εmξ, zm = εmz, m = 0, 1, 2, . . . .

Тогда операции дифференцирования в (20) представляются в виде

∂

∂ξ
=

∂

∂ξ0
+ ε

∂

∂ξ1
+ ε2

∂

∂ξ2
+ . . . ,

∂2

∂ξ2
=

∂2

∂ξ20
+ 2ε

∂2

∂ξ0 ∂ξ1
+ ε2

( ∂2

∂ξ21
+ 2

∂2

∂ξ0 ∂ξ2

)
+ . . . ,

∂

∂z
=

∂

∂z0
+ ε

∂

∂z1
+ ε2

∂

∂z2
+ . . . , (24)

∂2

∂z2
=

∂2

∂z2
0

+ 2ε
∂2

∂z0 ∂z1
+ ε2

( ∂2

∂z2
1

+ 2
∂2

∂z0 ∂z2

)
+ . . . ,

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)( ∂2

∂x2
+ n

∂2

∂z2

)
=

[ ∂4

∂ξ40
+ (n+ 1)

∂4

∂ξ20 ∂z
2
0

+ n
∂4

∂z4
0

]
+

+ ε
[
4

∂4

∂ξ30 ∂ξ1
+ 4n

∂4

∂z3
0 ∂z1

+ (2n+ 2)
∂4

∂ξ20 ∂z0 ∂z1
+ (2n+ 2)

∂4

∂z2
0 ∂ξ0 ∂ξ1

]
+
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+ ε2
[
4
( ∂2

∂ξ0 ∂ξ1
+ n

∂2

∂z0 ∂z1

)( ∂2

∂ξ0 ∂ξ1
+

∂2

∂z0 ∂z1

)
+

+
( ∂2

∂ξ20
+ n

∂2

∂z2
0

)( ∂2

∂ξ21
+ 2

∂2

∂ξ0 ∂ξ2
+

∂2

∂z2
1

+ 2
∂2

∂z0 ∂z2

)
+

+
( ∂2

∂ξ20
+

∂2

∂z2
0

)( ∂2

∂ξ21
+ 2

∂2

∂ξ0 ∂ξ2
+ n

∂2

∂z2
1

+ 2n
∂2

∂z0 ∂z2

)]
+ . . . .

Подставляя ряды (23) в (20) и собирая — с учетом (24) — члены при одинаковых сте-
пенях ε, получаем бесконечную систему линейных дифференциальных уравнений. Первому
порядку в этой системе отвечает уравнение

∂2H1

∂ξ20
+

( ∂2

∂ξ20
+

∂2

∂z2
0

)( ∂2

∂ξ20
+ n

∂2

∂z2
0

)
H1 = 0.

Требуя, чтобы решение удовлетворяло условиям (22), получаем

H1 = (A eiαξ0 +Ā e−iαξ0)(a eiβz0 +ā e−iβz0), (25)

где A, a — функции медленных координат; черта означает операцию комплексного со-
пряжения; α, β принадлежат нейтральной кривой (19). Для того чтобы искомое решение
удовлетворяло требованию симметрии (21), A должно быть функцией только ξ1, ξ2, . . . ,
а a — зависеть только от z1, z2, . . . .

Второму порядку соответствует уравнение

−c1
∂H1

∂ξ0
+ 2

∂H2
1

∂ξ0
+ 2

∂2H1

∂ξ0 ∂ξ1
+ 4

[ ∂4H1

∂3ξ0∂ξ1
+ n

∂4H1

∂3z0 ∂z1
+
n+ 1

2

∂4H1

∂2ξ0 ∂z0 ∂z1
+

+
n+ 1

2

∂4H1

∂2z0 ∂ξ0 ∂ξ1

]
+
∂2H2

∂ξ20
+

( ∂2

∂ξ20
+

∂2

∂z2
0

)( ∂2

∂ξ20
+ n

∂2

∂z2
0

)
H2 = 0. (26)

Здесь необходимо сделать следующее замечание. Определение вида A и a из рассмот-
рения высших приближений позволяет найти связь между поправками к компонентам

волнового вектора α и β и значением модуля амплитуды первой гармоники. Но, зная, на-
пример, поправку ∆α к α, можно сказать, что найдено решение вблизи другой точки на
нейтральной кривой (19), у которой α1 = α + ∆α. Поэтому можно считать, что в (25)
A = const и включать ее в a. Другими словами, будем искать решения конечной ампли-
туды, жестко фиксируя значение α-компоненты волнового вектора. Это удается сделать
почти всюду за исключением окрестностей некоторых выделенных точек. С учетом этого
замечания из условия отсутствия в (26) секулярных членов следуют соотношения

∂a

∂z1
= 0, c1 = 0,

а решение уравнения (26), удовлетворяющее условиям нормировки (22), имеет вид

H2 = − i

3α
ei2αξ0(a2 ei2βz0 +ā2 e−i2βz0)− 2|a|2i

α(4α2 − 1)
ei2αξ0 + к.c. (27)

(здесь и ниже к.c. означает операцию комплексного сопряжения).
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Рис. 3. Характер ветвления

Приближение третьего порядка по ε дает уравнение

−c2
∂H1

∂ξ0
+ 4

∂H1H2

∂ξ0
+ 4

[
n

∂4H1

∂3z0 ∂z2
+
n+ 1

2

∂4H1

∂2ξ0 ∂z0 ∂z2

]
+

+
∂2H3

∂ξ20
+

( ∂2

∂ξ20
+

∂2

∂z2
0

)( ∂2

∂ξ20
+ n

∂2

∂z2
0

)
H3 = 0. (28)

Выделяя в (28) секулярные члены и приравнивая их к нулю, получим

c2 = 0, iβ(2nβ2 + (n+ 1)α2)
∂a

∂z2
− 2(4α2 + 5)

3(4α2 − 1)
a|a|2 = 0. (29)

Решение уравнения (29) имеет вид a = a0 eiφz2 .
Из двух последних соотношений следует, что поправка φ к компоненте волнового век-

тора β связана со значением амплитуды a0 следующим образом:

φ = − 2(4α2 + 5)|a0|2

3α2β(4α2 − 1)
√

(n− 1)2α2 + 4n
. (30)

Как следует из (25), (27) и (30), в качестве малого параметра ε можно использовать
само значение модуля амплитуды a0. Из (30) видно, что для любых значений n при α > 0,5
поправка φ отрицательная. Это значит, что решения малой, но конечной амплитуды от-
ветвляются от тривиального решения в область его линейной неустойчивости — мягкий

тип ветвления. Для значений α < 0,5 поправка φ положительная, т. е. ветвление проис-
ходит в область линейной устойчивости тривиального решения, — ветвление жесткого

типа. Вышесказанное иллюстрирует рис. 3.
При стремлении β к нулю, а α — к единице решение (27) остается ограниченным, но

значение для поправки φ неограниченно растет. В этой области решение можно построить,
если фиксировать значения β-компоненты волнового вектора и искать поправки к α. В этой
ситуации также можно построить равномерно пригодное разложение (23).

При стремлении α к 0,5 значение β стремится к

β∗ =

√
−n+ 1

8n
+

1

8n

√
(n− 1)2 + 16n .

При этом наряду с неограниченным ростом поправки φ неограниченно растет и ре-
шение (27), и разложение (25), (27), (29) становится несправедливым. Это связано с тем,
что для решения с волновым вектором первой гармоники из окрестности (α = 0,5, β∗)
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волновой вектор одной из гармоник второго приближения (2α = 1, β = 0) также лежит
в окрестности нейтральной кривой (19). Это значит, что окрестность точки (α = 0,5, β∗)
требует особого рассмотрения.

В окрестности этой точки вместо (25) следует брать выражение:

H1 = A eiξ0/2(a eiβ∗z0 +ā e−iβ∗z0) +N eiξ0 + к.c. (31)

Так как здесь выбирается вполне определенная точка на нейтральной кривой (19), то по-
лагать в (31) A = const нельзя, необходимо считать ее функцией медленных координат ξm,
m = 1, 2, . . . .

Из приближения второго порядка для H2 в этом случае имеем выражение

H2 = A1 eiαξ0(a2 ei2β∗z0 +ā2 e−i2β∗z0) +

+A2 ei(3/2)αξ0(a eiβ∗z0 +ā e−iβ∗z0) +N1 ei2αξ0 + к.с., (32)

где

A1 = − iA2

2β∗2((n+ 1) + 4nβ∗2)
, A2 = − 6iAN

45/16 + β∗2((9/4)(n+ 1) + nβ∗2)
, N1 = − i

3
N2,

а требование отсутствия секулярных членов приводит к системе

a
∂N

∂ξ1
+ c1N − 4A2|a|2 = 0,

β∗
(
4nβ∗2 +

n+ 1

2

)
A
∂a

∂z1
−

(1

2
− (n+ 1)β∗2

)
a
∂A

∂ξ1
+
c1
2
Aa− 2ĀNa = 0.

(33)

Решения системы (33), для которых (31), (32) удовлетворяют условиям симметрии (21)
и нормировки (22), имеют вид

A = A0 eiδξ1 , a = a0 eiφz1 , N = N0 e2iδξ1 . (34)

Здесь амплитуды A0, a0, N0 — функции более медленных координат, чем ξ1 и z1.
Подставляя (34) в (33), получаем систему, связывающую поправки к волновым числам δ
и φ со значениями амплитуд A0, a0, N0:

−(c1 + 4iδ)N0 + 4A2
0|a0|2 = 0,

A0a0(−c1 + 4(Ā0/A0)N0 − f(n)iφ+ g(n)iδ) = 0,
(35)

где

f(n) = 2β∗2(4nβ∗2 + (n+ 1)/2) > 0, g(n) = 1− 2(n+ 1)β∗2 6 0.

Из условия существования нетривиальных решений системы (33), в частности, следу-
ет соотношение

−c21 + [(g − 4)δ − fφ]ic1 + 16|A0|2|a0|2 + 4fφδ − 4gδ2 = 0. (36)

В отличие от рассмотренного выше решения (25), (27), (30) уравнение (36) выполняется
в двух существенно различных случаях. В первом случае, когда c1 = 0, имеем

φ = (g(n)δ − 4|A0a0|2/δ)/f(n), N0 = −iA2
0|a0|2/δ. (37)

Геометрия области существования решений этого типа на плоскости (δ, φ) для значе-
ний n 6= 1 показана на рис. 4штриховкой. Из (37) следует, что такое решение ответвляется
от тривиального решения по линии φ = g(n)δ/f(n), являющейся касательной к нейтраль-
ной кривой в особой точке (α = 0,5, β∗). Сравнивая (25), (27) и (31), (32), (37), легко
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Рис. 4. Область существования решений в особой точке при n 6= 1

заметить, что эти решения принадлежат одному и тому же семейству. Аналогично клас-
сификации волновых режимов течения пленки ньютоновской жидкости (см., например,
[8, 9]), будем называть его первым пространственным семейством.

Интересен второй случай, когда c1 6= 0, для чего необходимо, чтобы

φ =
g(n)− 4

f(n)
δ. (38)

С учетом (38) из (35) получаем

c21 = 16(|A0|2|a0|2 − δ2). (39)

Таким образом, как следует из (37)–(39), от первого пространственного семейства
(31), (32)–(39) по линии (38) ответвляются два семейства решений со значениями фазовых
скоростей c1 6= 0. Принятому условию нормировки (22) отвечает одно из них — c1 > 0.

В отличие от первого пространственного семейства, где различным значениям ам-
плитуд |A0a0| и |N0| отвечают различные значения δ и φ, семейство решений с c1 6= 0
бифурцирует, не отклоняясь в этом приближении от линии (38) (на рис. 4 это линия 1).
Для него одним и тем же значениям δ и φ отвечают различные решения, у которых с
ростом пространственной гармоники |A0a0| увеличивается значение скорости c1. Из (35)
и (38) следует, что при этом модули амплитуд пространственной и плоской гармоник
равны |N0| = |A0||a0|.

Полученное в работе уравнение (16) можно использовать для моделирования волновых
процессов в стекающих пленках нелинейно-вязких жидкостей. Представленные здесь ана-
литические результаты решения уравнения (16) будут использоваться в качестве началь-
ного приближения при численных расчетах режимов, у которых волновые числа лежат
достаточно далеко от нейтральной кривой (19).
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