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Ðàñ ñìàò ðè âà þò ñÿ îò êà çî óñòîé ÷è âûå âû ÷èñ ëè òå ëü íûå ñè ñ òå ìû ìàñ ñî âî ãî ïà -
ðàë ëå ëèç ìà ñî ñâÿ çÿ ìè «òî÷ êà–òî÷ êà». Ïðåä ëà ãà å ìàÿ ðà áîòà ÿâ ëÿ åò ñÿ ïðî äîë -
æå íè åì èçó ÷å íèÿ çà âè ñè ìî ñòè âëî æåí íî ãî äèà ãíî ñ òè÷åñêî ãî öèð êó ëÿí ò íî ãî
ãðà ôà îò íó ìå ðà öèè âåð øèí ãðà ôà, â êîòîðûé îñó ùå ñò â ëÿ åò ñÿ âëî æå íèå. Â êà -
÷å ñò âå ãðà ôà, â êî òî ðûé îñóùåñòâëÿ åò ñÿ âëî æå íèå (ðà áî ÷èé ãðàô), èñ ïî ëü çó -
åò ñÿ ãðàô ïðÿ ìî ãî ïðî èç âå äå íèÿ öèê ëè÷åñêèõ ãðóïï. Âëî æå íèå îñíî âà íî íà
ðàç áè å íèè ðà áî ÷å ãî ãðà ôà íà ñìåæ íûå êëàñ ñû ïî ïîäãðóï ïå ñòå ïå íåé âûáðàí -
íî ãî ýëå ìåí òà. Íàé äå íû óñëî âèÿ, ïðè êî òî ðûõ ñòðóê òóð íàÿ æèâó÷åñòü âëî æåí -
íî ãî ãðà ôà â öå ëîì èëè åãî ôðàã ìåí òîâ íå çàâèñÿò îò ïðè ìå íÿ å ìîé íó ìåðàöèè. 

Ââå äå íèå. Äèà ãíî ñ òè ÷å ñêèå ñâîé ñò âà âû ÷èñ ëè òå ëü íûõ ñè ñ òåì (ÂÑ) ñ
ìàñ ñî âûì ïà ðàë ëå ëèç ìîì, â êî òî ðûõ ñóáú åê òà ìè è îáú åê òà ìè äèà ãíî ñ òè êè
ïðè ìíî æå ñò âåí íûõ îò êà çàõ ñëó æàò ïîëíûå îá ðà áà òû âà þ ùèå ìî äó ëè, çà âè -
ñÿò îò ñòðóê òó ðû ñâÿ çåé ìåæ äó òå ñ òè ðóþùèìè è òåñòè ðó å ìû ìè ìî äó ëÿ ìè
[1]. Äëÿ ïî ëó ÷èâ øèõ ïðàê òè ÷å ñêîå ïðè ìå íå íèå îäíîðîä íûõ ñòðóêòóð (ðà áî -
÷èå ñòðóê òó ðû), â êî òî ðûõ êàæ äûé ìî äóëü ñâÿ çàí ñ íå áî ëü øèì ÷èñ ëîì äðó -
ãèõ ìî äó ëåé, ïðè ìå íå íèå ïîä õî äà [1] äàåò ìà ëûå çíà ÷å íèÿ êðàò íî ñòè t äî ïó -
ñ òè ìûõ íå èñ ï ðàâ íî ñòåé ïî ñðàâ íåíèþ ñ îá ùèì ÷èñ ëîì ìî äó ëåé ñè ñ òå ìû è,
ñëå äî âà òå ëü íî, íå âû ñî êóþ æèâó ÷åñòü ÂÑ, ò. å. ñïî ñîá íîñòü ñè ñ òå ìû ê ïðî -
äîë æå íèþ ôóí ê öè î íè ðî âà íèÿ â ïðè ñóò ñò âèè íå èñ ï ðàâ íûõ ýëå ìåí òîâ. 

Äëÿ óâå ëè ÷å íèÿ æè âó ÷å ñòè ÂÑ áåç óâå ëè ÷å íèÿ âåð øèí íîé ñòå ïå íè ãðà -
ôà, ïðåä ñòàâ ëÿþùåãî åå ñè ñ òå ìó ìåæ ìî äó ëü íûõ ñâÿ çåé, â [2] ïðåä ëî æå íî
ðåà ëè çî âàòü äèà ãíî ñ òè ÷å ñêóþ ñòðóê òó ðó êàê âëî æåí íóþ â ðà áî ÷óþ. Äèàã íî -
ñòè ÷å ñêèå ñâÿ çè ìåæ äó òå ñ òè ðó þ ùèì è òåñòè ðó å ìûì ìî äó ëÿ ìè, êî òî ðûå íå
ÿâ ëÿþòñÿ ñî ñåä íè ìè â ðà áî ÷åé ñòðóê òó ðå, îá ðà çó þò ñÿ â âèäå ñî ñòàâ íûõ êà -
íà ëîâ, ôîð ìè ðó å ìûõ â ìåæ ìî äó ëü íîé ñåòè ñâÿ çè. Ïðè ýòîì çà äà ÷à ôîðìè ðî -
âà íèÿ äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà ñâî äèò ñÿ ê ïðîá ëå ìå íó ìå ðà öèè âåð øèí ãðà -
ôà, ïðåä ñòàâ ëÿ þ ùå ãî ðà áî ÷óþ ñòðóê òó ðó ÂÑ. Â ðà áî òå [2] ðàñ ñìîò ðå íà ïðîá -
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ëå ìà âëî æå íèÿ äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî öèð êó ëÿí ò íî ãî ãðà ôà, îáåñ ïå ÷è âà þ ùå ãî
t-äèà ãíî ñ òè ðó å ìîñòü áåç ðåìîí òà [1], â ðà áî ÷óþ ñòðóê òó ðó, â êà ÷å ñò âå êî òî -
ðîé èñ ïî ëü çî âàí äâó ìåð íûé òîð (ãðàô ïðÿ ìî ãî ïðî èç âå äå íèÿ öèê ëè ÷åñêèõ
ãðóïï). Ïî êà çà íà çà âè ñè ìîñòü ñòðóê òóð íûõ õà ðàêòåðè ñ òèê âëî æåííî ãî äèà -
ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà îò ñïî ñî áà íó ìå ðà öèè. Ïî ñëåä íèé îñíî âàí íà ðàç áè å -
íèè ãðóï ïû íà ñìåæ íûå êëàñ ñû ïî ïîä ãðóï ïå, ïðåä ñòàâ ëÿ þ ùåé ñîáîé öèê -
ëè ÷å ñêóþ ãðóï ïó ñòå ïå íåé âû áðàí íî ãî (ïî ðîæ äà þ ùå ãî) ýëå ìåí òà ãðóïïû. 

Â [3] ââå äå íû ïî êà çà òå ëè, ïî çâî ëÿ þ ùèå îöå íè âàòü æè âó ÷åñòü âëî æåí -
íîé äèàãíîñòè ÷å ñêîé ñòðóê òó ðû, è èçó ÷å íà çà âè ñè ìîñòü ýòèõ ïî êà çà òå ëåé îò
âû áî ðà ïî ðîæ äà þ ùå ãî ýëå ìåí òà. Öå ëüþ ïðåä ëà ãà å ìîé ðà áî òû ÿâ ëÿ åò ñÿ èñ -
ñëå äî âà íèå çà âè ñè ìîñòè ñòðóê òóðíîé æè âó ÷åñòè îò ïîðÿä êà íó ìå ðà öèè ýëå -
ìåí òîâ êëàñ ñîâ ñìåæ íî ñòè ïðè çà äàí íîì ïî ðîæ äà þ ùåì ýëå ìåí òå. 

Îáî çíà ÷å íèÿ è îïðå äå ëå íèÿ. Ñòðóê òó ðà ìåæ ìî äó ëü íîé ñåòè ñâÿ çè ìàñ ñî -
âî-ïà ðàë ëå ëü íîé ÂÑ, èñ ïî ëü çó å ìîé äëÿ ðå à ëè çà öèè äèà ãíî ñ òè ÷å ñêîé ñòðóê -
òó ðû ñè ñ òå ìû, ïðåä ñòàâ ëå íà ðà áî ÷èì ãðà ôîì G V E¢ = ¢( , ), â êî òî ðîì V – ìíî -
æå ñò âî âåð øèí, ñî ïî ñòàâ ëåí íûõ ñ îáðàáà òû âà þ ùèìè ìî äó ëÿìè ñè ñ òå ìû, à 
E¢ – ìíî æå ñò âî ðå áåð, îòîáðàæàþùèõ ìåæ ìî äó ëü íûå ñâÿçè. Ðà áî ÷èé ãðàô
åñòü äâó ìåð íûé òîð – äèà ãðàì ìà Êýëè ãðóï ïû E2  ïðÿ ìî ãî ïðî èç âå äå íèÿ íîð -
ìà ëü íûõ öèê ëè ÷å ñêèõ ïîä ãðóïï CH  è CW  (äà ëåå E2-ãðàô):

E C CH W2 = Ä ,

ãäå H è W – ïî ðÿä êè öèê ëè ÷å ñêèõ ïîäãðóïï; Ä – ñèì âîë ïðÿ ìî ãî ïðî èç âå äå -
íèÿ. ×èñ ëî âåð øèí E2-ãðà ôà N H W V= ´ = | |. Îò ìåò êà ìè ðå áåð E2-ãðà ôà
ñëóæàò ñèì âî ëû îá ðà çóþùèõ ýëå ìåí òîâ g 0  è g1  ïîä ãðóïï CW  è CH  ñî îò âåò -
ñò âåí íî.

Â  êà ÷å ñò âå  äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî  ãðà ôà  èñ ïî ëü çó åò ñÿ  öèð êó ëÿíò D =
= ( ; , , ... , ),N s s st1 2 ãäå N – ÷èñ ëî âåð øèí ãðà ôà è 0 1 2< < < <s s st... ; t – êðàò -

íîñòü äî ïó ñ òè ìûõ ñè ñ òåì íûõ îò êà çîâ [1]: t N= ë - û( ) .1 2  Âåð øè íû öèð êó -

ëÿí òà ïå ðå íóìåðî âà íû ÷èñ ëà ìè îò 0 äî N -1, ïðè ÷åì i-ÿ âåð øè íà 
( )0 1£ £ -i N  ñìåæ íà ñ âåð øè íà ìè i s i s i s Nt± ± ±1 2, , ... , ( ).mod  Â [1] óñòà -

íîâ ëå íî, ÷òî öèð êó ëÿíò, â êî òî ðîì s s s Nt1 21 2 1 2= = = ë - û, , ... , ( ) , ÿâ ëÿ åò ñÿ

îï òè ìà ëü íûì ãðà ôîì t-äèà ãíî ñ òè ðó å ìîé áåç ðå ìîí òà ñèñòåìû. Îï òè ìà ëü -
íîñòü îçíà ÷à åò, ÷òî ÷èñ ëî äóã äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà (÷èñ ëî òå ñ òîâ íàä ìî -
äó ëÿ ìè ñè ñ òå ìû) ÿâ ëÿ åò ñÿ íå îá õî äè ìûì è äî ñòà òî÷ íûì äëÿ îä íî çíà÷ íîé
èäåí òè ôèêàöèè âñåõ ïðè ñóò ñò âó þ ùèõ â ñè ñ òå ìå íå èñ ï ðàâ íûõ ìî äó ëåé (äèà -
ãíî ñ òè ðî âà íèå áåç ðåìîíòà).

Ïðè âëî æå íèè â ðà áî ÷èé ãðàô äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî öèð êó ëÿí ò íî ãî ãðà ôà
[2] åãî âåð øè íû åñòü âåð øèíû ðà áî ÷å ãî ãðà ôà, à äóãè, ñî ïî ñòàâ ëåí íûå ñî
ñâÿ çÿìè ïàð ìî äó ëåé «òå ñ òè ðó þ ùèé– òå ñòè ðó å ìûé», èëè òå ñ òî âû ìè ñâÿ çÿ -
ìè, ïðåä ñòàâ ëÿ þò ñî áîé êðàò ÷àé øèå ïóòè ìåæ äó âåð øè íà ìè ðà áî ÷å ãî ãðà -
ôà. Ýòè ïóòè èñ ÷èñ ëÿ þò ñÿ èñ õî äÿ èç ñî îò âåò ñò âèÿ ïðè ñâî åí íûõ âåð øè íàì
ðà áî ÷å ãî ãðà ôà óíè êà ëü íûõ íî ìåðîâ (àá ñî ëþò íûõ àä ðåñîâ âåðøèí âëî æåí -
íî ãî öèð êó ëÿí òà), ïðè íè ìà þ ùèõ çíà ÷å íèÿ îò 0 äî N -1, èõ ãðóï ïî âûì îïè -
ñà íèÿì. Èñ ïî ëü çó å ìîå â [2, 3] è â äàí íîé ðà áî òå âëî æå íèå äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî
ãðà ôà îñíîâàíî íà ðàç áè å íèè ãðóï ïû E2  íà ñìåæ íûå (äëÿ îïðå äå ëåí íî ñòè –

ïðà âûå) êëàñ ñû ïî ïîä ãðóï ïå G ( , ),x y  ñî ñòî ÿ ùåé èç âñåõ ñòå ïå íåé âû áðàí íî ãî

ýëå ìåí òà g gx y
0 1

 ãðóï ïû, íà çû âà å ìî ãî ïîðîæäà þ ùèì. Çäåñü 0 2£ £ ë ûx W ,

0 2£ £ ë ûy H .
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Ïðè ðå à ëè çà öèè äèà ãíî ñ òè ðî âà íèÿ ñè ñ òå ìû íà îñíî âå èñ ïî ëü çî âà íèÿ
âëî æåí íî ãî äèàãíîñòè ÷å ñêî ãî ãðà ôà â êà ÷å ñò âå òå ñ òî âûõ ñâÿ çåé ìî ãóò èñ -
ïîëü çî âà òü ñÿ ëþ áûå ïóòè, ôîðìèðó å ìûå ìåæ äó òå ñ òèðóþùèì è òå ñ òè ðó å -
ìûì ìî äó ëÿ ìè ñ ïî ìî ùüþ àë ãî ðèò ìîâ ìàð ø ðóòèçà öèè, êî òî ðûå ïðè ìå íÿ -
þò ñÿ äëÿ ïå ðå äà ÷è ñî îá ùå íèé. Ïî ý òî ìó òåñ òî âàÿ ñâÿçü îä íî çíà÷íî õà ðàê òå -
ðè çó åò ñÿ ïà ðîé êîí öå âûõ âåð øèí (íå î ðè åí òè ðî âàí íî ãî) ïóòè (äà ëåå
ìàð ø ðóò), ïðåä ñòàâ ëÿ þ ùå ãî ýòó ñâÿçü â ðà áî ÷åì ãðà ôå. Ïóñòü i è j – àá ñî -

ëþò íûå íî ìåðà òå ñ òè ðó þ ùåé è òå ñ òè ðó å ìîé âåð øèí ( , , ( )),i j N= -0 1  à 

g gx yi i

0 1
 è g g

x yj j

0 1
 – èõ ãðóï ïî âûå îïè ñà íèÿ. Òîã äà òå ñ òî âîé ñâÿ çè ( , )i j  ñî îò âåò -

ñò âó åò ñëîâî g g g g
x x W y y H x yj i j i ij ij

0 1 0 1

( ) ( )
,

- -
=

mod mod
 ïðåä ñòàâ ëÿ þ ùåå ñî áîé àä ðåñ

âåð øè íû j îò íî ñè òå ëü íî âåð øè íû i.
Î ï ð å  ä å  ë å  í è å  1. Îïè ñà íè åì òå ñ òî âîé ñâÿ çè ( , )i j  íàçîâåì ïàðó ÷è -

ñåë (| | , | | ) ~ ( , ).x y w i jij ij =

Ñî å äè íå íè åì çà äàí íîé ïàðû âåð øèí i è j äëÿ íå îä íî ðîä íî ãî ãðà ôà íà çû -
âà þò ñî âî êóïíîñòü èç min( , )v vi j  íå ïå ðå ñå êà þ ùèõ ñÿ êðàò ÷àé øèõ ìàð ø ðó -
òîâ ìåæ äó íèìè (çäåñü v vi j,  – ñòå ïåíè âåð øèí i è j ñî îò âåò ñò âåí íî). Æèâó -
÷åñòü ñî å äè íå íèÿ ÿâ ëÿ åò ñÿ íå êî òî ðîé ôóí ê öèåé ñðåä íå ãî çíà÷åíèÿ äëè íû
ìàð ø ðó òà â ñî å äè íå íèè, ðàñ ñ÷è òû âà å ìî ãî ñ ó÷å òîì ñî îò íî øå íèÿ ðàñ ñòî ÿ íèÿ 
ìåæäó êîí öå âû ìè âåð øè íà ìè è ïî ðÿäêîâ W H,  íîð ìà ëü íûõ ïîä ãðóïï CW  è 
CH  ðà áî ÷å ãî ãðà ôà. Èñ ïîëüçó å ìûé â [3] è â äàí íîé ðà áî òå èí òåã ðà ëü íûé
÷èñ ëåííûé ïî êà çà òåëü Â æè âó ÷å ñòè ñòðóê òó ðû ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé óñðåä -
íåí íîå ïî âñåì âîç ìîæ íûì òå ñ òî âûì ñâÿ çÿì çíà ÷å íèå æè âó÷åñòè ñî îò âåò ñò -
âó þ ùèõ èì ñî å äè íå íèé. Àíà ëèç ïî êà çàë, ÷òî ñòðóê òóð íàÿ æè âó ÷åñòü ñî å äè -
íå íèÿ ïðè çà äàí íûõ ïà ðà ìåò ðàõ H è W ðà áî ÷å ãî ãðà ôà è çíà ÷å íè ÿõ x è y ïî -
ðîæ äà þ ùå ãî ýëå ìåí òà íà õî äèò ñÿ âî âçà èì íî îä íî çíà÷ íîì ñî îò âåò ñò âèè ñ
îïè ñà íè åì ñîîòâåò ñò âó þ ùåé òå ñ òî âîé ñâÿ çè. Òà êèì îá ðà çîì, íà áîð îïè ñà -
íèé âñåõ âîç ìîæ íûõ òå ñ òî âûõ ñâÿ çåé ÿâ ëÿ åò ñÿ ïåð âè÷ íîé èí ôîð ìà öèåé äëÿ
ðàñ ÷å òà ïî êà çàòåëÿ Â.

Ñòðóê òó ðû ñ÷è òà þò ýê âè âà ëåí ò íû ìè ïî æè âó ÷å ñòè [3], åñëè ñîâ ïà äà þò
ðàññ÷è òû âà å ìûå äëÿ íèõ çíà ÷å íèÿ ïî êà çà òåëÿ Â.  Ýòî ñîâ ïà äå íèå ìî æåò
áûòü: 1) ðå çó ëü òà òîì èäåíòè÷íîñòè íà áî ðîâ îïè ñàíèé òå ñ òî âûõ ñâÿ -
çåé; 2) ðå çóëü òà òîì óñðåä íå íèÿ ïî ìàð ø ðó òàì, ñîñòàâëÿ þ ùèì ñî å äè íå íèå;
3) ðå çó ëü òà òîì óñðåä íå íèÿ ïî ñîåäèíå íè ÿì; 4) ñëåä ñò âè åì îêðóã ëå íèÿ ïî ëó -
÷à å ìûõ ÷èñ ëåí íûõ çíà ÷å íèé.

Â äàí íîé ðà áî òå àíà ëè çè ðó þò ñÿ óñëî âèÿ ýê âè âà ëåí ò íî ñòè âû ÷èñ ëè òå ëü -
íûõ ñè ñ òåì ïî ñòðóê òóð íîé æèâó÷å ñ òè, êî òî ðàÿ îáó ñëîâëåíà òî ëü êî èäåí -
òè÷ íî ñòüþ íà áîðîâ îïè ñà íèé òå ñ òî âûõ ñâÿ çåé. 

Â ðà áî òå [2] ïî êà çà íî, ÷òî âñå âåð øè íû, âõî äÿ ùèå â îäèí êëàññ ñìåæ -
íîñòè ïî ïîä ãðóï ïå G ( , ),x y  èìå þò îäè íà êî âûå íà áî ðû îïè ñà íèé òå ñ òî âûõ
ñâÿ çåé. 

Ïðè ðàç áè å íèè ãðóï ïû íà ñìåæ íûå êëàñ ñû ïî ïîä ãðóï ïå G ( , )x y  ìíî æå ñò -
âî âåð øèí ðà áî ÷å ãî ãðà ôà, èìå þ ùå ãî ñòðóê òó ðó H W´ , äå ëèò ñÿ íà P íå ïå ðå -
ñå êà þ ùèõ ñÿ ïîä ìíî æåñòâ (íà çû âà å ìûõ êëà ñ òå ðà ìè) ïî Q âåðøèí â êàæ äîì: 
PQ N= . Êëà ñ òåð ñî ñòàâ ëÿ þò ýëå ìåí òû âñåõ êëàñ ñîâ ñìåæíîñòè, îá ðà çî âàí -
íûõ ïî ïîäãðóï ïå G ( , )x y  (âêëþ ÷àÿ ýëå ìåíò ïî ñëåä íåé). Âñå êëà ñ òå ðû èìå þò
ñòðóê òó ðó ðå øåò êè ðàç ìåðîì h w´ , ãäå h w Q´ =  è Q ³ 2;  ïðè ýòîì âû ïîë -
íÿþò ñÿ ñëå äó þ ùèå ñî îò íî øå íèÿ: H P h W P wH W= =; , ãäå PH  è PW  – öå ëûå
÷èñëà. Êëà ñ òå ðû îá ðà çó þò ïî êðû òèå ðà áî ÷å ãî ãðà ôà áåç ïðî ñâå òîâ è íà ëî æå -

76



íèé. Â êàæ äîì èç êëà ñ òå ðîâ îä íî èìåí íûå ïî çè öèè, õà ðàê òå ðè çó å ìûå çíà ÷å -

íè ÿ ìè ( , ), , ( ), , ( ),j i j h i w= - = -0 1 0 1  ïðè íàä ëå æàò îä íî ìó è òîìó æå êëàñ ñó

ñìåæ íî ñòè. Áó äåì íó ìå ðî âàòü êëà ñ òå ðû ÷èñ ëà ìè îò 0 äî P -1 â íàïðàâ ëå íèè
ïî ðîæ äà þ ùå ãî ýëå ìåí òà, íà ÷è íàÿ ñ êëà ñ òå ðà, êî òî ðî ìó ïðè íàä ëå æèò
âåðøèíà ñ íî ìå ðîì 0, ñî ïî ñòàâ ëåí íàÿ ñ åäè íè÷íûì ýëå ìåíòîì ãðóï ïû E2.
Íà çî âåì ýòîò êëà ñ òåð îïîðíûì èëè 0-êëà ñ òå ðîì; êëàñòåð ñ íî ìå ðîì f –
f-êëàñ òå ðîì. 

Âû áîð ïî ðîæ äà þ ùå ãî ýëå ìåí òà g gx y
0 1

 äëÿ ñòðóê òó ðû, çà äàí íîé çíà ÷å íè -

ÿ ìè H è W, îïðå äå ëÿ åò ïàðà ìåò ðû w h,  êëà ñ òå ðîâ è èõ ðàç ìå ùå íèå â ñòðóê òó -
ðå. Â ñâÿ çè ñ ýòèì áó äåì ãî âî ðèòü, ÷òî ÷åòâåð êà ( , , , )H W x y  çà äà åò âëî æå íèå
äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà â ðà áî ÷èé. 

Íà ÷à ëü íû ìè íàçîâåì âåð øè íû ñ íî ìå ðà ìè îò 0 äî Q -1 äëÿ âëî æå íèé,
äàþ ùèõ êëà ñ òå ðû ñ ÷èñëîì Q âåð øèí. Ñî ãëàñ íî ïðè íÿ òî ìó ñïî ñî áó íó ìå ðà -
öèè [3] íà ÷à ëü íûå âåð øè íû îò íî ñÿòñÿ ê ðàç íûì êëàñ ñàì ñìåæ íî ñòè; òà êèì
îá ðà çîì, íî ìåð íà ÷à ëü íîé âåð øè íû çà äà åò íîìåð êëàñ ñà ñìåæ íî ñòè, â êî òî -
ðûé îíà âõîäèò. 

Î ï ð å  ä å  ë å  í è å  2. Íå ñìå ùåí íîé íàçîâåì íó ìå ðà öèþ, ïðè êî òî ðîé
íà ÷à ëü íûå âåð øè íû âñåõ ñìåæ íûõ êëàñ ñîâ ïðè íàä ëå æàò îïîð íî ìó êëà ñ òå ðó. 
Â ïðî òèâ íîì ñëó ÷àå íó ìå ðà öèÿ áó äåò ñìå ùåí íîé. 

Â ïðåäñòàâëåííîé ðà áî òå èçó ÷à þò ñÿ íå ñìå ùåí íûå íó ìå ðà öèè.
Ïðèíàäëåæíîñòü âåð øèí êëà ñ òå ðîâ êëàñ ñàì ñìåæ íî ñòè çàäàäèì ìàò ðè -

öåé M , êî òî ðàÿ íà çû âà åò ñÿ òî ïî ëî ãè ÷å ñêîé:

M m j h i wji= = - = -, , ( ), , ( ).0 1 0 1

Îíà ñî ñòîèò èç w ñòîëá öîâ è h ñòðîê. Ýëå ìåí òû mji  òî ïî ëî ãè ÷å ñêîé ìàò ðè öû
òàê æå íà çû âà þò ñÿ òî ïî ëî ãè ÷å ñêè ìè. Îíè íó ìå ðó þò ñÿ ñâåðõó âíèç ïî ñòðî -
êàì è ñëå âà íàïðà âî ïî ñòîëá öàì. Ïðè íå ñìå ùåí íîé íó ìå ðà öèè ïî ïàð íî ðàç -
ëè÷ íûå çíà ÷å íèÿ ] , [j i  èç äèàïàçîíà q Q= -0 1,( ) ïðè ñâà è âà þò ñÿ ýëå ìåí òàì

òî ïî ëî ãè ÷å ñêîé ìàò ðè öû îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà ïðî èç âî ëü íî. Ñî ïî ñòà âèì êàæ -
äûé êëà ñ òåð ñ îò äåëüíîé ìàò ðèöåé âèäà M. Áëà ãî äà ðÿ ñâîé ñò âó ñèì ìåò ðè÷ -
íî ñòè ðà áî ÷å ãî ãðóïï-ãðà ôà, îä íî èìåí íûå ýëå ìåí òû âñåõ òà êèõ ìàò ðèö ñî -
îò íå ñå íû ñ ýëå ìåí òà ìè îäíîãî è òîãî æå êëàññà ñìåæ íî ñòè. Îä íà êî çíà ÷å íèÿ 
] , [j i  îä íî èìåí íûõ ýëå ìåíòîâ òî ïî ëî ãè ÷åñêèõ ìàò ðèö çà âè ñÿò îò íî ìå ðà
êëà ñ òå ðà è çíà ÷å íèÿ òî ïî ëî ãè ÷å ñêî ãî ýëå ìåí òà mji  îïîðíî ãî êëà ñ òå ðà. 

Íà ðèñ. 1, a c-  ïî êà çà íû íå êî òî ðûå ñïî ñî áû âëî æå íèÿ äëÿ ( )6 15´ -ãðà ôà
è íó ìå ðà öèÿ êëà ñ òå ðîâ äëÿ ðàç íûõ ïî ðîæ äà þ ùèõ ýëå ìåí òîâ ïðè Q = 6. Íà
ðè ñóí êå óçëû ðå øåò êè îòî áðà æàþò âåð øèíû ðàáî ÷å ãî ãðà ôà (âåð øè íû
îïîðíî ãî êëà ñ òå ðà âû äå ëå íû æèð íû ìè òî÷êàìè), à æèð íûå ëè íèè – ëèíèè
ðàç äå ëå íèÿ íà êëà ñ òå ðû. Ïîä ïè ñè ïîä ðè ñóí êà ìè âèäà ( , )x y  óêà çû âàþò ñòå -
ïåíè ïîðîæäà þ ùå ãî ýëå ìåí òà. Â èñ ïî ëü çó å ìîì ãðà ôè ÷å ñêîì ïðåäñòàâ ëå íèè 
âåð øè íà ðà áî ÷å ãî ãðóïï-ãðà ôà, ñî îò âåò ñò âó þ ùàÿ ýëå ìåí òó m00  òî ïî ëî ãè ÷å -
ñêîé ìàò ðè öû îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà, ðàñ ïîëàãà åò ñÿ â ëå âîì âåð õ íåì óãëó ðå -
øåò êè, à íà ïðàâ ëå íèå îá ðà çó þ ùèõ ýëå ìåí òîâ g 0  è g1  åñòü íàïðàâ ëå íèå ñëå âà
íà ïðà âî è ñâåðõó âíèç ñî îò âåò ñò âåí íî. Íà ðèñ. 1, d ïðåä ñòàâ ëå íà íå êîòîðàÿ
íå ñìå ùåí íàÿ íó ìå ðà öèÿ îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà è êëà ñ òå ðîâ S -1 è S äëÿ âëî æå -
íèÿ, õà ðàê òå ðè çóåìîãî çíà ÷å íè ÿ ìè ( , ) ( , ).x y = 3 2
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Ãðàô ïðåä ñòà âè òå ëåé. Ñâîé ñò âî ñèì ìåò ðè÷ íî ñòè äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî
ãðóïï-ãðà ôà ïîçâîëÿåò îöå íè âàòü ñòðóê òóðíóþ æè âó ÷åñòü çà äàí íî ãî âëî æå -
íèÿ ñòðóê òóð íîé æè âó ÷å ñòüþ ïîä ãðà ôà ïðåä ñòà âè òå ëåé òå ñ òè ðó þ ùèõ è òå ñ -
òè ðó å ìûõ âåð øèí. Ïðè ìåì, ÷òî ïðåä ñòà âèòåëÿìè òå ñ òè ðó þ ùèõ âåð øèí ñëó -
æàò íà ÷à ëü íûå âåð øè íû êëàñ ñîâ ñìåæ íî ñòè. Äëÿ íåñìåùåí íîé íó ìå ðà öèè
ýòî âåð øè íû 0-êëà ñ òå ðà, ñî ñòàâ ëÿ þ ùèå ìíî æå ñò âî A q Q= -{ , , ... , , ... , }.0 1 1
Îáî çíà ÷èì B q( ) ìíîæåñòâî ïðåä ñòà âè òå ëåé òå ñ òè ðó å ìûõ âåð øèí äëÿ q-ãî
ïðåä ñòà âè òå ëÿ òå ñ òè ðó þ ùèõ âåðøèí. Òîã äà B q q q q t( ) { , , ... , };= + + +1 2

t N= ë - û( ) ;1 2  q Q= -0 1,( ). Íà ïðè ìåð, äëÿ ( )6 15´ -ãðà ôà ïðè Q = 6 è t = 44

èìå åì  B( ) { , , ... , , }5 6 7 48 49=  (ñì. ðèñ. 1, d ).
Ãðàô G V E= ( , ) ïðåä ñòà âè òå ëåé âëî æåí íî ãî äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà D –

ýòî îðè åí òè ðî âàí íûé âçâåøåí íûé ïîä ãðàô ãðà ôà D, èí äó öè ðî âàí íûé ìíî -

æå ñò âîì âåð øèí V A B q
q

Q

= È
=

-

( ).
0

1

U  Äó ãàì ãðà ôà G ïðè ñâà è âà åò ñÿ âåñ; âåñ

äóãè ( , )i j  ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé îïè ñà íèå ~( , )w i j  òå ñ òî âîé ñâÿ çè ìåæ äó âåð øè -
íà ìè i è j.  Äàëåå áóäåì ðàñ ñìàò ðè âàòü ãðàô ïðåä ñòà âè òå ëåé, à ïîä òå ñ òè ðó þ -
ùè ìè è òå ñ òè ðó å ìû ìè âåð øèíàìè áó äåì ïî äðà çó ìå âàòü ïðåä ñòà âè òå ëåé ñî -
îò âåò ñò âó þ ùèõ âåð øèí.

Ïî îïðå äå ëå íèþ äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà D  êàæ äàÿ òå ñ òè ðó þ ùàÿ âåð -

øè íà èìå åò ñâÿ çè ñ t-òå ñ òè ðó å ìû ìè, t N= ë - û( ) ,1 2  òàê ÷òî | | ,V t Q= +  è â

ïîä ãðà ôå G èìå åò ñÿ t = + -t Q 1 âåð øèí, òå ñ òè ðó åìûõ õîòÿ áû îä íîé

òåñòèðó þ ùåé. Ìíî æå ñò âî V ñî ñòî èò èç S t Q Q= ë + û( )  «ïîë íûõ» êëà ñ òå ðîâ,

âñå ýëå ìåí òû êî òî ðûõ ÿâ ëÿ þò ñÿ òåñòè ðó þ ùè ìè èëè òå ñ òè ðó å ìûìè âåð øè -
íà ìè, è îäíîãî «íå ïîëíîãî», ñî ñòî ÿ ùå ãî èç

r t Q SQ= + -( ) (1)

òåñòèðó å ìûõ âåð øèí. Ïîë íûå êëà ñ òå ðû èìå þò íî ìå ðà îò 0 äî S -1, à íå -
ïîëíûé – íî ìåð S.
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0 6 12 3 9 

4 

14 8 

13 7 1 10 

5 11 2 

(1, 2)
 

0 3 6 9 12 

13 10 7 4 1 

14 11 8 5 2  

0 9 3 12  6 

4 10 1 7 13 

2 8 14 5 11 

2 4 1 

3 0 5 

44 46 43 

45 42 47 

50 52 49 

51 48 53 

(7, 2) (3, 2)

a b

c d

Ðèñ. 1



Àíà ëèç ïî êàçàë, ÷òî r ïðè íè ìà åò îãðà íè ÷åí íîå ÷èñ ëî çíà ÷å íèé â çà âè ñè -
ìî ñòè îò ÷åò íî ñòè N P,  è Q r Q: ,= -1 åñëè N è P ÷åò íûå; r Q= -( ) ,2 1 åñëè N
÷åò íîå è P íå ÷åò íîå;  r Q= -( ) ,1 2  åñëè N è P íå ÷åò íûå. Çà ìå òèì, ÷òî ñòðóê -
òó ðà, èìå þ ùàÿ ÷åò íîå N è íå ÷åò íûå P è Q , íå ñó ùå ñò âó åò; ïðè r Q= -1 çíà -
÷åíèå Q ìî æåò áûòü ÷åò íûì èëè íå ÷åò íûì, à ïðè r Q¹ -1 ÷åò íîñòü Q ñîâ -
ïàäà åò ñ ÷åò íî ñòüþ N.

Ïðåä ñòà âèì B q( ) â âèäå òðåõ íå ïå ðå ñå êà þ ùèõ ñÿ ìíî æåñòâ B q( ) =
= È ÈB q B q B q( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 2  òà êèõ, ÷òî

B q A B q q q Q( ) ( )( ) ; ( ) { , , ... , };0 0 1 2 1Ì = + + -

B q Q Q Q S Q( ) ( ) { , , , ... , ( ) };1 1 2 1 1= + + - -

B q S Q S Q t q( ) ( ) {( ) ,( ) , ... , }.2 1 1 1= - - + +

Ýëå ìåí òà ìè óêà çàí íûõ ìíî æåñòâ ÿâ ëÿ þò ñÿ íî ìå ðà ñî îò âåò ñò âó þ ùèõ âåð -
øèí ãðà ôà. Áó äåì ðàñ ñìàò ðè âàòü òðè ïîä ãðà ôà ãðà ôà G, èí äó öè ðó å ìûõ ìíî -
æå ñò âà ìè âåð øèí V V( ) ( ),0 1  è V ( ):2

G V E V A B q A
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ); ( ) ;0 0 0 0 0

0

1

= = È =
=

-

U

G V E E V A B q
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ); ( );1 1 1 0 1 1

0

1

= - = È
=

-

U

G V E E V A B q
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ); ( ),2 2 2 0 2 2

0

1

= - = È
=

-

U

ãäå E E( ) ( ),0 1  è E ( )2  – ìíî æåñòâà äóã, èí öè äåíòíûõ  âåð øè íàì èç V V( ) ( ),0 1  è 

V ( ).2

Ï ð è  ì å ð.  Äëÿ ( )6 15´ -ãðà ôà ïðè t = 44 è Q = 6 èìå åì: A ={ , , , , , },0 1 2 3 4 5
V ( ) { , , , , , },0 0 1 2 3 4 5=  V ( ) { , , , , , , ... , },1 0 1 2 3 4 5 41=  V ( ) { , , , , , , ... , , ... , }.2 0 1 2 3 4 5 42 49=

Ýê âè âà ëåí ò íûå íó ìå ðà öèè. Êàê áûëî îò ìå ÷åíî, ñòðóê òóð íàÿ æè âó ÷åñòü
äèà ãíî ñ òè÷åñêî ãî âëî æåí íî ãî ãðà ôà õà ðàê òå ðè çó åò ñÿ ïå ðå ÷èñ ëå íè åì îïè ñà -
íèé òå ñ òî âûõ ñâÿ çåé åãî ãðà ôà ïðåä ñòà âè òå ëåé, êî òî ðîå íà çû âàåì ðÿ äîì îïè -
ñà íèé (RD). ×àñòü ðÿäà îïè ñà íèé, îò íî ñÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ïîä ãðàôó G1

ãðà ôà ïðåä ñòà âè òå ëåé, îáî çíà ÷à åì RD( ).G1

Î ï ð å  ä å  ë å  í è å  3. Òåñ òî âûå ñâÿçè ñ îïè ñà íè ÿ ìè ~ (| |, | | )w x yij ij1 =  è 
~ (| |, | | )w x ykl kl2 =  íà çû âà åì ýêâèâà ëåí ò íû ìè: ~ ~ ~ ,w w1 2  åñëè | | | |x xij kl=  è 
| | | |.y yij kl=

Ñî å äè íå íèÿ, ñî îò âåò ñò âó þ ùèå ýê âè âà ëåí ò íûì òå ñ òî âûì ñâÿ çÿì, äëÿ çà -
äàí íî ãî âëî æå íèÿ èìå þò îäè íà êî âûå çíà ÷å íèÿ ïî êà çà òå ëÿ Â ñòðóê òóð íîé
æè âó ÷å ñòè [3]. Îò íî øå íèÿ ýê âèâàëåí ò íî ñòè ïðè ìå íè ìû òàê æå ê ðÿ äàì îïè -
ñà íèé â öå ëîì è ê ëþ áûì âû äå ëåí íûì èõ ôðàãìåí òàì. 

Î ï ð å  ä å  ë å  í è å  4. Ïóñòü num1 è num2 – íå êî òî ðûå íó ìå ðà öèè äëÿ
çà äàí íî ãî âëî æå íèÿ ( , , , ),H W x y  à RD(num1) è RD(num2) – ïîðîæäàåìûå
èìè ðÿäû îïè ñà íèé. Åñëè äëÿ êàæ äî ãî ýëå ìåí òà RD(num1) íàé äåò ñÿ ýê -
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âèâàëåí ò íûé åìó ýëåìåíò RD(num2), òî óêà çàí íûå ðÿäû îïè ñà íèé ýê âè âà -
ëåíòíû: RD(num1) ~ RD(num2), à ñî îò âåò ñò âó þ ùèå èì çíà ÷å íèÿ ïî êàçàòåëÿ
ñòðóê òóð íîé æè âó÷åñòè ñîâ ïà äà þò. Çíà ÷èò, RD(num1) ~ RD(num2) ®
® Â Â(num1) = (num2).

Ðàñ ñìîò ðèì òå ïåðü ïîä ãðà ôû G G G( ) ( ) ( ), ,0 1 2  è îò íî ñÿ ùè å ñÿ ê íèì ôðàã -

ìåí òû ðÿäà îïè ñà íèé RD.
Óòâåð æ äå íèå  1.  Äëÿ  çà äàí íî ãî  âëî æå íèÿ  ( , , , )H W x y   ÷àñòü 

RD( , )( ) ( )G G0 1  èí âà ðè àí ò íà ê íåñìå ùåí íîé íó ìå ðà öèè.

Ä î  ê à  ç à  ò å  ë ü  ñ ò  â î. Ïîä ãðàô G ( )0  ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé îðè åí òè -
ðîâàí íûé ïîä ãðàô ïîë íî ãî (îðèåí òè ðî âàí íî ãî) ãðà ôà K V Ep p= ( , ),( )0  èí äó -

öè ðî âàí íî ãî ìíî æå ñò âîì V ( ),0  è òà êîé, â êî òî ðîì ñî õðà íÿ åò ñÿ îòíî øå íèå
ñìåæíî ñòè ãðà ôà K p.

Â ñà ìîì äåëå, äëÿ çà äàí íî ãî V Q( ) { , , ... , }0 0 1 1= -  êàæ äî ìó ñî ÷å òà íèþ ýëå -

ìåí òîâ èç V ( )0  ïî äâà îòâå÷àåò ïàðà ïðî òè âî ïî ëîæ íî íà ïðàâ ëåí íûõ äóã ïîë -

íî ãî ãðà ôà. Çíà ÷èò, äëÿ ãðà ôà K p  ðÿä îïè ñà íèé ñîäåð æèò îïè ñà íèÿ âñåõ âîç -
ìîæ íûõ òå ñ òî âûõ ñâÿçåé ìåæ äó åãî âåð øè íà ìè. 

Ïî ïî ñòðî å íèþ â ïîä ãðà ôå G ( )0  êàæ äàÿ âåð øè íà q1  ñâÿ çà íà ñî âñå ìè âåð -

øè íà ìè q2 , óäîâ ëåò âî ðÿþùèìè îò íî øå íèþ q q1 2< . Ýòî îò íî øå íèå êàæ äîé
ïàðå ( , )q q1 2  ãðà ôà K p  ñòà âèò â ñî îò âåòñòâèå â òî÷ íî ñòè îäíó äóãó ( , )q q1 2 Î

Î E ( )0  ãðà ôà G ( ).0  Ñëå äî âà òå ëü íî, ïðè ëþ áîé íó ìå ðà öèè â RD( )( )G 0  âõî äèò

îïè ñà íèå òåñòîâîé ñâÿ çè ( , )q q1 2  èëè ( , )q q2 1  äëÿ âñåõ q q V1 2
0, .( )Î  Ýòî äî -

êàçû âà åò, ÷òî RD( )( )G 0  íå çà âè ñèò îò ïî ðÿä êà íó ìå ðà öèè âåð øèí îïîð íî ãî

êëàñòå ðà. 
Ãðàô G ( )1  ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé ïîë íûé äâó äî ëü íûé ãðàô: G K Q Z

( )
, ,1 =  ãäå 

Z V A= -( ) .1  Ñâîé ñò âà èñ ïî ëü çó å ìîé íó ìåðàöèè òà êî âû, ÷òî èç ìå íå íèå âçà -

èì íî ãî ðàñ ïî ëî æå íèÿ íî ìå ðîâ â îïîð íîì êëà ñ òå ðå íå ìåíÿåò ñî ñòà âà äðó ãèõ
êëà ñ òå ðîâ è âå äåò òî ëü êî ê ïå ðå ìå íå âçà èì íî ãî ðàñ ïî ëî æå íèÿ íî ìå ðîâ â
êàæ äîì îò äå ëü íîì êëàñòå ðå. Ïîë íî òà G ( )1  îçíà ÷à åò, ÷òî RD( )( )G 1  ñî äåð æèò

îïè ñà íèÿ âñåõ âîç ìîæ íûõ òå ñ òî âûõ ñâÿçåé èç A â B q
q

Q
( ) ( ).1

0

1

=

-

U  Ñëå äî âà òå ëü íî, 

RD( )( )G 1  òàê æå íå çà âè ñèò îò èñ ïî ëü çî âàííîé íó ìå ðà öèè.

Ñëåä ñò âèå 1. Äëÿ çà äàí íî ãî âëî æå íèÿ ( , , , )H W x y  çíà ÷å íèå Â( , )( ) ( )G G0 1

íå çà âè ñèò îò èñïî ëü çó å ìîé íå ñìå ùåí íîé íó ìå ðà öèè.
Îñíî âû âà ÿñü íà óòâåð æ äå íèè 1, ìîæ íî ñó ùå ñò âåí íî ñî êðà òèòü âðåìÿ

ðàñ÷å òà ñòðóê òóð íîé æè âó ÷å ñòè ïðè ñðàâ íè òå ëü íîì èçó ÷å íèè íó ìå ðà öèé
(äëÿ çà äàí íî ãî âëî æå íèÿ ÷èñ ëî íóìåðà öèé ðàâ íî ÷èñ ëó ïå ðå ñòà íî âîê èç Q
ýëå ìåí òîâ). Ðàñ ñ÷è òû âàòü íå îá õî äè ìî òî ëü êî ÷àñòü RD, ñâÿ çàí íóþ ñ 
RD( ).( )G 2  Ñëîæ íîñòü ýòîé çà äà ÷è èìå åò ïî ðÿ äîê O Q( ),2  òîã äà êàê ñëîæ íîñòü 

îïðå äåëåíèÿ ñòðóê òóð íîé æè âó ÷å ñòè áåç èñ ïî ëü çî âà íèÿ ðå çó ëü òà òîâ óòâåð æ -
äå íèÿ 1 èìå åò ïî ðÿ äîê O tQ( ).

Îáî çíà ÷èì M ¢ è ¢¢M  òî ïî ëî ãè ÷å ñêèå ìàò ðè öû, îò íî ñÿ ùè å ñÿ ê êëà ñ òå ðàì 
S -1 è S. Òîã äà ïðè íåñìåùåí íîé íó ìå ðà öèè, åñëè â M òî ïî ëî ãè ÷å ñêèé ýëå -
ìåíò mji  èìå åò çíà ÷å íèå q q Q, { , , ... , },Î -0 1 1  âî-ïåð âûõ, â M ¢ òî ïî ëî -

ãè÷åñêèé ýëå ìåíò ¢mji  ïðè íè ìà åò çíà ÷å íèå ( )S Q q- +1  (äëÿ ïðî ñòî òû áó äåì
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çà ïè ñû âàòü ýòî â âèäå ] [ ( ) ),¢ = - +m S Q qji 1  à, âî-âòî ðûõ, â ¢¢M  òî ïî ëî ãè÷åñ-

êèé ýëå ìåíò ¢¢mji  ïðè íè ìà åò çíà ÷å íèå SQ q+ , êîã äà Q r- > >1 0 è q r< , â

ïðîòèâ íîì ñëó ÷àå ¢¢ = Æmji . Íàçîâåì ýëå ìåí òû ¢mji  è ¢¢mji  ïåðâè÷ íûì è âòî -

ðè÷íûì îá ðà çà ìè ýëå ìåí òà mji; ýëå ìåíò mji  ÿâ ëÿ åò ñÿ ïðî îá ðà çîì ýëåìåí òîâ 
¢mji  è  ¢¢mji.

G (2) -ãðàô. Ãðàô G V E( ) ( ) ( )( , )2 2 2=  áóäåì ðàñ ñìàò ðè âàòü êàê ñî âî êóï íîñòü

÷å òû ðåõ äâó äî ëü íûõ ãðà ôîâ G G G G
1

2
2
2

3
2

4
2( ) ( ) ( ) ( ), , , ,  èí äóöèðî âàí íûõ ñî îò -

âåòñò âåí íî ìíî æå ñò âà ìè âåð øèí: V A B Sc1
2 1( ) { , ( )},= -  V A B Sr r2

2 1( ) { , ( )},= -

V A B Sc r3
2 1( ) { , ( )},= -  V A B Sr r4

2( ) { , ( )}.=

Ïðåä ñòà âèì ìíî æå ñò âî V A( )2 -  â âèäå îáú å äè íå íèÿ ïîä ìíî æåñòâ òå ñ òè -

ðó å ìûõ âåð øèí èç êëàñòåðîâ S -1 è S :

B q B S B S B Sc r r
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),2

0

1

1 1= - È - È
=

-

U

ãäå B S B qc
q

Q

( ) ( )( )- =
=

-

1 2

0

1

I  – ìíî æå ñò âî âåðøèí èç ( )S -1 -êëà ñ òå ðà, òå ñ òè ðó å -

ìûõ âñå ìè âåð øè íà ìè èç A; B Sr ( )-1  – îñòà òî÷ íîå ìíî æå ñò âî âåð øèí èç 

( )S -1 -êëà ñ òå ðà; B S SQ SQ SQ rr ( ) { , , ... , }= + + -1 1  – ìíî æå ñò âî òåñòèðó å -
ìûõ âåð øèí èç S-êëà ñ òå ðà. 

Êàê áûëî îò ìå ÷å íî, r B Sr= ( ) . Íå òðóä íî óñòà íî âèòü, ÷òî äëÿ r Q¹ -1

ìîù íîñòü m ìíî æå ñò âà B Sc ( )-1  ñîñòàâ ëÿ åò m Q r Q r= + - - = +( ) ,1 1 èëè 
m Q= é ù2 , à B S Q mr ( ) .- = -1

Îáî çíà ÷èì A Ac Ì  òà êîå, ÷òî A mc = -{ , , , ... , },0 1 2 1  è A A Ar c= - . Ïóñòü 
A* -  íå êî òî ðîå ïîä ìíî æå ñò âî ìíî æå ñò âà A. Ìíî æå ñò âî A* îáùåãî âèäà

îáëà äà åò ñëå äó þ ùèì ñâîé ñò âîì.
Ñâîé ñò âî 1. Äëÿ ëþ áî ãî A A* Í  âû ïîë íÿ åò ñÿ

B q S Q S Q t q
q A

( )
min( ) {( ) , ( ) , ... , },

*

2 1 1 1= - - + +
Î

I

ãäå q min  – ýëå ìåíò èç A*,  èìå þ ùèé íàè ìåíü øåå çíà ÷å íèå.

Îò ñþ äà íå ïî ñðåä ñò âåí íî âû òå êà åò

Ñâîé ñò âî 2. Åñëè A Ar
* ,=  òî B q B S

q Ar

( ) ( ) ( ).2 1Í -
Î
I

Óòâåð æ äå íèå 2. Äëÿ âñÿ êèõ íó ìå ðà öèé num1 ¹ num2 çà äàí íî ãî âëî æå -
íèÿ ( , , , )H W x y

RD num1 RD num2( , : ) ~ ( , : ).( ) ( ) ( ) ( )G G G G
1

2
2
2

1
2

2
2

Ä î  ê à  ç à  ò å  ë ü  ñ ò  â î. Èç ïî ñòðî å íèÿ ãðà ôà G ( )2  ñëå äó åò, ÷òî äâó -

äîëü íûé ãðàô, èí äó öè ðî âàííûé ìíî æå ñò âîì V
1

2( ), ÿâ ëÿ åò ñÿ ïîë íûì. Èç
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ñâîé ñò âà 2 âû òå êà åò, ÷òî äâó äî ëü íûé ãðàô, èí äó öè ðóåìûé ìíî æå ñò âîì V
2

2( ),

òàê æå ÿâ ëÿ åò ñÿ ïîë íûì. Çíà ÷èò, ñî îò âåò ñò âó þ ùèå ÷à ñ òè ðÿäà îïèñà íèé èí -
âà ðè àí ò íû ê èñ ïî ëü çó å ìîé íóìåðà öèè âåð øèí îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà, ÷òî è òðå -
áî âà ëîñü äî êà çàòü.

Ïî ëó ÷åí íûé ðå çó ëü òàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñðàâ íå íèè íó ìå ðà öèé äî ñòà -

òî÷ íî îãðà íè ÷è òü ñÿ ðàññìîò ðå íè åì  RD( , ).( ) ( )G G
3
2

4
2

Âå ëè ÷è íà m B Sc= -( )1  ïðè íè ìà åò íàè áî ëü øåå âîç ìîæ íîå çíà ÷å íèå
ïðè  r Q= -1.  Â  ýòîì  ñëó ÷àå  â  ãðà ôå  G ( ):2   A Ac = ,  B S B Sc ( ) ( ),- = -1 1

B Sr ( ) .- = Æ1  Äðó ãè ìè ñëî âà ìè, ïðè r Q= -1 ãðàô G ( )2  ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé

äâó äî ëü íûé ãðàô, èí äó öè ðî âàí íûé ìíî æå ñò âîì âåðøèí { , ( )}.A B Sr  Îí ÿâ -
ëÿ åò ñÿ ïîä ãðà ôîì ïîë íî ãî îðè åí òè ðî âàí íî ãî âçâå øåí íî ãî äâó äî ëü íî ãî ãðà -
ôà KA B S, ( ) , èí äó öè ðî âàí íî ãî ìíî æå ñò âîì { , ( )},A B S  ãäå B S( ) – ïåð âè÷ íûå
îá ðà çû ýëå ìåí òîâ îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà, îïè ñû âàåìûå ìàò ðè öåé M ¢.

Ïðåä ñòà âèì ãðàô KA B S, ( )  â ÿðóñ íîé ôîð ìå. ßðó ñû ñî ïî ñòà âèì ñ ýëå ìåí -
òàìè òî ïî ëî ãè ÷å ñêîé ìàòðèöû M è óïî ðÿ äî ÷èì ïî âîç ðà ñ òà íèþ èí äåê ñîâ åå
ýëå ìåí òîâ; íó ìå ðà öèÿ ÿðó ñîâ îñó ùåñòâëÿ åò ñÿ ïî ìî äó ëþ Q. Â ãðà ôå KA B S, ( )

ê ÿðó ñó k k Q, , ( ),= -0 1  îò íî ñÿò ñÿ ýëå ìåíò mji  ìàò ðè öû M, äëÿ êî òî ðî ãî âû -

ïîëíÿåòñÿ k jw i Q= +( ) ,mod  è îá ðàç ýòî ãî ýëå ìåí òà, ò. å. ê îä íî ìó ÿðó ñó îò -
íî ñÿò ñÿ ýëå ìåí òû èç îä íî ãî êëàñ ñà ñìåæíîñòè. Ýëå ìåí òû k-ãî ÿðó ñà îáî -

çíà÷èì Lk  è ¢Lk , ãäå L Ak Î  è ¢ ÎL B Sk ( ). Âåñ äóãè ( , ),L Lk k1 2
¢  k k Q1 2 0 1, ,( ),= -

ãðà ôà KA B S, ( )  ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñî áîé îïè ñà íèå òå ñ òî âîé ñâÿçè ( , ).m mji ji¢ Îí

îïðå äå ëÿ åò ñÿ òî ïî ëî ãè ÷å ñêèì ìåñ òîì ýëå ìåí òîâ, ñî ïî ñòàâ ëåí íûõ ñ âåðøè -
íàìè Lk1

 è ¢Lk2
, â ìàò ðè öàõ  M  è M ¢ ñî îò âåò ñò âåí íî. Ýòîò âåñ íå çà âèñèò îò

èñ ïî ëü çó å ìîé íó ìå ðà öèè (ò. å. îò çíà ÷å íèé ðàññìàòðèâàåìûõ ýëå ìåí òîâ òî -
ïî ëî ãè ÷å ñêîé ìàò ðè öû). Â ñâÿ çè ñ ýòèì ñàì ãðàô è âåñà åãî äóã íà çû âà åì òî -
ïî ëî ãè÷åñêè ìè.

Íó ìå ðà öèÿ âåð øèí ðà áî ÷å ãî ãðà ôà îòî áðà æà åò ñÿ ïðè ñâî å íè åì âåð øè -
íàì KA B S, ( )  âå ñîâ, êîòî ðûå ðàâ íû çíà ÷å íè ÿì ñî ïî ñòàâ ëåí íûõ èì ýëå ìåí òîâ
òî ïî ëî ãè ÷å ñêèõ ìàò ðèö M è M ¢. Òà êèì îáðàçîì, âåñà âåð øèí ãðà ôà KA B S, ( )

çà äà þò ïîä ãðàô G V E( ) ( ) ( )( , )2 2 2=  ñî ãëàñ íî ïðà âè ëó: äóãà ( , ) ,( )L L Ek k1 2

2¢ Î

åñëè è òî ëü êî åñëè äëÿ âå ñîâ vk1
 è ¢vk 2

 âåð øèí Lk1
 è ¢Lk2

 âûïîëíÿ åò ñÿ 

v vk k t
1 2

³ ¢ - .
Ïî óìîë ÷à íèþ èñ ïî ëü çó åì âåñà âåð øèí, ñî îò âåò ñò âó þ ùèå çíà ÷å íèþ

ýëå ìåí òîâ òî ïî ëîãè÷å ñ êîé ìàò ðè öû îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà ñî ãëàñ íî ïðà âè ëó 
] , [ .j i wj i= +

Êîí ñò ðóê öèÿ äâó äî ëü íî ãî ãðà ôà KA B S, ( )  äëÿ ðà áî ÷å ãî ( )4 8´ -ãðà ôà ïðè 

t =15,  Q = ´1 4 è r Q= - =1 3 ïîêà çà íà ïóí ê òè ðîì íà ðèñ. 2, a.  Ïðåä ñòàâ ëåí íî -
ìó íà ýòîì ðèñóíêå âëî æå íèþ ñî îò âåò ñò âó åò ïî ðîæ äà þ ùèé ýëåìåíò g g0 1 , à
íó ìå ðà öèè, ïðåä ñòàâ ëåí íîé íà ðèñ. 2, b, – âåñà âåð øèí ãðà ôà KA B S, ( ). Äóãè

ãðà ôà G ( )2  çäåñü âû äåëåíû ñïëîø íû ìè ëèíè ÿ ìè.

Ñâîé ñò âî 3. Â ãðà ôå G ( )2  ïðè r Q= -1:

3.1. Äëÿ âñÿ êèõ q AÎ  è q t Q q¢ = + - ,  q B S¢Î ( ), ñòå ïå íè âåð øèí q è q¢
ðàâíû çíà ÷å íèþ q.
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3.2. Äëÿ  âñÿ êî ãî  q A q QÎ =, , ,1   âû ïîë íÿ åò ñÿ  B S B q t q( ) ( ) { ,Ç = +

t q t+ - +1 1,... , }.
Ïî ñêî ëü êó ýëå ìåí òû mji  è ¢mji  çà íè ìà þò îäíî è òî æå òî ïî ëî ãè ÷å ñêîå

ìåñ òî â ñî îò âåò ñò âóþùèõ êëà ñ òå ðàõ, âû ïîë íÿ þò ñÿ ñëå äó þ ùèå ñâîé ñò âà, íå
çà âè ñÿ ùèå îò çíà ÷å íèÿ ïàðàìåò ðà r.

Ñâîé ñò âî 4. Äëÿ ëþ áûõ m m M1 2, Î  è èõ îá ðà çîâ ¢ ¢ Î ¢m m M1 2,  âû ïîë íÿ -
åòñÿ ~( , ) ~ ~( , ).w m m w m m1 1 2 2¢ ¢

Ñâîé ñò âî 5. Äëÿ ëþ áûõ m m M1 2, Î  è èõ îá ðà çîâ ¢ ¢ Î ¢m m M1 2,  âû ïîë íÿ åò -
ñÿ ~( , ) ~ ~( , ).w m m w m m1 2 1 2¢ ¢

Ïóñòü mi  – íå êî òî ðûé ñòîë áåö, à mj  – íå êî òî ðàÿ ñòðî êà ìàò ðè öû M. Îïè -
ðà ÿñü íà ñâîéñòâà 4 è 5, ëåã êî ïî ëó ÷èòü

Ñâîé ñò âî 6. Äëÿ ëþ áûõ m m mi1 2, Î  è ïðî èç âî ëü íî ãî ýëå ìåí òà m Mk Î ¢

êîì ïî íåí òû x îïè ñà íèÿ ñâÿçåé ~( , )w m mk1  è ~( , )w m mk2  ñîâïàäàþò: x m mk1 , =
= x m mk2 , .

Ñâîé ñò âî 7. Äëÿ ëþ áûõ m m mj1 2, Î  è ïðî èç âî ëü íî ãî ýëå ìåí òà m Mk Î ¢
êîì ïî íåí òû y îïè ñà íèÿ ñâÿ çåé  ~( , )w m mk1  è ~( , )w m mk2  ñîâïà äà þò: ym mk1 , =
= y m mk2 , .

Çà ìå òèì, ÷òî, áëà ãî äà ðÿ ñèì ìåò ðèè ( )S -1 - è S-êëà ñ òå ðîâ è îïîð íî ãî,
ïðè r Q¹ -1 àíà ëî ãè÷íûå ñâîé ñò âà èìå þò ìåñ òî òàê æå äëÿ ýëå ìåí òîâ ìàò -
ðèö M è ¢¢M .

Ðàñ ñ÷è òà åì çíà ÷å íèÿ êîì ïî íåíò îïè ñà íèÿ òå ñ òî âîé ñâÿçè ìåæ äó ïðî èç -
âî ëü íî âû áðàí íûì ýëå ìåíòîì îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà è åãî ïåð âè÷ íûì îá ðà çîì
äëÿ âëî æå íèÿ, èìå þ ùå ãî r Q= -1,  ò. å. îïðå äå ëèì âåñà äóã òî ïî ëî ãè ÷å ñêî ãî
ãðà ôà KA B S, ( ) , èí öè äåí ò íûõ âåð øè íàì îä íî ãî ÿðó ñà. Îáî çíà ÷èì êîìïî-
íåíòû ýòîé òå ñ òî âîé ñâÿçè ïî íà ïðàâ ëå íèþ îá ðà çó þ ùèõ g 0  è g1  ÷å ðåç KW  è 

KH  ñî îò âåòñòâåí íî.
Ëåì ìà 1. Åñëè äëÿ âëî æå íèÿ ( , , , )H W x y  âû ïîë íÿ åò ñÿ r Q= -1, òî

K
W W

W =
ì
í
ï

îï

2

0

, ;åñëè xåòíîå

â ïðîòèâíîì ñëóxàå,

K
H H

H =
ì
í
î

2

0

, ;åñëè xåòíîå

â ïðîòèâíîì ñëóxàå.

Ä î  ê à  ç à  ò å  ë ü  ñ ò  â î. Ïîä ñòàâèâ â âû ðà æå íèå (1) çíà ÷å íèå r èç
óñëîâèÿ ëåì ìû, ïî ëó÷èì t SQ Q Q SQ= - + - = -1 1.  Ïîñêî ëü êó ïðè r Q= -1
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çíà ÷å íèå N ÷åò íî, òî t N= -( ) .2 2  Îò ñþ äà ( ) ,N SQ- = -2 2 1 èëè N SQ= 2 .
Òàê êàê N PQ= , òî P S= 2 .  Äðó ãè ìè ñëî âà ìè, S-êëà ñ òåð, ñîäåð æà ùèé òå ñ òè -
ðó å ìûå âåð øè íû, ðàâ íî óäà ëåí îò îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà íà S øà ãîâ ïî íàïðàâ ëå -
íèþ ïî ðîæ äà þ ùå ãî ýëå ìåí òà g gx y

0 1
 è íà S øà ãîâ â îá ðàò íîì íà ïðàâ ëå íèè.

Ñëå äî âà òåëüíî, äëÿ ëþ áî ãî m Mji Î  è åãî îá ðà çà ¢ Î ¢m Mji  ïóòü èç mji  â ¢mji

ìîæ íî çà ïè ñàòü â âèäå ( )g gx y S
0 1

 èëè â âèäå ( ) ,g gx y S
0 1
- -  îò êó äà ( )g gx y S

0 1
=

= - -( ) ,g gx y S
0 1

 èëè g g ISx Sy
0
2

1
2 = . Ýòî ìó ãðóï ïî âî ìó ïðåä ñòàâ ëå íèþ ñî îò âåò ñò -

âó åò ñèñòåìà ñðàâ íå íèé

2 0

2 0

Sx W

Sy H

º

º

ì
í
î

mod

mod

;

.

(2)

Ïî ñêî ëü êó S-êëà ñ òåð íå ñîâ ïà äà åò ñ îïîð íûì, âû ïîë íÿ åò ñÿ õîòÿ áû îäíî èç
íå ñðàâ íå íèé:

Sx W

Sy H

¹

¹

ì
í
î

0

0

mod

mod

;

.

(3)

Äëÿ îïðå äå ëåí íî ñòè, íå íà ðó øàÿ îá ùíî ñ òè àíà ëè çà, ïðè ìåì, ÷òî âû ïîë íÿ-
åò ñÿ ïåð âîå èç íåñðàâ íå íèé (3). Ïóñòü Sx K WWº mod , ãäå KW  – öå ëîå è 
KW > 0. Ðàñ ñìîò ðèì êî ëü öå âîé ãðàô ïî ðÿä êà W. Äëÿ íåãî âû ïîë íÿ åò ñÿ

2 0Sx W

Sx K WW

º

º

ì
í
î

mod

mod

;

,

èëè 2K cWW = , ãäå c – öå ëîå; îòñþäà K cWW = 2. Èç ñâîéñòâ êðàò ÷àé øå ãî
ïóòè â êî ëü öå âîì ãðà ôå ñëå äó åò, ÷òî KW  åñòü ðå øå íèå ïî ñëåäíåãî óðàâ íå íèÿ
ïðè cÎ{ , }.0 1  Âå ëè ÷è íà KW  íå çà âè ñèò îò çíà ÷å íèÿ x è ïðè íè ìà åò öå ëî ÷èñ ëåí -
íîå çíà÷åíèå, îò ëè÷ íîå îò íóëÿ, òî ëü êî äëÿ ÷åò íî ãî W. Ñëå äî âà òå ëü íî, ïðè
íå ÷åò íîì W ïîëó÷àåì KW = 0, à ïðè ÷åò íîì – K WW = 2.  Äî êà çà òå ëü ñò âî ëåì -
ìû çà âåð øå íî.

Àíà ëî ãè÷ íûé àíà ëèç, âû ïîë íåí íûé äëÿ r Q¹ -1, äàåò ñëå äó þ ùèå ðå -
çóëü òà òû.

Ëåì ìà 2. Åñëè äëÿ âëî æå íèÿ ( , , , )H W x y  âû ïîë íÿ åò ñÿ r Q= -( ) ,2 1 òî

K
W x W x x W W x

x
W =

- <( ) , ;

,

2 2

2

åñëè è xåòíûå è èëè åñëè è íåxåòíûå

åñëè è xåòíûå èW x x W=

ì
í
î 2,

K
H x H y y H H y

y
H =

- <( ) , ;

,

2 2

2

åñëè è xåòíûå è èëè åñëè è íåxåòíûå

åñëè è xåòíûå èH y y H=

ì
í
î 2.

Ëåì ìà 3. Åñëè äëÿ âëî æå íèÿ ( , , , )H W x y  âû ïîë íÿ åò ñÿ r Q= -( ) ,1 2  òî

K W x

K H y
W

H

= -

= -

ì
í
î

( ) ;

( ) .

2

2
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Ïðè r Q= -1 âåñà äóã òî ïî ëî ãè ÷å ñêî ãî ãðà ôà, èí öè äåí ò íûå âåð øè íàì
îä íî ãî ÿðó ñà, îäèíà êî âû. Îïðå äå ëèì òå ïåðü âåñà äóã ìåæ äó âåð øè íà ìè ðàç -
íûõ ÿðó ñîâ òî ïî ëî ãè ÷å ñêî ãî ãðà ôà.

Ëåì ìà 4. Ïðè r Q= -1 äëÿ ïðî èç âî ëü íî âû áðàí íûõ m m Mj i j i1 1 2 2
, Î  òà -

êèõ, ÷òî ] [j i i1 1 =  è ] [ ,j i j2 2 =  i j i j A¹ Î, , , âûïîë íÿ åò ñÿ ~( , ) ~ ~( , ).w i j w j i¢ ¢
Ä î  ê à  ç à  ò å  ë ü  ñ ò  â î. Îáî çíà ÷èì g g g g g g g gx y x y x y x y

i i j j i i j j

0 1 0 1 0 1 0 1
, , ,¢ ¢ ¢ ¢

ãðóï ïî âûå ïðåä ñòàâ ëå íèÿ âåð øèí i j i j, , ,¢ ¢ ñî îò âåò ñò âåí íî. Â òåðìèíàõ òå î -
ðèè ãðóïï âû ðà æå íèå ~( , ) ~ ~( , )w i j w j i¢ ¢  çà ïè øåò ñÿ â ñëå äó þ ùåì âèäå: 

g g g g
x y x yj i j i j i j i

0 1 0 1

| | | | | | | |, , , , .¢ ¢ ¢ ¢=  Ïî ñëåä íåå ðàâ íî ñè ëü íî âûïîë íå íèþ ñèñòåìû ñðàâ -

íå íèé
x x x x W

y y y y H

j i i j

j i i j

¢ ¢

¢ ¢

- º -

- º -

ì
í
ï

îï

mod

mod

;

.
(4)

Ñðàâ íå íèÿ (4) ìîæ íî ðàñ ñìàò ðè âàòü íå çà âè ñè ìî, êàê ñî îò íîøåíèÿ äëÿ
êî ëü öåâûõ ãðàôîâ ñ ÷èñ ëîì âåð øèí W è H.

Ðàñ ñìîò ðèì äëÿ êîíêðåòíîñòè óñëî âèÿ âû ïîë íå íèÿ ïåð âî ãî ñðàâ íå íèÿ
èç (4). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 6 îïè ñà íèÿ òåñòîâûõ ñâÿçåé ïî êîì ïî íåí òå x ñîâ ïà -
äà þò äëÿ âñåõ ýëå ìåí òîâ, ñîñòàâ ëÿ þ ùèõ ñòîëá öû, êî òî ðûì ïðè íàä ëå æàò
âåð øè íû i j i j, , , .¢ ¢  Äëÿ îïðå äå ëåí íî ñòè âûáå ðåì i è j i j, ,¹  èç íó ëå âîé ñòðî -
êè îïîð íî ãî êëà ñ òå ðà: i j w, { , , ... , ( )}.Î -0 1 1

Íà ðèñ. 3 ïî êà çàí êî ëü öå âîé ãðàô ïî ðÿä êà W, ïðåä ñòàâ ëÿ þ ùèé ñî áîé
ïðî åê öèþ ðàáî ÷å ãî ãðà ôà íà öèê ëè ÷å ñêóþ ïîä ãðóï ïó CW ; x x x xi i j j, , ,¢ ¢ –
ïðî åê öèè íà CW  ñòîëá öîâ òî ïî ëî ãè ÷å ñêîé ìàò ðè öû, êîòîðûì ïðè íàä ëå æàò
ýëå ìåí òû i i j j, , ,¢ ¢ ñî îò âåò ñò âåí íî. Âñëåä ñò âèå ñâîé ñò âà 5 âû ïîë íÿ åò ñÿ ñî -

îòíîøå íèå x x x x aj i j i- = - =¢ ¢ ;  äëÿ ýëå ìåí òà i è åãî îá ðà çà i¢ âû ïîë íÿ åò -

ñÿ x x x x Ki i j j W¢ ¢- = - = . Ðàñ ñìîò ðèì îïè ñà íèÿ òå ñ òî âûõ ñâÿçåé ( , )x xi j ¢  è 

( , ).x xj i ¢  Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî äëè íà ñâÿçè ( , )x xi j ¢  ñî ñòàâ ëÿ åò âå ëè ÷è íó 

( ),K aW +  à äëè íà ñâÿçè ( , )x xj i ¢  – âå ëè ÷è íó ( ).K aW -  Ïî óñëî âèþ î äëè íå

êðàò ÷àé øå ãî ïóòè K WW £ ë û2 . Êðî ìå òîãî, ðàñ ñòî ÿ íèå a w£ -1, ïðè ÷åì 

w W£ ë û2 .  Ñëå äî âà òåëü íî, ( ) .K a WW - < ë û2  Óñëîâèå ñîâ ïà äå íèÿ îïè ñà íèÿ 

òå ñ òî âûõ ñâÿçåé ( , )x xi j ¢  è ( , )x xj i ¢  ìîæ íî çàïè ñàòü â âèäå

( ) ( ) ,K a K a WW W- º + mod (5)

85

Ðèñ. 3



èëè ( ) ( ) ,K a K a WW W- º - - mod  ãäå - º -p W W p Wmod mod( ) . Èç ïî ñëåä -
íèõ äâóõ ñðàâ íå íèé ñëå äó åò, ÷òî ( ) ( ) ,K a K a WW W+ º - - mod  îò êó äà 2KW º
º 0modW. Òîãäà ñðàâ íå íèå (5) âû ïîë íÿ åò ñÿ, åñëè è òî ëü êî åñëè KW  ïðè íè -
ìàåò çíà÷å íèÿ èç ìíî æå ñò âà { , },0 2W  ÷òî, â ñâîþ î÷å ðåäü, âûïîë íÿ åò ñÿ ëèøü
ïðè r Q= -1.

Ïî ñêî ëü êó äëÿ çàäàííîãî W ïðè ëþ áîì h ðà áî ÷èé ãðàô èìå åò îäè íà êî -
âóþ ïðî åê öèþ íà öèê ëè ÷å ñêóþ ïîä ãðóï ïó CH , âû øå ïðè âå äåííîå ñïðà âåä -
ëè âî òàê æå äëÿ h =1. Àíà ëî ãè÷ íî ìîæ íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè r Q= -1 âû ïîë -
íÿåò ñÿ âòî ðîå âû ðà æå íèå èç (4).

Ñëåä ñò âèå 2. Ïðè r Q= -1 äëÿ ëþ áûõ i j A, Î  âû ïîë íÿ åò ñÿ ~( , ) ~w i j ¢
~ ~( , ).w j i¢

Èòàê, óñòà íîâ ëå íî, ÷òî ïðè r Q= -1 ãðàô KA B S, ( )  îá ëà äà åò ñâîé ñò âîì
ðàâ íî âåñ íî ñòè: äëÿ ëþ áîé ïàðû ÿðóñîâ äâó äî ëü íî ãî òî ïî ëî ãè ÷å ñêî ãî ã ðà ôà 

KA B S, ( ) , ñî äåð æà ùèõ âåð øè íû L Li i, ¢ è L Lj j, ,¢  i j Q, , ( ),= -0 1  âåñà äóã ( , )L Li j¢

è ( , )L Lj i¢  ñîâïàäàþò.

Óòâåð æ äå íèå 3. Ïðè r Q= -1 äëÿ ïðî èç âî ëü íûõ íå ñìå ùåí íûõ íó ìå ðà -
öèé num1 è num2 RD num1 RD num( ( )) ~ ( ( )).( ) ( )G G2 2 2

Ä î  ê à  ç à  ò å  ë ü  ñ ò  â î. Íà çî âåì äóãè ãðà ôà KA B S, ( ) , ñâÿ çû âà þ ùèå

âåð øè íû ðàç íûõ ÿðó ñîâ, òî ïî ëî ãè÷åñêè ðàç ëè ÷à þ ùè ìè ñÿ. Ïðè ÷èñ ëå ÿðó -

ñîâ Q â ãðà ôå KA B S, ( )  èìå åò ñÿ â òî÷ íî ñòè f Q k
k

Q

( ) =
=

-

å
0

1

 ïàð òî ïî ëî ãè ÷å ñêè

ðàç ëè ÷à þ ùèõ ñÿ äóã. Ëåãêî âè äåòü, ÷òî ïîä ãðàô G ( )2  ãðà ôà KA B S, ( )  ïðè íóìå-

ðà öèè, èñ ïî ëü çó å ìîé äëÿ âåð øèí òî ïî ëî ãè ÷å ñêîé ìàò ðè öû M (íà çî âåì åå
num1), ñî äåð æèò â òî÷ íî ñòè îäèí ýêçåìïëÿð êàæ äîé èç òî ïî ëî ãè ÷å ñêè ðàç ëè -
÷à þ ùèõ ñÿ äóã. Ìîæ íî ñêà çàòü, ÷òî ïîä ãðàô G ( ) ( )2 1num  ÿâ ëÿ åò ñÿ ïîëíûì îò -

íî ñè òå ëü íî îïå ðà öèè âêëþ ÷å íèÿ â íåãî òî ïî ëî ãè ÷å ñêè ðàç ëè ÷à þ ùèõ ñÿ äóã.
(Îòìåòèì äëÿ ïîë íî òû èç ëî æå íèÿ, ÷òî äóãè âèäà ( , )L Li i¢  íå âõî äÿò â ïîä ãðàô 
G ( ) ( ).)2 1num  Äëÿ ïðî èç âî ëü íîé íóìåðà öèè num2 ñî îò âåò ñò âó þ ùèé ïîä ãðàô 

G ( ) ( )2 2num  ñ íå âçâå øåí íû ìè äó ãà ìè èçî ìîð ôåí ïîä ãðà ôó G
3
2 1( ) ( )num  ñ íå -

âçâå øåí íû ìè äó ãà ìè. Ýòî ðå çó ëü òàò òîãî, ÷òî â ãðà ôå G V E( ) ( ) ( )( , )2 2 2=  äóãà 

( , ) ,( )i j E¢ Î 2  i A j B SÎ ¢Î, ( ), åñëè è òî ëü êî åñëè i j t> ¢ - .  Ïîñêî ëü êó äëÿ ëþ áîé 

íó ìå ðà öèè â ñî îò âåò ñò âó þ ùåì ïîä ãðà ôå G
3
2( )  íåò íè îä íîé ïàðû òî ïî ëî ãè -

÷åñêè îäè íà êî âûõ äóã, òî ïîä ãðà ôû G
3
2 1( ) ( )num  è G

3
2 2( ) ( )num  ñ âçâå øåí íû ìè

äó ãà ìè òàê æå èçî ìîð ô íû, ÷òî è äî êà çûâàåò óòâåðæäå íèå. 
Èç óòâåð æ äå íèé 1 è 3 âû òå êà åò
Ñëåä ñò âèå 3. Ïðè r Q= -1 äëÿ ïðî èç âî ëü íûõ íå ñìå ùåí íûõ íó ìå ðà öèé

num1 è num2 çà äàí íî ãî âëî æå íèÿ ( , , , )H W x y  âûïîë íÿ åò ñÿ Â =( )num1
= Â( ).num2

Òà êèì îá ðà çîì, óñòà íîâ ëå íî, ÷òî âå ëè ÷è íà r ñëó æèò ïðè çíà êîì íå çà âè -
ñè ìî ñòè ñòðóê òóðíîé æè âó ÷å ñòè âëî æå íèÿ îò íó ìå ðà öèè. Èñ ïî ëü çî âà íèå
ýòî ãî ïðè çíà êà ïîçâî ëÿ åò óìå íü øèòü òðó äî åì êîñòü îïðå äå ëå íèÿ ïà ðà ìåò ðîâ 
W è H ðà áî ÷åé ñòðóêòóðû ÂÑ è íó ìå ðà öèè åå ìî äó ëåé, ïðè êî òî ðûõ äî ñòè ãà -
åò ñÿ ìàê ñè ìà ëü íîå çíà ÷å íèå ñòðóê òóð íîé æèâó ÷å ñòè âëî æåí íî ãî äèà ãíî ñ òè -
÷å ñêî ãî ãðà ôà.  

86



Çà êëþ ÷å íèå. Èçó ÷å íû ñâîé ñò âà öèð êó ëÿí ò íî ãî äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà,
âëî æåí íî ãî â ðà áî ÷èé ãðàô ïðÿ ìî ãî ïðî èç âå äå íèÿ öèê ëè ÷å ñêèõ ãðóïï. Óñòà -
íîâ ëå íû óñëî âèÿ íå çà âèñèìî ñ òè çíà ÷å íèÿ ââå äåí íî ãî ïî êà çà òå ëÿ ñòðóê òóð -
íîé æè âó ÷å ñòè ôðàã ìåí òîâ âëî æåí íî ãî ãðà ôà îò íó ìå ðà öèè åãî âåð øèí.
Íàé äå íû ïðî ñòûå àíà ëè òè ÷å ñêèå ïðè çíà êè èí âà ðè àíòíîñòè ñòðóê òóð íîé
æè âó ÷å ñòè âëî æåí íî ãî äèà ãíî ñ òè ÷å ñêî ãî ãðà ôà ê èñ ïî ëü çó å ìîé íó ìåðàöèè.
Ïî ëó ÷åí íûå ðå çó ëü òà òû ïî çâî ëÿ þò óìå íü øèòü òðó äî åì êîñòü ðå øå íèÿ çà äà÷
àíà ëè çà è ñèí òå çà ÂÑ ìàê ñè ìà ëü íîé æè âó ÷å ñòè, ïî ñòàâ ëåí íûõ â [3].
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