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В работе  численно  моделируется сверхзвуковое течение воздуха в плоском канале с поперечным вдувом 
турбулентной струи водорода через щель на нижней стенке. Предложен алгоритм решения осредненных по 
Фавру уравнений Навье−Стокса для течения совершенного многокомпонентного газа на основе WENO-схемы. 
Основное внимание уделяется взаимодействию ударно-волновой структуры с пограничными слоями на нижней и 
верхней стенках канала в условиях внутреннего турбулентного течения, а именно, проведено детальное изучение 
структур потоков, исследованы отрыв и смешение в зависимости от ширины щели струи. Установлено, что 
помимо известных ударно-волновых структур, возникающих при взаимодействии набегающего потока 
с поперечной струей и при взаимодействии головного скачка уплотнения с пограничными слоями вблизи стенок, 
образуется дополнительная система скачков уплотнения и отрыв потока на нижней стенке на некотором 
расстоянии от струи вниз по потоку. Проведено сравнение с опытными данными. 
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Введение 

В большинстве существующих работ по теоретическому изучению взаимодействия 
струи и набегающего потока в канале рассматривается область вдува струи, при этом, 
как правило, на верхней границе реализуются граничные условия симметрии или 
свободного потока [1−3], что значительно облегчает решение такого рода задач. Так, 
в работе [1] были рассчитаны процессы смешения и протекания химических реакций 
при поперечном вдуве звуковой струи водорода в сверхзвуковой воздушный поток 
с параметрами M 4,∞ =  1000 K,T =  p = 4 атм. Были выявлены некоторые особенности 
течения, в частности, установлено существование зон обратных токов перед инжектором 
и за ним. Исследования работы [2] касались поперечного вдува газообразного топлива 
под углом в низкий удлиненный канал сверхзвукового сгорания. Численно было показано, 
что впрыск топлива под углом приводит к повышению эффективности смешивания 
топлива с воздухом. Авторами [3] изучалось влияние угла наклона вдува струи на сверх-
звуковое смешение газов. Было установлено, что чем больше угол, тем больше общий 
коэффициент потери давления в струе. 

  Бекетаева А.О., Моисеева Е.С., Найманова А.Ж., 2016 
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Механизм образования ударно-волновой структуры вышеуказанного течения хорошо 
описан в литературе [1−7]. Схематическая картина потока в области вдува представлена 
на рис. 1. Головной, косой и замыкающий скачки уплотнения, пересекаясь в одной точке, 
образуют λ-образную структуру. На схеме перед струей изображены вихри, образую-
щиеся в результате первичного и вторичного отрывов потока от стенки. 

В ряде работ рассматривается взаимодействие вдуваемой струи с ударной волной, 
генерируемой с верхней стенки канала, что также несколько упрощает постановку задачи, 
но позволяет детально изучать их взаимодействие. Так, в работе [8] численно изучалось 
влияние размеров и расположения генератора скачка уплотнения, падающего с верхней 
стенки, на профили давления на нижней стенке в области вдува струи. Угол наклона 
генератора варьировался в пределах от 15,784° до 35,974°. Авторы показали, что область 
взаимодействия как перед струей, так и за ней существенно зависит как от угла наклона 
генератора, так и от его размера. В работе [9] приведены результаты исследования влия-
ния ударных волн на область сверхзвукового горения водородной струи. Влияние 
падающей ударной волны на турбулентный пограничный слой также численно исследо-
валось в работе [10]. 

Следует отметить работы, посвященные изучению взаимодействия падающей ударной 
волны с пограничным слоем [11−12]. При этом отметим, что исследования взаимодействия 
ударной волны с пограничным слоем в условиях внутреннего турбулентного течения 
практически отсутствуют. Схематическая картина взаимодействия ударной волны 
с пограничным слоем на верхней стенке канала также приведена на рис. 1. Видно, что 
головной скачок 1, достигая верхней границы, создает положительный градиент давле-
ния, который оказывается достаточным для отрыва пограничного слоя на верхней стенке. 
При этом сверхзвуковая область пограничного слоя отклоняется и порождает волну 
сжатия 4, распространяющуюся в виде отраженного скачка 5. В работе [11] основ-
ное внимание уделялось изучению структуры взаимодействия ударной волны 
с пограничным слоем, размеров отрывной зоны, а также динамических и тепловых на-
грузок, реализующихся при уменьшении или увеличении интенсивности взаимодействия. 

 
 

Рис. 1. Схема течения. 
1  головной скачок уплотнения, возникающий вследствие торможения набегающего потока перед струей,  

2 и 3  косой и замыкающий скачки уплотнения соответственно, 4  волна сжатия, 5  отраженный скачок, 
6  волна сжатия, возникающая в месте присоединения оторвавшегося потока. 
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В работе [12] исследовались условия, при которых угол наклона и интенсивность удар-
ной волны приводят к отрыву пограничного слоя. 

Практический интерес к сверхзвуковому течению со вдувом струй в канале связан 
с возникающими нагрузками как на верхнюю, так и на нижнюю стенки канала. При этом 
очевидно, что структура взаимодействия будет существенно зависеть от параметров 
вдуваемой струи, а также от высоты самого канала. На сегодняшний день, как было 
указано выше, проблемы взаимодействия ударной волны с вдуваемой струей и с погра-
ничными слоями в основном рассматриваются по отдельности. Это связано не только 
с трудностью численной реализации сложного характера течения и многокомпонентно-
стью рассматриваемого газа, но и с наличием верхней стенки, что требует надежных 
численных методов расчета. 

Цель настоящей работы  численное моделирование сверхзвукового течения в плос-
ком канале с поперечным вдувом многокомпонентной струи и изучение взаимодействия 
ударной волны, возникающей перед вдуваемой струей, с пограничным слоем как на 
нижней, так и на верхней стенках, а также численное изучение условий отрыва погра-
ничного слоя на стенках и влияния ширины струи на возникновение отрыва. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается сверхзвуковое течение воздуха с поперечным вдувом струи 
с нижней стенки прямоугольного канала (рис. 1). Система двумерных осредненных по 
Фавру уравнений Навье−Стокса для многокомпонентной газовой смеси относительно 
декартовых координат в консервативной форме представляется в виде: 
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Система уравнений (1) записана в безразмерном виде в общепринятых обозначениях, 
в качестве определяющих приняты параметры потока , , ,u Tρ∞ ∞ ∞  давление P и полная 

энергия tE  отнесены к значению 2 ,uρ∞ ∞  удельная энтальпия kh   к 0 / ,R T W∞ ∞  молярные 
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удельные теплоемкости pkC   к 0 ,R  характерным параметром длины является высота 

канала, индекс “∞” относится к параметрам потока; kY   массовая концентрация k-ой 
компоненты, индекс массовой концентрации k = 1 соответствует 2O ,  k = 2  2H  (или He),  
k = 3  2N ;  3pN =

 
 число компонент смеси газов, kW   молекулярный вес k-ой 

компоненты, Re, Pr, M, Sc  числа Рейнольдса, Прандтля, Маха и Шмидта соответ-
ственно, , , ,xx zz xz zxτ τ τ τ   тензоры вязких напряжений, , , ,x z xk zkq q J J   тепловые и 
диффузионные потоки (диффузионные потоки вычисляются по закону Фика), 

tlµ µ µ= +   коэффициенты ламинарной и турбулентной вязкости. Для определения 

tµ  используется k-ω модель турбулентности. 

2. Граничные условия 

Граничные условия на входе имеют вид: ,k kW W ∞=  ,P P∞=  ,T T∞=  0M ,
R T

u
W
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Во входном сечении вблизи стенок канала задается пограничный слой, где продольную 

составляющую скорости можно записать следующим образом: ( ) ( )22 20,1 0,9u z zδ δ= +  

для x = 0, 20 z δ≤ ≤  и ( )1/ 7
1u z δ=  для x = 0, 2 1,zδ δ≤ ≤  здесь ( )0,2

1 0,37 Rexδ =  тол-

щина пограничного слоя, 2 10,1δ δ=   пристенный слой (10 % от пограничного слоя). 

Значения температуры и плотности примут вид: ( )w w1 ,T T u T= + −  1 ,Tρ =  где 

( )( )2
w 1 ( 1 2 )MT r γ ∞= + −   температура на стенке, 0,88.r =  
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u = 0, 0 ,k kY Y=  0,z =  ,b bL x L h≤ ≤ +  где 0 /n P P∞=   степень нерасчетности, индекс 0 
относится к параметрам струи. На нижней и верхней стенках задается условие прилипа-
ния и теплоизоляции, на выходной границе задаются условия неотражения [13]. 

3. Метод решения 

На нижней и верхней стенках в пограничном слое, а также на уровне щели вводится 
сгущение сетки для более точного численного решения. Тогда система уравнений (1) 
в преобразованной системе координат запишется в виде: 
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. ( ) ( ), / ,J x zξ η= ∂ ∂   якобиан преобразования. Параметры преобразо-

вания координат подробно описаны в работах [17, 18]. 
В настоящее время для решения такого рода сложных задач широко применяются 

квазимонотонные консервативные схемы повышенного порядка аппроксимации, такие 
как TVD (Total Variation Diminishing Schemes), ENO (Essentially Nonoscillatory Schemes), 
WENO (Weighted ENO) схемы [14−19]. 
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В настоящей работе конвективные члены аппроксимируются с использованием 
WENO-схемы, идея построения которой основана на ENO-схеме, изложенной в рабо-
тах [17, 18]. 

По известным значениям исходных переменных вычисляется поле температуры 
с помощью уравнения 

( ) ( )( ) ( )2 2
t 2

1 0,
2M

f T E H T RT u w
W

ρ ρ
γ∞ ∞

= − − − + =                         (5) 

где H   молярная энтальпия смеси газов. Решение алгебраического  уравнения (5) от-
носительно температуры осуществляется итерационным методом Ньютона−Рафсона, 
обладающим квадратичной скоростью сходимости [17, 18]. 

4. Результаты расчетов и их анализ 

Тестовая задача 1 

Для проведения сравнения с опытными данными выполняется расчет плоского 
сверхзвукового течения воздуха ( M 2,9,∞ =  0,0663 MPa,P∞ =  108 KT∞ = ) с перпенди-

кулярным вдувом звуковой струи гелия ( 0 217 K,T = 0 1, 24 MPaP = ) через щель на нижней 
стенке шириной 0,0559 см. Высота H и ширина L канала составляют 7,62 и 25 см соот-
ветственно. Удельные теплоемкости при постоянном давлении k-ой компоненты pkC  

вычисляются при помощи полиномиальной интерполяции четвертого порядка по темпе-
ратуре: 

5
1

1
,i

pk ki
i

C a T −

=
= ∑                                                       (6) 

где { }kia   эмпирические константы. Здесь для определения { }kia  при температуре 

ниже 300 K (см. табл.) используются экспериментальные данные работы [20]. Для темпера-
туры в пределах 300 < T < 5000 K значения эмпирических констант взяты из работы [21]. 

Для оценки точности разностной схемы и ее эффективности были проведены рас-
четы распределения давления на стенке перед щелью и за ней на последовательности 
сеток с числом узлов от 301×221 до 421×281. На рис. 2 показаны распределения давления 
на стенке, рассчитанные на различных сетках. Увеличение числа узлов расчетной сетки 
проводит к тому, что экспериментальные результаты и расчетные кривые, начиная 
с числа узлов 381×281 и выше, практически совпадают, причем из рисунка видно хорошее 
согласование численных и экспериментальных данных. Таким образом, можно говорить 
о достаточной точности схемы для сеток с числом узлов 381×281 и выше, что позволяет 
проводить расчет задачи на сетках этих размеров. 

Та б лица 
Значения эмпирических констант { }kia  

T < 300 O2 N2 He 

ak1 0,34843577⋅102 0,39755287⋅102 0,209336046⋅102 
ak2 −0,90674514⋅10−1 −0,20027529⋅10 0,000000000⋅10 
ak3 0,56072001⋅10−3 0,14293081⋅10−2 0,000000000⋅10 
ak4 −0,15761941⋅10−5 −0,45017727⋅10−5 0,000000000⋅10 
ak5 0,17168133⋅10−8 0,52356848⋅10−8 0,000000000⋅10 



Бекетаева А.О., Моисеева Е.С., Найманова А.Ж. 

 186 

                 Тестовая задача 2 

Следующей тестовой задачей яв-
ляется моделирование взаимодействия 
падающего скачка уплотнения с тур-
булентным пограничным слоем. Для 
этого рассматривается сверхзвуковое 
течение вдоль тонкой пластины с гене-

ратором скачка уплотнения на верхней границе с параметрами задачи, соответствующи-
ми экспериментам работы [12], где число Маха набегающего потока M 5,∞ =  число Рей-

нольдса 6Re 40 10 ,= ⋅  температура стенки 300 K.wT =  Расчеты проводятся для угла гене-

ратора скачка α  = 14°, который соответствует отрывному течению пограничного слоя. 
На рис. 3 представлены результаты расчетов настоящей работы и данные [12] по коэф-
фициентам трения (рис. 3а) и давления (рис. 3b) на стенке. Незначительное расхождение 
в области падения скачка уплотнения на стенку (на рис. 3b оно соответствует области 
резкого возрастания давления на стенке), очевидно, объясняется тем, что при решении 
поставленной задачи в работе [12] используется система уравнений Навье−Стокса для 
однокомпонентного совершенного газа, тогда как в настоящей работе используется сис-
тема уравнений для многокомпонентного газа, где для определения температуры не-
обходимо итерационное решение уравнения (5). В целом можно отметить удовле-
творительное согласование экспериментов и расчетов. 

 

 

Рис. 2. Распределение давления на стенке. 
Число узлов в сетке:  421×281 (1),  401×281 (2), 

381×281 (3),  301×281 (4),  301×221 (5), 
экспериментальные данные работы [1] (6);  

M∞ = 2,9, P∞ = 0,0663 MPa, T∞ = 108 K, 
T0 = 217 K, P0 = 1,24 MPa. 

 
 

Рис. 3. Распределение коэффициента трения (а) и давления (b) на стенке. 
Расчеты: 1  WENO-схема, 2  результаты работы [12]; 3  экспериментальные данные работы [12]. 
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Исследование влияния ширины струи 

Результаты расчетов поставленной задачи (1), где варьируются размеры щели вду-
ваемой струи ( 1,h 2 ,h 3h ), будут приведены ниже на рис. 4−6. Безразмерные параметры 
вычислительной области имеют следующие значения: длина канала 6,25,L =  высота H = 1. 
В первом случае размер ширины канала 1 0,05,h =  во втором случае  2 0,066,h =  и 
в третьем случае  3 0,083.h =  При численном расчете во входном сечении задается 
толщина пограничного слоя 1 0,1,δ =  вычисленная для x = 12. Тогда высота пристенного 

слоя соответствует ламинарно-турбулентному подслою 70,z+ =  где 2 / ,z uτδ ν+ =  а высота 

пограничного слоя составляет 3700,z+ =  где 1 / .z uτδ ν+ =  Здесь ( )1/ 2
0,5 fu Cτ =   дина-

мическая скорость, fC   коэффициент трения потока на стенке. Сгущение сетки вблизи 

стенки осуществляется таким образом, что для первого от стенки узла сетки выполняется 
условие 1,5,z+ =  на пристенный слой приходится 5−8 узловых точек по направлению 
оси z, а расчет всего пограничного слоя выполняется с использованием 35−40 узлов рас-
четной сетки. 

Параметры набегающего потока имеют следующие значения: M∞ = 3,75, T∞ = 629,43 K, 
6Re 10 ,=  Pr 0,7;=  у струи 0 800 K,T =  параметр нерасчетности n равен 15. Данные чис-

ленных экспериментов по взаимодействию скачков уплотнения с пограничными слоями 
для щелей различной ширины представлены на рис. 4. В результате взаимодействия 
струи с набегающим потоком наблюдается образование систем скачков уплотнения, 
которые соответствуют ранее изученным и схематически представленным на рис. 1. 
Из-за торможения набегающего потока перед вдуваемой струей возникает головной 
скачок уплотнения 1, от которого вверх по потоку отходит косой скачок 2. За косым 
скачком существуют участки сверхзвуковых зон, торможение которых сопровождается 
появлением замыкающего скачка 3. Видно, что отошедший головной, косой и замыкающий 

 
 

Рис. 4. Распределение изобар для щели с разной шириной. 
h1 (а), h2 (b), h3 (c); T0 = 800 K, M∞ = 3,75, T∞ = 629,43 K, Re = 106, Pr = 0,7. 
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скачки уплотнения образуют λ-образную систему. Как следует из рис. 4с, для 3h  
скачок 3 слабо выражен, тогда как для двух других случаев (рис. 4а, 4b) он отчетливо про-
сматривается. 

Из рис. 4 следует, что головной скачок 1, достигая верхней границы, создает поло-
жительный градиент давления, который оказывается достаточным для отрыва погранич-
ного слоя на верхней стенке. При этом сверхзвуковая область пограничного слоя откло-
няется и порождает волну сжатия 4, которая распространяется в виде отраженного 
скачка 5. Также на графиках просматривается веер волн разрежения в пограничном слое 
в виде теней за скачком 5, обусловленный расширением потока в области за скачком 1. 
Таким образом, здесь наблюдается хорошо известная в литературе картина взаимодейст-
вия ударной волны с пограничным слоем. Ниже по течению в результате присоединения 
оторвавшегося потока к обтекаемой стенке, где течение опять становится безотрывным, 
формируется отраженный скачок уплотнения 6, возникающий в области смешения 
оторвавшегося пограничного слоя с внешним потоком. 

 
 

Рис. 5. Распределение местного числа Маха для щелей разной ширины. 
h1 (а), h2 (b), h3 (c); T0 = 800 K, M∞ = 3,75, T∞ = 629,43 K, Re = 106, Pr = 0,7. 
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Аналогично картине перед струей, головной скачок уплотнения 1, волна сжатия 4 
и отраженный скачок уплотнения 5, пересекаясь в одной точке, образуют λ-образную 
систему. Размеры этой λ-образной структуры значительно возрастают с ростом ширины 
щели, что можно наблюдать из сравнения рис. 4а−4с. Видно, что увеличение ширины 
струи приводит к тому, что волна сжатия 4, сформировавшись вблизи верхней стенки, 
существенно сдвигается по направлению к входной границе. 

На графиках изобар 4 хорошо просматривается диск Маха. Возрастание размеров 
щели приводит к расширению бочкообразной структуры в струе и, как следствие, к уве-
личению диска Маха (рис. 4а и 4b). Однако в случае максимального размера щели (h3) 
(рис. 4c) диск Маха уменьшается, так как зона отрыва смещается в сторону входной 
границы, соответственно расстояние между струей и верхней возвратной областью ста-
новится минимальным (конфузор), вследствие этого набегающий поток существенно 
ускоряется, тем самым препятствуя расширению струи. 

Из рис. 4 следует, что помимо общеизвестной ударно-волновой картины появляется 
дополнительная структура, обусловленная взаимодействием отраженного скачка 6 
с пограничным слоем на нижней стенке за струей. Видно, что взаимодействие нижнего 
пограничного слоя и скачка 6 аналогично картине, наблюдаемой на верхней стенке, т.е. 
создается волна сжатия 7, которая распространяется в виде скачка 8. Также здесь про-
сматривается слабая отраженная волна 9. 

Известно, что при истечении недорасширенной струи в поток давление в струе 
стремится выровняться с давлением окружающей среды, вследствие чего происходит 
расширение струи с образованием семейства волн разрежения, которые движутся к гра-
ницам струи, формируя висячий скачок, замыкающийся диском Маха, что демонстрирует 

распределение местного числа Маха ( 2 2M ,u w c= +  здесь с  местная скорость звука), 
представленное на рис. 5. Из рис. 5а и 5b прослеживается рост размеров бочки с возрас-
танием ширины щели. Однако в соответствии с ранее сказанным о распределении дав-
ления (см. рис. 4) из изолиний Маха для h3 (рис. 5с) можно наблюдать сужение бочки 
несмотря на то, что размер щели является максимальным. 

Результаты численных экспериментов для поля вектора скорости, представленные 
на рис. 6, демонстрируют картину вихревой структуры. Из графика видно, что для всех 
рассматриваемых случаев в зоне, примыкающей к стенке, перед струей формируются 
два вихря, направления движения в которых противоположны вследствие того, что часть 
потока воздуха непосредственно вблизи стенки, проходя участки косого (2) и замыкаю-
щего (3) скачков, поворачивает вниз к стенке и проникает в зону отрывного течения, а 
затем растекается в противоположных направлениях. За струей возникновение вихревой 
области связано с зоной низких давлений. На графиках также можно увидеть область 
отрыва на верхней стенке вследствие взаимодействия головного скачка уплотнения 1 
с верхним пограничным слоем. Качественные картины возвратных зон во всех трех слу-
чаях аналогичны, однако количественно они отличаются, т.к. размеры отрыва погранич-
ного слоя на верхней стенке существенно увеличиваются с ростом ширины щели. 

На рис. 6а−6с помимо известных наблюдается дополнительный вихрь на нижней 
стенке на некотором расстоянии за струей, который сформировался в результате взаи-
модействия скачка 6 с нижним пограничным слоем. Как следует из графиков, 
с возрастанием размеров щели происходит его смещение в сторону струи (сравнение 
рис. 6а−6с). Таким образом, можно сделать вывод, что рост размеров щели будет приво-
дить к повышению смешения воздуха и горючего непосредственно за вдуваемой струей 
вследствие обширных зон возвратных течений. 
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Заключение 

С помощью численных экспериментов изучены ударно-волновая структура 
и отрывная область, возникающая вследствие взаимодействия скачков уплотнения 
с пограничным слоем как на верхней, так и на нижней стенках канала в зависимости от 
размеров вдуваемой струи. Показано уменьшение расширения струи с увеличением 
ширины щели, которое является следствием возникновения конфузора между вдуваемой 
струей и отрывной зоной на верхней стенке. Выявлено, что помимо общеизвестной 
ударно-волновой картины здесь появляется дополнительная структура, обусловленная 
взаимодействием отраженного скачка 6 с пограничным слоем на нижней стенке на неко-
тором расстоянии за струей, что может приводить к повышению смешения воздуха и 
горючего вследствие обширных зон возвратных течений. Сопоставление расчетов 
с опытными данными показывает удовлетворительное согласование результатов. 
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