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Для описания процесса деформирования тонких оболочек при произвольных перемеще-
ниях и деформациях предложен новый модифицированный вариант теории типа теории
Тимошенко, основанный на введении в качестве неизвестных функций вектора пово-
ротов, компонентами которого в базисе, связанном с деформированной срединной по-
верхностью оболочки, являются компоненты вектора поперечных сдвигов и кратность
удлинений в поперечном направлении по К. Ф. Черныху. В случае, когда срединная по-
верхность оболочки отнесена к произвольной неортогональной системе криволинейных
координат, для внутренних усилий и моментов получены соотношения, основанные на
введении истинных напряжений и истинных деформаций по В. В. Новожилову. С помо-
щью построенных уравнений получено решение задачи о статической неустойчивости
при расширении под действием внутреннего давления изотропной сферической оболоч-
ки, выполненной как из линейно-упругого материала, так и из эластомера (резины), для
описания которого использованы соотношения К. Ф. Черныха.
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1. Модель типа модели Тимошенко. Отнесем пространство V недеформирован-
ной оболочки к системе криволинейных координат (x1, x2, z), связанной со срединной по-
верхностью σ, и определим положение произвольной точки M(xi, z) оболочки, задавая ее
радиус-вектор равенством

R(xi, z) = r(xi) + zm, −t/2 6 z 6 t/2,

где r = r(xi) — радиус-вектор точки на поверхности σ; t — толщина оболочки; m —
вектор единичной нормали к поверхности σ, связанный с базисными векторами ri = ∂r/∂xi

формулой m = (r1× r2)/
√

a; a = det (aij) = a11a22− a2
12; aij = rirj — компоненты первого

метрического тензора на поверхности σ.
После деформации оболочки точка M(xi, z) c помощью вектора перемещений U (xi, z)

переходит в точку M∗(xi, z). Для этого вектора в соответствии с моделью типа модели
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Тимошенко принимается представление вида

U (xi, z) = u(xi) + zγ. (1.1)

При произвольных перемещениях и деформациях, когда для векторов u, γ используются
разложения

u = uir
i + wm = uiri + wm, γ = γir

i + γm = γiri + wm, (1.2)

а в качестве искомых функций принимаются перемещения ui, w точек срединной поверх-
ности σ и компоненты γi, γ вектора поворотов γ, нелинейная теория оболочек изложена в
работах [1–3] и др. Поскольку уравнения, соответствующие представлению (1.1) и разло-
жениям (1.2), являются громоздкими и нелинейными относительно всех указанных иско-
мых функций, в [4, 5] предложен другой вариант соотношений нелинейной теории тонких
оболочек при произвольных перемещениях и деформациях, основанный на представлениях
вектора перемещений U и радиус-вектора точки M∗(xiz) в виде

U = u + z(Ω + ϕ) = u + z(m∗ −m + ϕ),

R∗ = r∗ + z(m∗ + ϕ) = r + u + z(m∗ + ϕ).
(1.3)

Особенностью этих представлений является то, что при ϕ = 0 они переходят в пред-
ставления классической модели Кирхгофа — Лява, а соответствующие им уравнения

при разложении вектора ϕ по деформированным базисным векторам r∗i = ∂r∗/∂xi,
m∗ = (r∗1 × r∗2)/

√
a∗ (a∗ = det (a∗ik), a∗ik = r∗i r

∗
k) при малых деформациях оказывают-

ся более компактными по сравнению с приведенными в [1–3] и линейными относительно
компонент вектора ϕ для оболочек из линейно-упругого материала.

Ниже предлагается вариант рассматриваемой теории, соотношения которого при про-
извольных перемещениях и деформациях оболочки представляются более предпочтитель-
ными по сравнению с указанными выше.

2. Кинематические соотношения. Для радиус-вектора R∗ и вектора перемеще-
ний U точки M(xi, z) примем представления вида

R∗ = r + u + zθ, U = u + z(θ −m), (2.1)

в которых вектор θ связан с вектором γ зависимостью θ = γ + m. Принятому представ-
лению (2.1) соответствуют основные базисные векторы

R∗
i =

∂R∗

∂xi
= r∗i + zθi, R∗

3 = θ

и компоненты метрического тензора g∗αβ = R∗
αR∗

β, записанные в приближении

g∗ik ≈ r∗i r
∗
k + z(r∗i θk + r∗kθi), g∗i3 ≈ R∗

i θ, g∗33 = θθ, (2.2)

где θi = ∂θ/∂xi. Так как до начала деформации оболочки gik = (δk
i − zbk

i )rk, gi3 = 0,
g33 = 1, то ковариантные компоненты тензора деформаций Коши — Грина для тонкой

оболочки равны

2ηik = g∗ik − gik = 2(εik + zκik) = 2[εik + z(χik − bik)]; (2.3)

2ηi3 ≈ 2εi3 = r∗i θ, 2η33 = 2ε33 = θθ − 1,

где

2εik = riuk + rkui + uiuk, ui =
∂u

∂xi
;

2χik = r∗i θk + r∗kθi, κik = χik − bik, (2.4)

bik = −rimk = −rkmi = m ∂ri/∂xk — ковариантные компоненты второго метрического

тензора на поверхности σ.
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Так как для базисных векторов ri, ri = aikrk, m имеют место формулы дифференци-
рования вида

∇irk = bikm, ∇ir
k = bk

i m, ∇im = mi =
∂m

∂xi
= −bk

i rk = −bikr
k (2.5)

(∇i — знак ковариантного дифференцирования по метрике aik), то при представлении
вектора u в виде разложения (1.2) для базисных векторов r∗i и тангенциальных компонент
тензора деформаций ε = εikr

i
∗r

k
∗ имеют место соотношения [1, 3]

r∗i = (δk
i + ek

i )rk + ωiωk; (2.6)

2εik = eik + eki + eise
s
k + ωiωk,

где

eik = ∇iuk − bikw, ek
i = aksesi = ∇iu

k − bk
i w, ωi = ∇iw + bk

i uk.

При использовании соотношений (2.6) для определения вектора единичной нормали m∗ к
деформированной срединной поверхности получаем формулу [1, 3]

m∗ = I−1/2(Eir
i + E3m), (2.7)

где

Ei = ωke
k
i − ωi(1 + ei

i), E3 = (1 + e1
1)(1 + e2

2)− e2
1e

1
2,

I = a∗/a = 1 + 2I1 + 4I2, I1 = 2(ε1
1 + ε2

2),

I2 = ε1
1ε

2
2 − ε2

1ε
1
2, εk

i = εi
k = aksεsi, a∗ = a∗11a

∗
22 − a∗212.

Для базисных векторов r∗i , m∗ имеют место деривационные формулы Гаусса — Вейн-
гартена, аналогичные формулам (2.5):

∇∗i r∗k = b∗ikm
∗, ∇∗i m∗ = ∇im

∗ = −b∗ki r∗k = −b∗ikr
k
∗ ,

∇ir
∗
k = As

ikr
∗
s + b∗ikm

∗.
(2.8)

Здесь∇∗i — знак ковариантного дифференцирования по метрике a∗ik = r∗i r
∗
k; Ak

is — симмет-
ричные по нижним индексам компоненты тензора аффинной деформации, определяемые по
формулам [1, 3, 5]

Ak
is = akn

∗ Pn,is = akn
∗ (∇iεns +∇sεni −∇nεis),

b∗ik — ковариантные компоненты второго метрического тензора на деформированной сре-
динной поверхности σ∗:

b∗ik = I−1/2{E3∇iωk + Ej∇ie
j
k + bij [E3(δ

j
k + ej

k)− ωkE
j ]}.

Если для вектора θ принять разложения

θ = θ∗i r
i
∗ + θ∗m

∗ = θi
∗r
∗
i + θ∗m

∗, (2.9)

то при использовании формул (2.8) для θi = ∂θ/∂xi находим выражения

θi = λikr
k
∗ + λim

∗ = λk
i r
∗
k + λim

∗, (2.10)

где

λik = ∇∗i θ∗k − b∗ikθ∗, λk
i = ∇∗i θk

∗ − b∗ki θ∗, λi = ∇∗i θ∗ + b∗ki θ∗k, (2.11)
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а при подстановке выражений (2.10) в равенство (2.4) для определения величин χik полу-
чаем компактные соотношения

2χik = λik + λki = ∇∗i θ∗k +∇∗kθ∗i − 2b∗ikθ∗, (2.12)

линейные относительно неизвестных θ∗i , θ∗.
Подставляя разложения (2.9) в равенства (2.2), имеем скалярные равенства

2ηi3 = 2εi3 = θ∗i ; (2.13)

2η33 = 2ε33 = θ2
∗ + θ∗i θ

i
∗ − 1. (2.14)

Так как при представлении вектора ϕ, входящего в (1.3), в виде ϕ = ϕ∗i r
i
∗ + ϕ∗m

∗

также имеет место равенство 2εi3 = ϕ∗i , то в силу (2.13) получаем ϕ∗i = θ∗i .
Если принять равенство θ∗i = 0, что в силу (2.13) соответствует введению кинематиче-

ской гипотезы классической теории Кирхгофа— Лява о сохранении прямолинейности нор-
мали к срединной поверхности оболочки в процессе ее деформирования, то формулу (2.14)
можно записать в виде

2ε33 = θ2
∗ − 1. (2.15)

По определению [6] истинной деформацией удлинения в направлении z является вели-
чина η3 = ε3 =

√
1 + 2ε33−1, выражение для которой при использовании (2.15) принимает

вид ε3 = θ∗− 1. Следовательно, функция θ∗ характеризует линейную деформацию оболоч-
ки в ее поперечном направлении, величина которой по определению [7] равна кратности
удлинения в этом направлении. Поэтому выполнение равенства θ∗ = 1, в силу которого
с учетом (2.15) получаем равенство ε33 = 0, а также равенств θ∗i = 0 соответствует пере-
ходу к классической модели Кирхгофа — Лява (см. [1, 5]). При θ∗ 6= 1, θ∗i = 0, θ = θ∗m

∗

представление (2.1) соответствует предложенной в [8] модифицированной модели Кирхго-
фа — Лява, в которой в качестве искомой функции вместо θ∗ принята функция ϕ∗.

При учете деформаций поперечных сдвигов 2εi3 = θ∗i для вычисления ε3 c использо-
ванием соотношения (2.14) получаем формулу

ε3 =
√

θ2
∗ + θ∗i θ

i
∗ − 1. (2.16)

Если для деформаций поперечных сдвигов имеют место оценки θ∗i ∼
√

ε (ε — некоторая

величина, пренебрежимо малая по сравнению с единицей), то в силу θ∗ ≈ 1 формула (2.14)
даже при учете деформаций поперечных сдвигов допускает упрощенное представление

вида

ε3 ≈ θ∗ − 1, θ∗ = 1 + ε3. (2.17)

Следовательно, даже в случае 2εi3 ∼
√

ε (т. е. при средних деформациях поперечных
сдвигов) функцию θ∗ можно заменить на функцию ε3, вычисляя κij в соответствии с со-
отношениями (2.3), (2.11), (2.12) с помощью выражений

κik = (∇∗i θ∗k +∇∗kθ∗i )/2− (1 + ε3)b
∗
ik + bik.

3. Вариационное уравнение принципа возможных перемещений. Пусть F =
F ir∗i + F 3m∗ — вектор массовых сил, отнесенных к единице объема до деформации
оболочки, p(±) = pi

(±)r
∗
i + p3

(±)m
∗ — векторы поверхностных сил, приложенных к ли-

цевым поверхностям z = ±t/2 и отнесенных к единицам их площадей до деформации;
pn = pnn∗+pnττ

∗+p3m
∗ — аналогичные поверхностные силы, приложенные к гранично-

му срезу Σ, образовавшемуся в результате движения вектора m вдоль контурной линии C
с элементом ds. Здесь n∗, τ ∗ — векторы единичной нормали и касательной к деформиро-
ванной линии C∗, лежащие в плоскости базисных векторов r∗1, r∗2 и связанные с базисными
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векторами ri, ri зависимостями r∗i = n∗i n
∗+τ∗i τ ∗, ri

∗ = ni
∗n

∗+τ i
∗τ

∗, причем до деформации
оболочки ri = nin + τiτ , ri = nin + τ iτ .

Для тонкой оболочки вариация работы указанных внешних сил при возможных пере-
мещениях δU = δu + z δθ равна

δA =

∫ ∫
σ

(X δu + M δθ) dσ +

∫
C

(Φ δu + L δθ) ds, (3.1)

где в предположении p3 = p3(s), Fα = Fα(xi) используются представления

X = Xir∗i + X3m∗, M = M ir∗i + M3m∗,

Φ =

t/2∫
−t/2

pn dz = Φnn∗ + Φnττ
∗ + Φ3m

∗, L =

t/2∫
−t/2

pnz dz = Lnn∗ + Lnττ
∗,

Xα = pα
(+) + pα

(−) +

t/2∫
−t/2

Fα dz, Mα = t(pα
(+) − pα

(−)).

При использовании кинематических соотношений (2.3), (2.13), (2.14) для вариации потен-
циальной энергии деформации оболочки можно получить выражение

δΠ =

∫ ∫ ∫
V

(σik δηik + 2σi3 δηi3 + σ33 δη33) dz dσ =

=

∫ ∫
σ

[T ik δεik + M ik δχik + (T i3 + T 33θi
∗) δθ∗i + θ∗T

33 δθ∗] dσ =

=

∫
C

M ikr∗kni δθ ds +

∫ ∫
σ

[(T ikr∗k + M ikθk)∇i δu−∇i(M
ikr∗k) δθ +

+ (T i3 + T 33θi
∗) δθ∗i + θ∗T

33 δθ∗] dσ, (3.2)

где Tαβ, M ik — приложенные к срединной поверхности оболочки внутренние усилия и

моменты:

Tαβ =

t/2∫
−t/2

σαβ dz, M ik =

t/2∫
−t/2

σikz dz. (3.3)

При использовании формул (2.8) в силу r∗i = ri + ∇iu имеют место преобразования

вида

∇i(M
ikr∗k) = ∇∗i M ikr∗k + M ikb∗ikm

∗ = (∇iM
ik + Ak

isM
is)r∗k + M ikb∗ikm

∗,

r∗k δm∗ = −m∗∇kδu, m∗ δθ = δθ∗ + θk
∗m

∗∇kδu,

с учетом которых после подстановки выражений (3.1), (3.2) в вариационное уравнение
δΠ− δA = 0 и проведения ряда преобразований получаем∫

C

[(Qini −Φ) δu + (M ikr∗kni −L) δθ] ds−

−
∫ ∫
σ

[(∇iQ
i + X) δu + fk δθ∗k + f3 δθ∗] dσ = 0. (3.4)
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Здесь

Qi = Qikr∗k + Qi3m∗, Qik = T ik + θk
∗(∇∗sMsi + M i) + M isλk

s ,

Qi3 = θ∗(∇∗sMsi + M i)− θi
∗(M

nsb∗ns + M3) + M ikλk;
(3.5)

fk = ∇∗i M ik − T k3 − T 33θk
∗ + Mk, f3 = M ikb∗ik − θ∗T

33 + M3. (3.6)

Из вариационного уравнения (3.4) следуют уравнения равновесия моментов fk = 0,
f3 = 0, которые для дальнейших преобразований выражений (3.5) представим в виде

∇∗sM is + M i = T i3 + T 33θi
∗, M ikb∗ik + M3 = θ∗T

33, (3.7)

уравнение равновесия усилий в векторной форме

∇iQ
i + X = 0 (3.8)

и граничные условия на контуре C

Qini = Φ при δu 6= 0, M iknir
∗
k = L при δθ 6= 0. (3.9)

При использовании равенства (3.7) для определения компонент векторов Qi = Qikr∗k +

Qi3m∗ получаем выражения

Qik = T ik + θk
∗(T

i3 + T 33θi
∗) + M isλk

s ,

Qi3 = M ikλk + θ∗(T
i3 + T 33θi

∗)− θi
∗θ∗T

33 = M ikλk + θ∗T
i3,

а при использовании формул (2.8) из уравнения (3.8) следуют скалярные уравнения рав-
новесия усилий

yi
∗ = ∇∗kQik − b∗ik Qk3 + Xi = 0, y3

∗ = ∇iQ
i3 + Qikb∗ik + X3 = 0,

отнесенные к деформированным осям на срединной поверхности оболочки.
Подставляя в разложения Qi = Qikr∗k + Qi3m∗, X = Xir∗i + Xim∗ выражения (2.6),

(2.7), получаем представления

Qi = Qis
0 rs + Qi3

0 m, X = Xi
0ri + X3

0m, (3.10)

где

Qis
0 = Qik(δs

k + es
k) + I−1/2Qi3Es, Qi3

0 = Qikωk + I−1/2E3Qi3,

Xk
0 = Xi(δk

i + ek
i ) + I−1/2EkX3, X3

0 = Xiωi + I−1/2E3X
3.

После подстановки представлений (3.10) в векторное уравнение (3.8) используем формулы
Гаусса — Вейнгартена (2.5). Приравняв коэффициенты при ri и m к нулю, получаем
три скалярных уравнения равновесия усилий в системе координат недеформированной

оболочки следующего вида:

∇iQ
ik
0 − bk

i Q
i3
0 + Xk

0 = 0, ∇iQ
i3
0 + Qik

0 bik + X3
0 = 0. (3.11)

Используя для деформированного состояния зависимости r∗i = n∗i n
∗ + τ∗i τ ∗, статиче-

ские граничные условия (3.9) представим в виде пяти скалярных условий

Qn = Φn при n∗δu 6= 0, Qnτ = Φnτ при τ ∗δu 6= 0,

Q3 = Φ3 при m∗δu 6= 0, Mn = Ln при n∗δθ = 0,

Mnτ = Lnτ при τ ∗ δθ = 0,
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в которых в силу принятых предположений p3 = p3(s), 2ηi3 ≈ 2εi3 = 2εi3(x
k) отсутству-

ет условие вида M3 = L3 при m∗ δu 6= 0. Левые части этих условий определяются по
формулам

Qn = T iknin
∗
k, Qnτ = T ikniτ

∗
k , Q3 = Qi3ni, Mn = M iknin

∗
k, Mnτ = M ikniτ

∗
k .

4. Соотношения нелинейной теории упругости при конечных перемещениях
и деформациях. Введем компоненты тензоров напряжений и деформаций

σ(αβ) = σαβ√gααgββ, η(αβ) = ηαβ/
√

gααgββ , (4.1)

а также истинные деформации удлинений

ηα =
√

1 + 2η(αα) − 1. (4.2)

Обозначив через ϕαβ = ϕβα углы между базисными векторами Rα, Rβ, а через γαβ — их

приращения, запишем выражение

cos (ϕαβ − γαβ)− cos ϕαβ = cos ϕαβ (
√

1− sin2 γαβ − 1) + sin ϕαβ sin γαβ. (4.3)

Так как величины γαβ представляют собой углы сдвигов (сдвиговых деформаций), то
при выполнении оценок sin γαβ ≈

√
ε с точностью 1 + ε ≈ 1 выражение (4.3) допускает

упрощенное представление

cos (ϕαβ − γαβ)− cos ϕαβ ≈ sin ϕαβ sin γαβ. (4.4)

Для левой части этого выражения справедливо соотношение вида

cos (ϕαβ − γαβ)− cos ϕαβ =
R∗

αR∗
β

|R∗
α||R∗

β|
−

RαRβ

|Rα||Rβ|
=

=
gαβ + 2ηαβ

(1 + ηα)(1 + ηβ)
√

gααgββ
−

gαβ√
gααgββ

=

=
g(αβ) + 2η(αβ)

(1 + ηα)(1 + ηβ)
− g(αβ) ≈

2η(αβ)

(1 + ηα)(1 + ηβ)
(4.5)

(g(αβ) = gαβ/
√

gααgββ ), выполняющееся с точностью до g(αβ)(ηα +ηβ +ηαηβ) ≈ 0. Поэтому,
приравняв правые части выражений (4.4), (4.5), получаем соотношения для вычисления
сдвиговых деформаций с принятой степенью точности:

sin γαβ =
2η(αβ)

(1 + ηα)(1 + ηβ) sin ϕαβ
, α 6= β, (4.6)

к которым нужно добавить соотношения

cos (ϕαβ − γαβ) = (1 + ηα)−1(1 + ηβ)−1(g(αβ) + 2η(αβ)), (4.7)

необходимые для проведения дальнейших преобразований.

Обозначим через σα
∗ = σαβ

∗ R∗
β векторы истинных напряжений, действующих на гра-

нях криволинейного параллелепипеда объемом dV∗ =
√

g∗ dx1 dx2 dx3 в деформированном

состоянии и отнесенных к единицам их площадей dS∗α. Эти векторы связаны с векторами
условных напряжений σα = σαβR∗

β, компоненты которых входят в выражения (3.2), (3.3),

зависимостями [6]

σα =
dS∗α
dSα

σα
∗ . (4.8)
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Здесь dSα — площади граней xα = const выделенного элемента объемом dV =√
g dx1 dx2 dx3 в недеформированном состоянии; g = det (gαβ), g∗ = det (g∗αβ) — опреде-

лители метрических тензоров до и после деформации.
Для отношения площадей dS∗α/dSα можно записать формулы вида

dS∗1
dS1

=

√
g∗22g

∗
33 − g∗223

g22g33 − g2
23

=
(1 + η2)(1 + η3) sin (ϕ23 − γ23)

sin ϕ23
,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

(4.9)

(запись
−−−→
1, 2, 3
←−−−

означает, что неприведенные соотношения получаются из приведенных пу-

тем циклической перестановки индексов 1, 2, 3), подставляя которые в равенства (4.8),

связывающие компоненты напряжений σαβ и σαβ
∗ , получаем зависимости

σ1α =
σ1α
∗ (1 + η2)(1 + η3) sin (ϕ23 − γ23)

sin ϕ23
, α = 1, 2, 3,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

. (4.10)

Заметим, что σαβ
∗ 6= σβα

∗ , в то время как σαβ = σβα.
При конечных деформациях для определения вариации потенциальной энергии дефор-

маций имеют место выражения

δΠ =

∫ ∫ ∫
V

σαβ δηαβ dV =

∫ ∫ ∫
V

σ(αβ) δη(αβ) dV,

δΠ =

∫ ∫ ∫
V

σ̂αβ
∗ δηαβ dV∗ =

∫ ∫ ∫
V

√
g∗
g

σ̂αβ
∗ δηαβ dV =

∫ ∫ ∫
V

√
g∗
g

σ̂
(αβ)
∗ δη(αβ) dV, (4.11)

σαβ = σ̂αβ
∗

√
g∗/g ,

в которых для вариаций компонент тензора деформаций δη(αβ) в соответствии с выраже-
ниями (4.2), (4.6), (4.7) имеют место зависимости

δη(αα) = (1 + ηα) δηα,

2δη(αβ) = (1 + ηα)(1 + ηβ) δ cos (ϕαβ − γαβ) + (1 + ηβ) cos (ϕαβ − γαβ) δηα +

+ (1 + ηα) cos (ϕαβ − γαβ) δηβ ≈ sin ϕαβ [(1 + ηα)(1 + ηβ) δ sin γαβ + (4.12)

+ (1 + ηβ) sin γαβ δηα + (1 + ηα) sin γαβ δηβ], α 6= β.

Введем также компоненты истинных напряжений по В. В. Новожилову σ̃αβ
∗ , связанные

с компонентами напряжений σαβ
∗ зависимостями

σ̃αβ
∗ = (1 + ηβ)σαβ

∗ , (4.13)

причем в силу σαβ = σβα и зависимостей (4.10) компоненты напряжений σ̃αβ
∗ (α 6= β)

должны удовлетворять равенствам

σ̃
(12)
∗

sin (ϕ23 − γ23)

sin ϕ23
= σ̃

(21)
∗

sin (ϕ13 − γ13)

sin ϕ13
,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

. (4.14)

С использованием зависимостей (4.12)–(4.14) для определения δΠ можно получить еще
одно выражение

δΠ =

∫ ∫ ∫
V

[τ
(11)
∗ δη1 + τ

(22)
∗ δη2 + τ

(33)
∗ δη3 + τ

(12)
∗ δ sin γ12 +

+ τ
(13)
∗ δ sin γ13 + τ

(23)
∗ δ sin γ23](1 + η1)(1 + η2)(1 + η3) dV, (4.15)
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где τ
(11)
∗ , τ

(12)
∗ — компоненты напряжений:

τ
(11)
∗ = (σ

(11)
∗ + σ̃

(12)
∗ sin ϕ12 sin γ12 + σ̃

(13)
∗ sin ϕ13 sin γ13)

sin (ϕ23 − γ23)

sin ϕ23
,

τ
(12)
∗ = σ̃

(21)
∗ sin ϕ12

sin (ϕ13 − γ13)

sin ϕ13
= σ̃

(12)
∗ sin ϕ12

sin (ϕ23 − γ23)

sin ϕ23
,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

.

(4.16)

Для оболочек в системе криволинейных координат, нормально связанной со срединной
поверхностью, в силу ϕ13 = ϕ23 = π/2, sin (ϕi3 − γi3) = cos γi3 зависимости (4.10), (4.14),
(4.16) принимают вид

σ1α = σ1α
∗ (1 + η2)(1 + η3) cos γ23, α = 1, 3,

−−→
1, 2
←−−

,

σ3α = σ3α
∗ (1 + η1)(1 + η2) sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12;

(4.17)

τ
(12)
∗ = τ

(21)
∗ = σ̃

(12)
∗ cos γ23 = σ̃

(21)
∗ cos γ13,

τ
(13)
∗ = τ

(31)
∗ = σ̃

(13)
∗ cos γ23 = σ̃

(31)
∗ sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12, (4.18)

τ
(23)
∗ = τ (32) = σ̃

(23)
∗ cos γ13 = σ̃

(32)
∗ sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12;

τ
(11)
∗ = (σ

(11)
∗ + σ̃

(12)
∗ sin ϕ12 sin γ12 + σ̃

(13)
∗ sin γ13) cos γ23,

τ
(22)
∗ = (σ

(22)
∗ + σ̃

(21)
∗ sin ϕ12 sin γ12 + σ̃

(23)
∗ sin γ23) cos γ13, (4.19)

τ
(33)
∗ = (σ

(33)
∗ + σ̃

(31)
∗ sin γ13 + σ̃

(32)
∗ sin γ23) sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12.

Если материал оболочки является упругим и ортотропным и в указанной выше систе-
ме координат поверхность x3 = const представляет собой поверхность симметрии упру-
гих свойств, причем направление R3 совпадает с одной из осей ортотропии, то в силу

подынтегрального выражения в (4.15) для компонент напряжений τ
(αβ)
∗ можно записать

соотношения

τ
(13)
∗ = A(55) sin γ13 + A(56) sin γ23, τ

(23)
∗ = A(65) sin γ13 + A(66) sin γ23,

τ
(11)
∗ = A(11)η1 + A(12)η2 + A(13)η3 + A(14) sin γ12,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

, (4.20)

τ
(12)
∗ = τ

(21)
∗ = A(41)η1 + A(42)η2 + A(43)η3 + A(44) sin γ12,

где истинные деформации удлинений ηα и сдвиговые деформации sin γαβ определяются

по формулам (4.2), (4.6), а упругие характеристики удовлетворяют условиям симметрии

A(αβ) = A(βα). В частности, при ϕ12 = π/2 величины A(αβ), очевидно, равны

A(56) = A(65) = 0, A(14) = A(24) = A(34) = 0,

A(11) = E1
1− ν23ν32

∆
, A(12) = E2

ν12 + ν13ν32

∆
= E1

ν21 + ν23ν31

∆
,
−−−→
1, 2, 3
←−−−

, (4.21)

A(44) = G12, A(55) = G13, A(66) = G23.

Здесь Eα — модули упругости первого рода; Gαβ — модули сдвига; ναβ — коэффициенты

Пуассона. Величины Eα, Gαβ, ∆ связаны соотношениями

E1ν21 = E2ν12, E2ν32 = E3ν23, E3ν13 = E1ν31,

ν12ν23ν31 = ν21ν32ν13, ∆ = 1− ν12ν21 − ν23ν32 − ν31ν13 − 2ν12ν23ν31.
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При использовании соотношений (4.20) с учетом зависимостей (4.18) из (4.19) следуют
равенства

σ
(11)
∗ cos γ23 = (A(11) − A(41) sin ϕ12 sin γ12) η1 +

+ (A(12) − A(42) sin ϕ12 sin γ12) η2 + (A(13) − A(43) sin ϕ12 sin γ12) η3 +

+ (A(14) − A(44) sin ϕ12 sin γ12) sin γ12 − (A(55) + A(56) sin γ23) sin γ13,
−−→
1, 2
←−−

, (4.22)

σ
(33)
∗ sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12 = A(31)η1 + A(32)η2 + A(33)η3 + A(34) sin γ12 −

− A(55) sin2 γ13 − 2A(56) sin γ13 sin γ23 − A(66) sin2 γ23;

σ̃
(12)
∗ cos γ23 = σ̃

(21)
∗ cos γ13 = A(41)η1 + A(42)η2 + A(43)η3 + A(44) sin γ12,

σ̃
(13)
∗ cos γ23 = σ̃

(31)
∗ sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12 = A(55) sin γ13 + A(56) sin γ23, (4.23)

σ̃
(23)
∗ cos γ13 = σ̃

(32)
∗ sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12 = A(65) sin γ13 + A(66) sin γ23.

При ϕ12 = π/2 в силу равенств (4.21) соотношения (4.22) принимают вид

σ
(11)
∗ cos γ23 = A(11)η1 + A(12)η2 + A(13)η3 −G12 sin2 γ12 −G13 sin2 γ13,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

; (4.24)

σ
(33)
∗ cos γ12 = A(31)η1 + A(32)η2 + A(33)η3 −G13 sin2 γ13 −G23 sin2 γ23,

σ̃
(12)
∗ cos γ23 = σ̃

(21)
∗ cos γ13 = G12 cos γ12,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

.

Так как A(αβ) > Gαβ (α = 1, 2, 3, β = 1, 2, 3), то даже в случае sin γαβ ≈
√

ε с точностью
1 + ε ≈ 1 соотношения (4.24) можно представить в упрощенном виде

σ
(11)
∗ cos γ23 ≈ A(11)η1 + A(12)η2 + A(13)η3,

−−−→
1, 2, 3
←−−−

.

Следовательно, при ϕ12 6= π/2 соотношения (4.22) также допускают упрощенное представ-
ление

σ
(11)
∗ cos γ23 ≈ A(11)η1 + A(12)η2 + A(13)η3 + A(14) sin γ12,

−−→
1, 2
←−−

,

σ
(33)
∗ sin (ϕ12 − γ12)/ sin ϕ12 ≈ A(31)η1 + A(32)η2 + A(33)η3 + A(34) sin γ12,

в то время как соотношения (4.23) остаются без изменений. При их использовании c учетом

зависимостей (4.13) для компонент напряжений σ(αβ) = σ(βα) в соответствии с зависимо-
стями (4.17) и результатами работ [8–10] непротиворечивыми и корректными являются
соотношения упругости следующего вида:

σ(11) = (1 + η1)
−1(1 + η2)(1 + η3)(A

(11)η1 + A(12)η2 + A(13)η3 + A(14) sin γ12),
−−−→
1, 2, 3
←−−−

,

σ(12) = (1 + η3)(A
(41)η1 + A(42)η2 + A(43)η3 + A(44) sin γ12),

σ(13) = (1 + η2)(A
(55) sin γ13 + A(56) sin γ23), (4.25)

σ(23) = (1 + η1)(A
(65) sin γ13 + A(66) sin γ23).

В отличие от (4.25) соотношения упругости

σ(11) = A(11)η(11) + A(12)η(22) + A(13)η(33) + 2A(14)η(12),
−−−→
1, 2, 3
←−−−

,

σ(12) = A(41)η(11) + A(42)η(22) + A(43)η(33) + 2A(44)η(12),
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σ(13) = 2(A(55)η(13) + A(56)η(23)),
−−→
1, 2
←−−

,

σ(11) =
√

g∗/g (A(11)η(11) + . . . + 2A(14)η(12)), . . . ,

σ(13) = 2
√

g∗/g (A(55)η(13) + . . . + A(56)η(23)),
−−→
1, 2
←−−

,

записанные с учетом выражений (4.11), являются противоречивыми и некорректны-
ми [9, 10], поскольку их использование в ряде случаев приводит к физически недостоверным
решениям.

5. Соотношения для тонких оболочек при конечных перемещениях и де-
формациях. Для тонкой оболочки с точностью до δk

i − zbk
i ≈ δk

i компоненты тензора

тангенциальных деформаций определим по формулам

η(ik) =
ηik√
giigkk

≈ ηik√
aiiakk

=
εik + z(χik − bik)√

aiiakk
= ε(ik) + z(χ(ik) + kik), (5.1)

при этом компоненты вектора поперечных сдвигов и деформации поперечного обжатия в

силу g33 = 1 равны

η(i3) =
ηi3√
gii
≈ ηi3√

aii
=

εi3√
aii

= 2εi3, ε(33) = ε33

(kik = −bik/
√

aiiakk — величины, характеризующие кривизну и кручение координатных

линий xi на поверхности σ).
С учетом принятой степени точности истинные деформации удлинений η(i) в танген-

циальных направлениях будем определять в приближении

ηi = εi + zχi, (5.2)

где для величин εi и χi в силу формул (4.2), (5.1) с принятой степенью точности имеют
место соотношения

εi =
√

1 + 2ε(ii) − 1, χi =
χ(ii) + kii

1 + εi
.

С такой же степенью точности в соответствии с выражениями (4.6), (5.1) определяется
сдвиговая деформация

sin γ12 ≈
2[ε(12) + z(χ(12) + k(12))]

(1 + ε1)(1 + ε2) sin ϕ12
(5.3)

(ϕ12 — угол между базисными векторами r1 и r2 на поверхности σ в принятой для оболочки
системе координат).

Так как в соответствии с соотношениями (2.13) 2η(i3) = 2ε(i3) = θ∗(i), причем θ∗i θ
i
∗ =

θ∗(i)θ
(i)
∗ , то в силу gi3 = 0, g33 = 1 из выражений (2.16), (4.6) следуют соотношения

sin γi3 ≈
θ∗(i)

(1 + εi)(1 + ε3)
, η3 = ε3 =

√
θ2
∗ + θ∗

(i)
θi
∗ − 1, (5.4)

где θ∗(i) = θ∗i /
√

aii; θ
(i)
∗ = θi

∗
√

aii.

Таким образом, в соответствии с формулами (3.3), (5.2)–(5.4) корректные соотношения
упругости для тонких оболочек с учетом принятой степени точности имеют вид

T (11) =
(1 + ε2)(1 + ε3)

1 + ε1
t
(
A(11)ε1 + A(12)ε2 + A(13)ε3 +

2A(14)ε(12)

(1 + ε1)(1 + ε2) sin ϕ12

)
,
−−−→
1, 2, 3
←−−−

,



146 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2014. Т. 55, N-◦ 5

T (12) = (1 + ε3)
(
A(41)ε1 + A(42)ε2 + A(43)ε3 +

2A(44)ε(12)

(1 + ε1)(1 + ε2) sin ϕ12

)
,

T (13) = (1 + ε2)tk
2
(
A(55)

θ∗(1)

(1 + ε1)(1 + ε3)
+ A(56)

θ∗(2)

(1 + ε2)(1 + ε3)

)
,

T (23) = (1 + ε1)tk
2
(
A(65)

θ∗(1)

(1 + ε1)(1 + ε3)
+ A(66)

θ∗(2)

(1 + ε1)(1 + ε3)

)
,

(5.5)

M (11) =
(1 + ε2)(1 + ε3)

1 + ε1

t3

12

(
A(11)

χ(11) + k11

1 + ε1
+ A(12)

χ(22) + k22

1 + ε2
+

+ A(14)
2(χ(12) + k12)

(1 + ε1)(1 + ε2) sin ϕ12

)
,

M (12) = (1 + ε3)
t3

12

(
A(41)

χ(11) + k11

1 + ε1
+ A(42)

χ(22) + k22

1 + ε2
+

+ A(44)
2(χ(12) + k12)

(1 + ε1)(1 + ε2) sin ϕ12

)
,
−−→
1, 2
←−−

.

Здесь k2 — поправочный коэффициент поперечного сдвига [1–3], равный 5/6, если при
построении соотношений для T i3 используется вариационный принцип Рейсснера [3], а
для касательных напряжений σi3 принимается аппроксимация вида σi3 = T i3f(z)/t, где
f(z) — функция, удовлетворяющая условиям

f(−z) = f(z),
1

t

t/2∫
−t/2

f(z) dz = 1,
1

t

t/2∫
−t/2

f2 dz =
1

k2
,

t/2∫
−t/2

zf(z) dz = 0.

Следует отметить, что в предлагаемом варианте нелинейной теории тонких оболочек,
как и в [8], принципиально важным является учет конечности компонент деформаций, осо-
бенно деформации поперечного обжатия, путем введения функции θ∗, которая при средних
деформациях поперечных сдвигов представляет собой кратность удлинения в направлении

толщины оболочки. Для определения этой функции используется уравнение равновесия
моментов f3 = 0 системы (3.6), из которого в случае M ik = 0 (безмоментное состояние
оболочки) с помощью соотношения упругости для T 33, приведенного в (5.5), функция θ∗ вы-
ражается через истинные деформации ε1, ε2, 2ε12 путем алгебраических преобразований.
Только при использовании уравнений, полученных в описанном выше приближении, уда-
ется выявить неклассические формы статической неустойчивости оболочек, находящихся
в условиях одностороннего или двустороннего растяжения, при их конечных деформаци-
ях. Данный вывод подтверждается решением рассмотренной ниже задачи о расширении
сферической оболочки из эластомера под действием внутреннего давления.

6. Поведение сферической оболочки под действием внутреннего давления.
Ряд задач об упругой и упругопластической неустойчивости деформирования тел, напри-
мер при растяжении стержня [9, 10] с образованием шейки или при нагружении цилин-
дрической оболочки внутренним давлением [8], может быть дополнен аналогичной клас-
сической задачей о расширении сферической оболочки [11], результаты решения которой
подтверждают сформулированные ранее выводы [8–10]. Известно, что на начальном этапе
при надувании любого резинового шарика требуется большое давление, а после достиже-
ния некоторого критического размера необходимо существенно меньшее давление.
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Обозначим через R начальный диаметр шара (сферической оболочки) из изотропного
материала, имеющего начальную толщину t, а через p — избыточное внутреннее гидро-
статическое давление в расчете на единицу начальной площади срединной поверхности

до деформации. Так как при любом значении p оболочка находится в безмоментном со-
стоянии и σ11 = σ22, то нетрудно показать, что в рассматриваемом случае имеют место
равенства

e11 = e22 = w/R, ε1 = ε2 = e11, ε3 = θ∗, γ12 = γ13 = γ23 = 0,

Q
(11)
0 = Q

(22)
0 = T (11)(1 + e11) = T (22)(1 + e22) = T (22)(1 + e11),

Q
(33)
0 = T (33)θ∗, T 12 = 0, T i3 = T 3i = 0, M ik = 0,

Xi
0 = M i = 0, X3

0 = p,

а уравнения равновесия (3.11) с учетом зависимости dσ∗/dσ = (1 + e11)
2 в силу M3 = −tp

принимают вид

2T (11)(1 + e11) = Rp = Rp∗(1 + e11)
2, T (33)θ∗ = −tp (6.1)

(p∗ — давление, отнесенное к единице площади деформированной поверхности σ∗).Из урав-

нений (6.1) с учетом соотношений (2.17), (3.3) следуют оценки T (11) ∼ Rp/2, σ
(33)
∗ ∼ −p∗.

Следовательно, при t/R � 1 σ(33) � σ(11) и с большой степенью точности допустимо

считать, что оболочка находится в однородном плосконапряженном состоянии, т. е.

T (33) ≈ 0. (6.2)

Предположим, что оболочка выполнена из линейно-упругого материала, характери-
зующегося модулем упругости E и коэффициентом Пуассона ν. Для тонкой оболочки в
соотношениях (5.5) в силу Eα = E, ναβ = ν, Gαβ = E/[2(1 + ν)] и равенств (4.21) следует
принять

A(11) = E(1− ν2)/∆, A(12) = Eν(1− ν2)/∆,
−−−→
1, 2, 3
←−−−

.

Тогда из равенства (6.2) в принятом приближении σ
(33)
∗ ≈ 0 следует зависимость

ε3 = − 2ν

1− ν
ε1 = − 2ν

1− ν
e11 = −2ν̃e11, ν̃ =

ν

1− ν
,

с учетом которой в силу ε2 = ε1 = e11 первое соотношение в (5.5) принимает вид

T (11) = Et
1− 2ν̃e11

1− ν
e11.

Подставляя это соотношение в первое уравнение (6.1), получаем решение

p̃ =
1− 2ν̃e11

(1− ν)(1 + e11)
, p∗ = 2p̃

Et

R
, (6.3)

имеющее предельную точку (точку статической неустойчивости), которая характеризует-
ся критическими значениями деформации и давления

ecr
11 =

√
1 + ν

2ν
− 1, p̃cr =

(1− 2ν̃ecr
11)e

cr
11

(1− ν)(1 + ecr
11)

.

Эти значения для двух значений коэффициента Пуассона приведены в табл. 1. Из анализа
полученных результатов следует, что найденное решение является физически содержа-
тельным.

Если оболочка выполнена из резины, относящейся к классу несжимаемых упругих
эластомеров [7], то при возникновении в ней однородных деформаций истинные напряже-
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Таб ли ц а 1

Критические значения деформации

и давления для линейно-упругого материала

ν ecr
11 pcr

0,3 0,47 0,36
0,5 0,22 0,20

ния σαα
∗ связаны с истинными деформациями εα зависимостями [7]

σαα = λα
∂Φ

∂λα
+ q,

где λα = 1 + εα — кратности удлинений; q — гидростатическое давление; Φ — упругий

потенциал.
В работе [7] в дополнение к известным потенциалам (неогуковский, Муни, Бартене-

ва — Хазановича и др.) предложен двухконстантный потенциал вида

Φ = µ[(1 + β)(λ1 + λ2 + λ3 − 3) + (1− β)(λ−1
1 + λ−1

2 + λ−1
3 − 3)], (6.4)

который даже при больших деформациях (λ ≈ 1 ÷ 3) обеспечивает лучшее соответствие
результатов расчетов экспериментальным данным, полученным для 14 типов резины.

При реализации плоского напряженного состояния в силу условия (6.2) (σ33
∗ = 0) в

соответствии с выражением (6.4) имеют место соотношения упругости вида

σ
(11)
∗ = µ[(1 + β)λ1 − (1− β)λ−1

1 ] + q, σ
(22)
∗ = µ[(1 + β)λ2 − (1− β)λ−1

2 ] + q,

0 = µ[(1 + β)λ3 − (1− β)λ−1
3 ] + q.

(6.5)

Исключив из (6.5) неизвестную функцию q, с учетом равенства λ1 = λ2 и в соответствии

с результатами работы [7] получаем соотношения вида (с учетом обозначения ε1 = e11)

ε3 = λ3 − 1 = (1 + e11)
−1 − 1 = −e11(1 + e11)

−1,

T
(11)
∗ = T

(22)
∗ = tσ

(11)
∗ = µtf(e11), (6.6)

f(e11) = (1 + β)[1 + e11 − (1 + e11)
−2] + (1− β)[(1 + e11)

2 − (1 + e11)
−1],

где µ, β — характеристики материала (для резины марки ИРП-2052 µ = 8,75 МПа, β =
1,43 [7]), причем характеристика µ соответствует модулю упругости первого рода E.

Так как усилия T (11) и T
(11)
∗ связаны зависимостью

T (11) = (1 + ε1)
−1(1 + ε2)(1 + ε3)T

(11)
∗ ,

то в соответствии с соотношениями (6.6) при введении параметра нагрузки

p̃ = p∗R/(2tµ)

из первого равенства в (6.1) получаем решение вида

p̃ = f(e11)/(1 + e11)
2. (6.7)

Проведено численное исследование построенного решения (6.7). Установлено, что это
решение, как и решение (6.3), корректно описывает явление статической неустойчивости
рассматриваемой оболочки, но в отличие от (6.3) оно учитывает реальную физическую

нелинейность деформирования резины, описываемую функцией f(e11).
В табл. 2 приведены критические значения параметров e11 и p̃, после достижения кото-

рых деформирование сферической оболочки из резины происходит при меньшем значении

давления p∗.
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Та бли ц а 2

Критические значения деформации

и давления для резины

β ecr
11 p̃cr

1,00 0,36 0,65
1,43 0,32 0,60
1,57 0,31 0,59

Заключение. Соотношения предложенного варианта нелинейной теории оболочек ти-
па теории Тимошенко при произвольных перемещениях и деформациях, основанные на
введении в качестве неизвестных компонент вектора поперечных сдвигов и кратности

удлинений в поперечном направлении, являются наиболее компактными и представля-
ются более предпочтительными по сравнению с известными соотношениями. С учетом

полученных ранее результатов [9, 10] структуру построенных трехмерных и двумерных
физических соотношений должны иметь и физические соотношения в случае физически

нелинейных свойств материала, использование которых позволяет корректно описывать
пластическую неустойчивость тонкостенных элементов конструкций при различных видах

их напряженно-деформированного состояния.
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