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Найдено новое точное решение задачи для уравнений движения твердого тела и окружающей его

вязкой жидкости.

ВВЕДЕНИЕ

Задачи о движении гидромеханических систем, состоящих из жидкости и

твердого тела (или тел), могут быть причислены к относительно более простым,

либо к относительно более сложным в зависимости от того, является ли движение

тела (или тел) заданным, либо неизвестным, подлежащим определению.

В работах [1−3] представлены решения задач о течении вязкой жидкости вокруг

бесконечно длинного кругового цилиндра, шара, вращающихся заданным образом.

В работе [4] дана постановка и получено решение задачи о движении беско-
нечно длинного кругового цилиндра и окружающей его вязкой жидкости, происхо-
дящем из состояния покоя ввиду того, что к каждой единичной части цилиндра

относительно его оси приложен заданный не изменяющийся со временем момент

внешних сил.

ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ

Настоящая работа посвящена изучению следующей задачи.

Имеется гидромеханическая система, состоящая из вязкой несжимаемой жид-
кости и абсолютно твердого тела  бесконечно длинного кругового цилиндра

радиуса А, ось которого лежит на оси Z инерциальной прямоугольной системы
координат X, Y, Z. Жидкость занимает область пространства О вне цилиндра:

A < R < ∞,   −∞ < Z < +∞,

где 2 2.R X Y= +  Гидромеханическая система подвергается колебательным воздей-
ствиям; к каждой единичной части цилиндра (части цилиндра, заключенной между

перпендикулярными к оси Z плоскостями, отстоящими друг от друга на единич-
ном расстоянии) относительно оси Z приложен заданный периодически

с периодом T изменяющийся со временем t момент внешних сил
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где Mn   постоянные. Вследствие этого цилиндр и жидкость движутся (совер-

шают вынужденное движение). Цилиндр вращается вокруг оси Z. На бесконеч-
ности (от цилиндра) жидкость покоится; в области О течение жидкости является

симметричным относительно оси Z, плоским (плоскости течения пер-

пендикулярны к оси Z), не зависящим от начальных условий.(*) Требуется уста-
новить, как движутся цилиндр и жидкость.

Пусть ,t T=τ  / ,x X A=  / ,y Y A=  / ,r R A=  θ  угол между векторами

{1, 0, 0} и {x, y, 0}, еθ  единичный вектор, направление которого совпадает

с направлением возрастания θ, V  скорость жидкости, / ,T A=v V  ,v θ= ve

ρ  плотность жидкости, P  давление в жидкости, 2 2/( ),p T P A= ρ  ν   кине-

матический коэффициент вязкости жидкости, 2Re /( )A Tν=   число Рейнольдса,

I  момент инерции единичной части цилиндра относительно оси Z, Ω  угловая

скорость вращения цилиндра вокруг оси Z, ,T=Ωω  M̂   наибольшее значение

в| |,M  2ˆ/( ),I MT=η  2 4ˆ /( ),MT A=ξ ρ  ˆ/ ,в вm M M=  жM   момент сил, дейст-

вующий на единичную часть цилиндра относительно оси Z со стороны жидкости,

ж
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Уравнение движения цилиндра (единичной части цилиндра), уравнения

Навье−Стокса и неразрывности и условия, которые должны выполняться при r = 1
и ,r→∞  имеют вид
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0,∇⋅ =v                                                           (3)

=v e θω      при   r = 1,                                            (4)

0→v      при   .r→∞                                            (5)

РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧИ

Из (3), (4) следует, что

 .v=v eθ                                                       (6)

В соответствии с (2), (4)−(6),
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 ∂ ∂ ∂  − + − =  ∂ ∂ ∂τ
                                  (7)

                                                
(*)  Подход к изучению задач о движении гидромеханических систем, в которых присутствует вязкая

жидкость, основанный на рассмотрении не зависящих от начальных условий течений вязкой жидкости,

реализован, в частности, в работах [5, 6], где теоретически найдены эффекты среднего движения
включения в колеблющейся жидкости, существование которых установлено экспериментально в [7, 8].
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v=  ω      при   r = 1,                                                 (8)

0v→      при   ,r→∞                                               (9)
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Уравнение (7) имеет решение
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где ,na  bn  постоянные, (1 ) Re,nq i n= + π  1( ),nI q r  1( )nK q r   модифициро-

ванные функции Бесселя.

Согласно (1), (6), (8)−(11),
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( 0nQ ≠  при 0 < Re < ∞, см. [9]).

Соотношениями (12)−(14) определяется точное решение задачи (1)−(5).

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ  ФОРМУЛЫ

Из (12), в частности, следует, что

а) при Re → 0 и постоянных η, ξ

вRe
,
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б) при Re → ∞ и постоянных η, ξ
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  если  η ≠ 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рассмотренной задаче жидкость совершает вращательные колебания, явля-
ется неоднородно колеблющейся [10]. Известно (см., например, [10] и упоминае-
мые там работы), что движение включений (твердых тел, газовых пузырей)
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в колеблющейся жидкости способно носить весьма необычный характер, быть

парадоксальным. Изучение движения включений в жидкости, совершающей вра-
щательные колебания (такие, как те, что даются найденным решением или анало-
гичные им), ранее не производилось; его осуществление может привести к обна-
ружению новых гидромеханических эффектов, в том числе представляющих инте-
рес в связи с проблемой управления гидромеханическими системами.
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