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ГОРЕНИЕ ЛЕТУЧИХ КОНДЕНСИРОВАННЫХ СИСТЕМ

ЗА ГРАНИЦЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА
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Численно исследованы нестационарные режимы горения газифицирующихся конденсированных

систем за границей устойчивости стационарного режима. Рассмотрение проведено в рамках мо-
дели Беляева — Зельдовича с химическими реакциями первого порядка в конденсированной и

газовой фазах. Найдена граница устойчивости стационарного режима горения при постоянном
давлении. Изменение давления приводит к последовательности бифуркаций удвоения периода
осцилляций скорости горения. После четвертой бифуркации возникает хаотический режим го-
рения.
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ВВЕДЕНИЕ

В теории нестационарного горения поро-
хов [1, 2] показано, что потеря устойчиво-
сти стационарного режима горения происходит

колебательным образом (частота на границе
устойчивости чисто мнимая) [3]. Естественно
ожидать, что при удалении от границы устой-
чивости в процессе горения пороха будут про-
являться свойства, характерные для нелиней-
ных динамических систем, которые интенсивно
исследуются последние десятилетия (см., на-
пример, [4–6]). В ряде работ было проведено

аналитическое исследование процессов горения

пороха вне области устойчивого горения, од-
нако в связи с сильной нелинейностью зада-
чи рассмотрение ограничивалось лишь обла-
стью, непосредственно примыкающей к грани-
це устойчивости. Были найдены и исследова-
ны автоколебательные режимы горения как в

устойчивой, так и в неустойчивой области ста-
ционарного горения [7, 8]. Обнаружены резо-
нансные явления не только на основной часто-
те, но и на частотах, кратных ей [9].

Проводилось также численное моделиро-
вание нестационарных процессов горения кон-
денсированных систем в области неустойчиво-
сти стационарного режима. Отметим в связи

с этим работы [10, 11], где исследовались про-
стейшие модели безгазовых систем, и [12], в ко-
торой изучалась модель Беляева [13, 14].

В настоящей работе рассматривается мо-
дель Беляева — Зельдовича с химическими ре-
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акциями первого порядка в конденсированной

и газовой фазах. Сформулированы постанов-
ка задачи и ограничения, в рамках которых
проводится исследование. Большое внимание
уделено обезразмериванию уравнений с целью

уменьшения затрат времени на решение зада-
чи при изменении параметров, ее определяю-
щих. Путем численного моделирования найде-
на граница устойчивости стационарного режи-
ма горения при постоянном давлении. Проведе-
ны расчеты нестационарной скорости горения

за границей устойчивости.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Наиболее простой моделью горения гази-
фицирующихся конденсированных систем яв-
ляется модель Беляева— Зельдовича [1, 13, 14].
Она предполагает два пути превращения ис-
ходного реагента Ac в продукты горения Pg
(здесь и далее индексы c и g относятся соответ-
ственно к конденсированной и газовой фазам).

Во-первых, возможно экзотермическое хи-
мическое превращение первого порядка в кон-
денсированной фазе

Ac → Pc + Qc,

где Qc — тепловой эффект на единицу массы.
Предположим, что энергия связи продукта в
конденсированной фазе равна нулю и переход

Pc → Pg

происходит одновременно с испарением или

сублимацией исходного вещества:
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Ac → Ag −Qs.

Здесь Qs — тепловой эффект этого процесса.
Кроме того, продукт реакции получается

в результате газофазной реакции первого по-
рядка

Ag → Pg + Qg,

причем Qg = Qc + Qs.
В дальнейшем рассматриваются одномер-

ные нестационарные процессы, для уменьше-
ния числа входящих в задачу параметров при-
нимаются следующие упрощения:

а) теплофизические константы конденси-
рованной фазы — плотность ρc, теплоемкость
c, теплопроводность λc — считаются постоян-
ными,

б) теплоемкости конденсированной и газо-
вой фаз одинаковы,

в) число Льюиса равно единице, т. е. λg =
Dρgc, где D — коэффициент диффузии, ρg —
плотность газовой фазы,

г) комплекс Dρ2
g не зависит от температу-

ры и прямо пропорционален давлению,
д) молекулярная масса смеси µ̃ не меняется

в ходе реакции.
Обозначив через xs(t) зависимость коор-

динаты поверхности раздела фаз в лаборатор-
ной системе координат от времени, запишем
уравнения баланса энергии и исходного реаген-
та в конденсированной фазе:

−∞ < x 6 xs(t):

ρcc
∂Tc

∂t
=

∂

∂x

(
λc

∂Tc

∂x

)
+ QcWc(η, Tc),

ρc
∂η

∂t
= Wc(η, Tc), (1)

Wc(η, Tc) = k̃cρc(1− η) exp(−Ec/RTc),

где Tc — температура конденсированной фа-
зы, Wc и η — скорость химической реакции и

степень превращения исходного реагента, k̃c и

Ec — кинетические константы, R — универ-
сальная газовая постоянная.

В газовой фазе следует учесть закон сохра-
нения массы, уравнение состояния идеального
газа и уравнения баланса энергии и исходного

реагента:

xs(t) 6 x <∞:

∂ρg

∂t
+

∂ρgv

∂x
= 0,

ρg =
pµ̃

RT
,

ρgc
(∂T

∂t
+ v

∂T

∂x

)
=

∂

∂x

(
λg

∂T

∂x

)
+ (2)

+ QgWg(Y, T ),

ρg

(∂Y

∂t
+ v

∂Y

∂x

)
=

∂

∂x
(ρgD

∂Y

∂x
)−Wg(Y, T ),

Wg(Y, T ) = k̃gρgY exp(−Eg/RT ).

Здесь v — скорость газа, Y — массовая доля

реагента, c — удельная теплоемкость. Смысл
остальных обозначений очевиден.

К уравнениям (1), (2) должны быть добав-
лены граничные условия:

x→ −∞: Tc = Ta, η = 0, (3)

x→∞:
∂T

∂x
= 0,

∂Y

∂x
= 0, (4)

условия сшивки решений на границе раздела

фаз:

x = xs(t) :

T = Tc,

λc
∂Tc

∂x
= λg

∂T

∂x
+ ρc(1− η)Qs

dxs

dt
, (5)

−ρc
dxs

dt
= −ρg

dxs

dt
+ ρgv,

−ρc(1− η)
dxs

dt
= −ρgY

dxs

dt
+ ρgvY −Dρg

∂Y

∂x
,

условие равновесного испарения:

Y =
pr

p
exp

[Es

R

( 1
Tr
− 1

T

)]
. (6)

Здесь p — давление, Ta — начальная темпера-
тура, Tr — температура кипения при некото-
ром базовом давлении pr.

Введем безразмерные переменные и кон-
станты:

z =
p

pr
, θc =

Tc

Tr
, θ =

T

Tr
,

εc =
Ec

RTr
, εs =

Es

RTr
, εg =

Eg

RTr
,
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qc =
Qc

cTr
, qs =

Qs

cTr
, qg =

Qg

cTr
,

θa =
Ta

Tr
, θb = θa + qc.

Для обезразмеривания времени и про-
странственной координаты полезно определить

скорость некоторого базового стационарного

режима горения при давлении pr и начальной

температуре Ta,r. В качестве нее возьмем ли-
нейную скорость ur в модели Беляева (реакция
в конденсированной фазе отсутствует) в пред-
положении бесконечно тонкой зоны химическо-
го превращения:

u2
r = 2

k̃g(Dρ2
g)r

ρ2
c

( θ2
b,r

εgqg

)2
exp

(
−

εg

θb,r

)
,

где

θb,r = θa,r + qg − qs, θa,r =
Ta,r

Tr
.

Поскольку реакция в газовой фазе первого

порядка, удобно ввести характерную скорость
u = ur

√
z и с ее помощью определить безраз-

мерные время и линейную скорость горения:

τ =
u2

æ
t, µ = −1

u

dxs

dt

(æ — температуропроводность). Переходя от
лабораторной системы координат к системе,
связанной с поверхностью раздела фаз, введем
в конденсированной фазе безразмерную коорди-
нату

ξ =
u

æ
[x− xs(t)], −∞ < ξ 6 0.

При этом уравнения баланса энергии и исход-
ного реагента (1) примут вид

∂θc

∂τ
+ µ

∂θc

∂ξ
=

∂2θc

∂ξ2
+

+
kcqc

z
(1− η) exp

[
εc

(
1− 1

θc

)]
, (7)

∂η

∂τ
+ µ

∂η

∂ξ
=

kc

z
(1− η) exp

[
εc

(
1− 1

θc

)]
,

где

kc =
k̃cæ
u2

r
exp(−εc). (8)

В газовой фазе, как это обычно делается в од-
номерных задачах, следует перейти к массовой
координате

ξ =
u

æρcσrz

x∫
xs(t)

ρ(y, t) dy, 0 6 ξ <∞,

причем

σr =
(Dρ2)r

æρ2
c

.

В результате получаем безразмерную форму

уравнений сохранения в газовой фазе:

σ
∂θ

∂τ
+ µ

∂θ

∂ξ
=

∂2θ

∂ξ2
+

+ kgqgY exp
[
εg

( 1
θb,r

− 1
θ

)]
, (9)

σ
∂Y

∂τ
+ µ

∂Y

∂ξ
=

∂2Y

∂ξ2
− kgY exp

[
εg

( 1
θb,r

− 1
θ

)]
,

где

kg =
1
2

(εgqg

θ2
b,r

)2
, σ = σrz. (10)

Условия (3)–(6) в безразмерных перемен-
ных имеют вид

ξ → −∞: θc = θa, η = 0,

ξ →∞:
∂θ

∂ξ
= 0,

∂Y

∂ξ
= 0,

(11)

ξ = 0: θc = θ,
∂θc

∂ξ
=

∂θ

∂ξ
− µqs(1− η),

µ(1− η − Y ) +
∂Y

∂ξ
= 0, zY = exp

[
εs

(
1− 1

θ

)]
.

В работе численно исследуется система

(7), (10), на которую наложены условия (11).

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД И ПАРАМЕТРЫ ЗАДАЧИ

При численном интегрировании использо-
валась неявная конечно-разностная схема. Де-
тальное описание метода расчета приведено в

[12]. Указанный выше способ обезразмерива-
ния, использующий базовую скорость, пропор-
циональную квадратному корню из давления,
позволяет при широком изменении внешних па-
раметров (давления и начальной температуры)
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Рис. 1. Скорость горения в зависимо-
сти от времени для режимов с перио-
дами T (а), 2T (б), 4T (в)

практически не менять пространственную сет-
ку. Например, при изменении давления в десят-
ки раз счетное пространство, занятое волной
горения, изменяется лишь на несколько процен-
тов. Это обстоятельство существенно сокраща-
ет время счета.

В предыдущем параграфе ничего не гово-
рилось о начальных условиях. Это естествен-
но, поскольку рассматривались только устано-
вившиеся периодические или хаотические ре-
жимы.

Начальные распределения температуры и

доли реагента задаются близкими к стационар-
ным распределениям этих величин.

В большинстве расчетов пространствен-
ная координата менялась в интервале −ξ0 6
ξ 6 ξ0, где ξ0 = 10. Существенное измене-
ние определяемых величин происходит на го-

раздо меньшем пространственном интервале.
При исследовании стационарного режима гра-
ничные условия для температуры могут быть

записаны в виде

ξ = −ξ0: θc = θa; ξ = ξ0:
∂θ

∂ξ
= 0.

При исследовании периодических или хаотиче-
ских режимов горения, когда в продуктах горе-
ния существуют слабозатухающие энтропий-
ные волны, второе граничное условие задава-
лось в виде

ξ = ξ0: σ
∂θ

∂τ
+ µ

∂θ

∂ξ
= 0,

что соответствует пренебрежению затуханием

этих волн на счетном пространственном интер-
вале.



64 Физика горения и взрыва, 2004, т. 40, N-◦ 4

Рис. 2. Скорость горения в зависимости от вре-
мени в хаотическом режиме

При проведении расчетов использовались

следующие значения безразмерных парамет-
ров: θa,r = 0,7, qs = 1,43, qg = 4,12, εs = 12,8,
εg = 33,9, σr = 10−4, которые соответству-
ют размерным значениям, принятым в рабо-
тах [12, 15, 16], где рассматривалось только
газофазное химическое превращение. В конден-
сированной фазе задавались кинетические кон-
станты: εc = 15, kc = 0,1. Тепловой эффект
находился по соотношению qc = qg − qs.

Отметим, что при температурах, близких
к значению θa , источник при проведении рас-
четов полагался равным нулю, однако, как по-
казала проверка, на результаты расчета это не
повлияло.

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ БИФУРКАЦИЙ
И ПЕРЕХОД К ХАОТИЧЕСКОМУ

РЕЖИМУ ГОРЕНИЯ

Переход от стационарных режимов горе-
ния к неустойчивым осуществлялся изменени-
ем давления (z), которое является бифуркаци-
онным параметром. Стационарный режим го-
рения устойчив при z 6 z1 = const. При
z = z1 режим горения с постоянной скоро-
стью путем бифуркации Андронова — Хопфа

сменяется осциллирующим режимом с перио-
дом T . Дальнейшее увеличение давления при-
водит к каскаду бифуркаций, при каждой из ко-
торых происходит удвоение периода. Прибли-
женные методы численного интегрирования не

Рис. 3. Предельный цикл для режимов с пери-
одами T (а) и 2T (б)

позволяют установить бесконечную последова-
тельность бифуркаций. После четвертой би-
фуркации наблюдался хаотический режим го-
рения. Таким образом, проведенные расчеты
свидетельствуют, что в рассматриваемой си-
стеме осуществляется сценарий развития хао-
са, основанный на последовательности бифур-
каций Фейгенбаума [4, 5].

При указанных выше численных значени-
ях параметров была найдена следующая после-
довательность бифуркационных значений дав-
ления:
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Рис. 4. Фазовый портрет хаотического ре-
жима, z = 223

z1 ≈ 160, z2 ≈ 210, z3 ≈ 220, z4 ≈ 222.

Эта последовательность достаточно хорошо

подчиняется универсальному закону Фейгенба-
ума. Для постоянной этой последовательности
получаем

zm − zm−1

zm+1 − zm
≈ 5,

что с хорошей точностью соответствует уни-
версальной постоянной — числу Фейгенбаума

δ = 4,67.

На рис. 1 изображены зависимости скоро-
сти горения для периодических режимов с пе-
риодами T , 2T и 4T . Рис. 2 иллюстрирует ха-
отический режим горения.

Рассматриваемая система обладает бес-
конечным числом степеней свободы. Выбрав
две степени свободы, можно построить фазо-
вый портрет системы в пространстве состоя-
ний. Устойчивые предельные циклы для одно-
и двупериодических решений изображены на
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Рис. 5. Последовательность максимумов ско-
рости горения в хаотическом режиме, z = 223

рис. 3. В качестве координат взяты степень

превращения в конденсированной фазе (ηs) и
массовая доля газообразного реагента у по-
верхности раздела фаз (Ys). Удвоению перио-
да соответствует изменение простейшей фор-
мы предельного цикла (см. рис. 3,а) на сло-
женный «восьмеркой» устойчивый предельный

цикл удвоенного периода (см. рис. 3,б).
Для хаотического режима фазовые траек-

тории заполняют некоторую область простран-
ства состояний. Постепенное заполнение этой
области иллюстрирует рис. 4, на котором изоб-
ражены фазовые портреты для трех временны́х

интервалов ∆τ наблюдения за системой. Нако-
нец, на рис. 5 приведена еще одна характери-
стика хаотического режима— максимумы ско-
рости горения, возникающие в последователь-
ные моменты времени.

В заключение отметим, что исследова-
ние вопроса, изложенного в настоящей работе,
связано со значительными вычислительными

трудностями, главная из которых — необхо-
димость выбора очень малого временно́го ша-
га. Этим, в частности, объясняется недоста-
точно точное определение значений точек би-
фуркации. Остается открытым вопрос о чис-
ле бифуркаций, после которого наступает хао-
тический режим горения. Представляет инте-
рес исследование других моделей горения, от-
личных от рассмотренной в настоящей работе.
Очевидно, что возможность возникновения ха-
отического режима и сценарий перехода к нему

зависят от конкретных особенностей моделей

горения энергетических материалов.
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