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В предположении, что модуль Юнга материала изменяется по толщине пластины по
экспоненциальному закону, а коэффициент Пуассона является постоянным, с исполь-
зованием функции напряжений построено аналитическое решение плоской задачи об
изгибе консоли из функционально-градиентного материала под действием равномерной
нагрузки. Получены выражения для смещений, деформаций и напряжений.
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Введение. В последние годы возрос интерес к исследованию функционально-
градиентных материалов (ФГМ). Функционально-градиентные материалы, свойства ко-
торых изменяются по пространственным координатам, можно использовать при модели-
ровании поведения конструкций из армированных композитных материалов. В настоящее
время ФГМ используются в различных областях науки и техники (электронике, опти-
ке, химии, биомедицине и т. д.), что обусловливает необходимость создания новых мето-
дов исследования свойств ФГМ и методов моделирования поведения конструкций из таких

материалов [1–5]. Существует небольшое количество работ, посвященных исследованию
поведения балок из ФГМ, находящихся под действием как механических нагрузок, так
и нагрузок другого типа. В работах [6–8] изучалось поведение балок из ФГМ. В работах
[9–11] развиты аналитические методы решения контактных задач и задач термоупругости
для балок из ФГМ и трехслойных балок с наполнителем из ФГМ. В этих работах пред-
полагалось, что термодинамические свойства материала изменяются по толщине балки
по экспоненциальному закону. В [12] с использованием рядов Фурье и метода Галерки-
на решались двумерные задачи для упругих балок из ФГМ, находящихся под действием
поперечной нагрузки. Предполагалось, что модуль Юнга изменяется по толщине пласти-
ны по степенному закону, а коэффициент Пуассона является постоянным. В [13, 14] при
решении задач термоупругости для балок из ФГМ предложено использовать балочный ко-
нечный элемент, построенный на основе теории балок с учетом поперечного сдвига. В этих
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работах использовался как экспоненциальный, так и степенной закон изменения свойств
материала по толщине балки. В [15, 16] получены аналитические решения двумерных

задач для пластин и балок. В работах [17–20] в предположении, что осевые смещения
по толщине балки изменяются по степенному закону, предложены уточненные уравнения
теории балок, учитывающие поперечный сдвиг. В [21] исследовались закритическое пове-
дение и нелинейные свободные колебания лежащих на упругих основаниях балок из ФГМ,
имеющих геометрические несовершенства. В [22] изучена трехмерная задача о колебани-
ях трехслойной балки из ФГМ. В [23] с помощью метода Ритца исследованы свободные

колебания пластины из ФГМ. Изгиб и свободные колебания пластин из ФГМ изучались

в работе [24] с использованием теории балок высшего порядка, учитывающей поперечный
сдвиг. В [25] с использованием аналитического метода и теории первого порядка, учи-
тывающей поперечный сдвиг, решалась задача о свободных колебаниях балки из ФГМ с

трещиной на ее конце. В [26] с учетом положения нейтральной поверхности [27] предложена
теория первого порядка, учитывающая поперечный сдвиг, для решения задач об изгибе и
свободных колебаниях балок из ФГМ. В [28] также решена задача об изгибе и колебаниях
балок из ФГМ с учетом поперечного сдвига. В [27, 29–31] для решения задач об изгибе и
колебаниях балок из ФГМ предложена теория, учитывающая как поперечный сдвиг, так и
обжатие. Обзор работ, посвященных исследованию поведения пластин из ФГМ, приведен
в [32].

В данной работе с использованием функции напряжений строится решение задачи об

изгибе консольной балки из ФГМ, находящейся под действием равномерно распределенной
нагрузки. Полученное аналитическое решение может быть модифицировано для случая
однородной балки.

1. ФГМ, свойства которых изменяются по экспоненциальному закону. ФГМ
можно создавать, непрерывно изменяя концентрации компонентов многофазных материа-
лов по объему в соответствии с заданным законом. Особенностью ФГМ является неодно-
родность их микроструктуры, вследствие чего их макроскопические свойства непрерывно
изменяются по объему. В данной работе исследуются ФГМ, механические свойства кото-
рых изменяются либо по степенному закону, либо по экспоненциальному (ЭФГМ).

На верхней и нижней поверхностях балки из ФГМ задаются различные значения моду-
ля Юнга и коэффициента Пуассона. Внутри балки эти величины непрерывно изменяются
по ее толщине: E = E(z), ν = ν(z). В работе [33] отмечается, что изменение коэффициен-
та Пуассона влияет на напряженно-деформированное состояние балки менее существенно,
чем изменение модуля Юнга. Поэтому в данной работе предполагается, что коэффициент
Пуассона является постоянным, а модуль Юнга изменяется по экспоненциальному закону.
Модуль Юнга изменяется по толщине балки из ЭФГМ в соответствии с законом [18, 33]

E(z) = A eB(z+h/2),

где

A = Eb, B =
1

h
ln

(Et

Eb

)
,

Et, Eb — модули Юнга на нижней (z = +h/2) и верхней (z = −h/2) поверхностях балки
соответственно.

2. Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим консольную балку из
ЭФГМ, имеющую постоянную толщину h (рис. 1). Используется декартова система ко-
ординат, причем на нижней поверхности балки z = h/2, на верхней z = −h/2. Размеры
балки в направлениях координат x, y обозначены L и b соответственно. Предполагается,
что балка, находящаяся в плоском напряженном состоянии, нагружена равномерно рас-
пределенной нагрузкой q, приложенной к верхней поверхности.
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Рис. 1. Схема задачи

В случае отсутствия массовых сил уравнения равновесия имеют вид

∂σx

∂x
+

∂τxz

∂z
= 0,

∂τxz

∂x
+

∂σz

∂z
= 0, (1)

где σx, σz, τxz — компоненты тензора напряжений.
Деформации выражаются через перемещения в соответствии с соотношениями

εx =
∂u

∂x
, εz =

∂w

∂z
, γxz =

∂u

∂z
+

∂w

∂x
,

где u, w — компоненты вектора перемещения; εx, εz, γxz — компоненты тензора деформа-
ций. Уравнение совместности деформаций имеет вид

∂2εx

∂z2
+

∂2εz

∂x2
− ∂2γxz

∂x ∂z
= 0. (2)

Определяющие соотношения для ФГМ записываются следующим образом:

εx = S11σx + S13σz, εz = S13σx + S33σz, γxz = S44τxz. (3)

Здесь S11, S33, S13, S44 — коэффициенты податливости:

S11 = S33 =
1

E(z)
, S13 = − ν

E(z)
, S44 =

2(1 + ν)

E(z)
.

На верхней и нижней поверхностях ставятся краевые условия

σz(x,−h/2) = −q, σz(x, +h/2) = 0, τxz(x,±h/2) = 0, (4)

на левом свободном конце балки (x = 0) —

N0 = 0, M0 = 0, Q0 = 0 (5)

(N0, M0, Q0 — осевая сила, изгибающий момент и перерезывающая сила соответственно),
на правом защемленном конце балки — краевые условия

x = L, z = 0: u = w = 0,
∂w

∂x
= 0. (6)

3. Общее решение задачи. Введем функцию напряжений Эйри Φ(x, z):

σx =
∂2Φ

∂z2
, σz =

∂2Φ

∂x2
, τxz = − ∂2Φ

∂x ∂z
. (7)

При этом уравнение (1) удовлетворяется тождественно. Примем далее

Φ(x, z) = Φ0(z) + xΦ1(z) + x2Φ2(z) (8)
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(Φ0(z), Φ1(z), Φ2(z) — функции, подлежащие определению).Подставляя (8) в (7), получаем

σx = Φ′′
0 + xΦ′′

1 + x2Φ′′
2; (9)

σz = 2Φ2; (10)

τxz = −(Φ′
1 + 2xΦ′

2). (11)

Подставляя (9)–(11) в соотношения (3), а выражения для деформаций — в уравнение сов-
местности деформаций (2) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, на-
ходим

(S11Φ
′′
2)

′′ = 0; (12)

(S11Φ
′′
1)

′′ = 0; (13)

(S11Φ
′′
0 + 2S13Φ2)

′′ + (2S44Φ
′
2)
′ + 2S13Φ

′′
2 = 0. (14)

Интегрируя уравнение (12), получаем

Φ′′
2 = a1A1 + a2A2; (15)

Φ′
2 = a1A

0
1 + a2A

0
2 + a3, Φ2 = a1A

1
1 + a2A

1
2 + a3z + a9, (16)

где ai (i = 1, 2, . . .) — константы интегрирования,

A1 =
z

S11
, A2 =

1

S11
, An

i (z) =
1

n!

z∫
−h/2

(z − ξ)nAi dξ, i = 1, 2, n = 0, 1.

Интегрируя уравнение (13), имеем

Φ′′
1 = a4B4 + a5B5; (17)

Φ′
1 = a4B

0
4 + a5B

0
5 + a6; (18)

Φ1 = a4B
1
4 + a5B

1
5 + a6z + a7, (19)

где

B4 = A1, B5 = A2, Bn
i (z) =

1

n!

z∫
−h/2

(z − ξ)nBi dξ, i = 4, 5, n = 0, 1.

Подставляя соотношения (15)–(19) в уравнение (14) и дважды интегрируя, находим

Φ′′
0 =

9∑
i=1

aiCi, (20)

где

C1 = − 2

S11

( z∫
−h/2

(z − ξ)S13A1 dξ +

z∫
−h/2

S44A
0
1 dξ + S13A

1
1

)
,

C2 = − 2

S11

( z∫
−h/2

(z − ξ)S13A2 dξ +

z∫
−h/2

S44A
0
2 dξ + S13A

1
2

)
,
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C3 = − 2

S11

(
S13z +

z∫
−h/2

S44 dξ
)
, C4 = C5 = C6 = 0, C7 = A1,

C8 = A2, C9 = −2S13

S11
, Cn

i (z) =
1

n!

z∫
−h/2

(z − ξ)nCi dξ, i = 1, 2, . . . , 9, n = 0, 1.

Выражения для осевой силы N0, изгибающего моментаM0 и перерезывающей силы Q0

на левом конце балки получаются путем интегрирования уравнений (9), (11):

N0 =

h/2∫
−h/2

σx(0, z) dz =
9∑

i=1

aiC
0
i

(h

2

)
,

M0 =

h/2∫
−h/2

σx(0, z)z dz =
h

2

9∑
i=1

aiC
0
i

(h

2

)
−

9∑
i=1

aiC
1
i

(h

2

)
, (21)

Q0 =

h/2∫
−h/2

τxz(0, z) dz = −
(
a4B

1
4

(h

2

)
+ a5B

1
5

(h

2

))
− a6h.

Подставляя соотношения (15)–(20) в (9)–(11), полученные соотношения — в (3) и ин-
тегрируя, находим выражения для компонент вектора перемещений

u = x(S11Φ
′′
0 +2S13Φ2)+

x2

2
S11Φ

′′
1 +

x3

3
S11Φ

′′
2−

z∫
−h/2

S44Φ
′
1 dξ−

z∫
−h/2

(z−ξ)S13Φ
′′
1 dξ−ωz+u0,

w =

z∫
−h/2

(s13Φ
′′
0 + 2S33Φ2) dξ − a1

12
x4 − a4

6
x3 +

( z∫
−h/2

S13Φ
′′
2 dξ − a7

2

)
x2 + (22)

+
( z∫
−h/2

S13Φ
′′
1 dξ + ω

)
x + w0,

где u0, w0, ω — константы интегрирования. Подставляя соотношения (16), (18) в (10), (11),
полученные соотношения — в (4), имеем

a3 = 0, a6 = 0, a9 = −q

2
,

2∑
i=1

aiA
0
i

(h

2

)
= 0, 2

2∑
i=1

aiA
1
i

(h

2

)
− q = 0,

a4B
0
4

(h

2

)
+ a5B

0
5

(h

2

)
= 0.

(23)

В результате подстановки (21) в (5) получаем

9∑
i=1

aiC
0
i

(h

2

)
= 0,

9∑
i=1

aiC
1
i

(h

2

)
= 0, a4B

1
4

(h

2

)
+ a5B

1
5

(h

2

)
= 0. (24)
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Распределение модуля Юнга ЭФГМ по толщине пластины при различ-
ных значениях Et/Eb:
1 — Et/Eb = 1, 2 — Et/Eb = 1,5, 3 — Et/Eb = 2, 4 — Et/Eb = 4, 5 — Et/Eb = 10, 6 —
Et/Eb = 30

Рис. 3. Прогиб срединной линии при различных значениях Et/Eb:
1 — Et/Eb = 1, 2 — Et/Eb = 1,5, 3 — Et/Eb = 2, 4 — Et/Eb = 4, 5 — Et/Eb = 10

Определив константы ai в уравнениях (23), (24), можно найти функцию напряжений Φ.
Компоненты тензора напряжений определяются из соотношений (9)–(11). Подставляя (22)
в (6), получаем три уравнения, из которых можно найти u0, w0, ω, а затем — компоненты

вектора перемещения u, w.

4. Результаты исследования и их обсуждение. Рассмотрим консоль из ФГМ,
нагруженную на верхней поверхности равномерным давлением q. Расчеты проводились

для балки с параметрами L = 1 м, h = 0,1 м, q = 106 Н/м2. Модуль Юнга алюминия
равен Eb = 70 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0,3. На рис. 2 представлены зависимости
модуля Юнга ЭФГМ от координаты z/h при различных значениях отношения Et/Eb.

На рис. 3 показан прогиб срединной линии консоли при различных значениях отно-
шения Et/Eb. Видно, что максимальный прогиб имеет место для консоли из однородного
материала (Et/Eb = 1). С увеличением отношения Et/Eb прогиб уменьшается.

На рис. 4 представлены распределения осевого напряжения σx и напряжения сдви-
га τxz по толщине балки при различных значениях Et/Eb. При Et/Eb 6= 1 закон изменения
осевого напряжения по толщине балки из ЭФГМ не является линейным, в отличие от
случая балки из однородного материала (Et/Eb = 1). Максимальные значения растягива-
ющего и сжимающего осевых напряжений существенно зависят от отношения Et/Eb (см.
рис. 4,а). При Et/Eb = 1 кривая распределения напряжения сдвига τxz по толщине балки

является параболой и максимальное значение τxz достигается при z = 0 (см. рис. 4,б). При
Et/Eb 6= 1 соответствующая кривая не является параболой и точка, в которой достигает-
ся максимальное напряжение сдвига, смещается по направлению к верхней поверхности.
Максимальное значение τxz/q увеличивается с увеличением Et/Eb. На верхней и нижней
поверхностях балки напряжение сдвига обращается в нуль, что соответствует поставлен-
ным краевым условиям.
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Рис. 4. Распределения осевого напряжения σx (а) и напряжения сдвига τxz (б)
по толщине балки из ЭФГМ при x = L/3 и различных значениях Et/Eb (обо-
значения те же, что на рис. 3)
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Рис. 5. Зависимость между прогибом балки из ЭФГМ и прогибом балки из

однородного материала (алюминия) при различных значениях Et/Eb:
1 — Et/Eb = 1,5, 2 — Et/Eb = 2, 3 — Et/Eb = 4, 4 — Et/Eb = 10

На рис. 5 показана зависимость между прогибом срединной линии балки из ЭФГМ и

прогибом однородной алюминиевой балки wAl. Из анализа приведенных на рис. 5 линей-
ных зависимостей следует, что прогибы балки из ЭФГМ можно определить по прогибам

однородной балки.

Заключение. С использованием полуобратного метода получено аналитическое ре-
шение задачи об изгибе консоли из ЭФГМ в предположении, что балка находится в плос-
ком напряженном состоянии, а модуль Юнга изменяется по толщине пластины по экс-
поненциальному закону. Установлено, что напряженно-деформированное состояние балки
из ЭФГМ существенно зависит от отношения Et/Eb. Полученное решение можно исполь-
зовать для построения упрощенных теорий изгиба балок из ФГМ. Также данный подход
можно использовать для построения решений других задач.
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