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Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé ê êëàññó ñòðóêòóðíûõ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ýòî ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîìó è èçîòðîïíîìó ñêàëÿðíîìó ïîëþ. 
Ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíîé ëèøü ïðè ïîêàçàòåëå ñòåïåíè íå áîëüøå åäèíèöû. 
Òàêæå ïîêàçàíû ñâÿçü ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ñòàöèîíàðíûõ è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî ñòàöèîíàðíûìè 
ïðèðàùåíèÿìè è îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. 
Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ èõ îïèñàíèÿ ñ àíàëèçîì òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê, ðåêîìåíäî-
âàííûå äëÿ øèðîêîãî ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùå-
íèÿìè, ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü; random stationary process, random process with sta-
tionary increments, structure function, spectral density. 

 
 

Ââåäåíèå 

 
Ïðè ðåøåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷ ïî ìèêðî-

ñòðóêòóðå òóðáóëåíòíîñòè è åå âëèÿíèþ íà ðàñïðî-
ñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå, âêëþ÷àÿ îïòè÷å-
ñêîå, àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò êîððåëÿöèîííûõ 
(ÊÔ) è/èëè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé (ÑÔ). Òàêæå îí 

øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èçó÷åíèè àòìîñôåðû êàê 
ñëó÷àéíîé ñðåäû, â ÷àñòíîñòè ïðè èññëåäîâàíèè ðàç-
ëè÷íûõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé [1–5]. 
Íàïîìíèì, ÷òî äàëåêî íå âñå ôóíêöèè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êîððåëÿöèîííûõ (B(τ)) èëè 

ñòðóêòóðíûõ (D(τ)) (çäåñü τ – âðåìåííîé èëè ïðî-
ñòðàíñòâåííûé ñäâèã). Îäíî èç íåîáõîäèìûõ óñëî-
âèé ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ôóíêöèé – îíè îáÿçàíû 
ïîðîæäàòü ïîëîæèòåëüíûå ôèçè÷åñêèå ñïåêòðàëü-
íûå ïëîòíîñòè (ÑÏ) G(ω), ò.å. íà âñåõ ÷àñòîòàõ ω 
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 

 ω ≥( ) 0.G  (1) 

Åñëè G(ω) < 0 õîòÿ áû íà îäíîé ÷àñòîòå, òî èññëå-
äóåìûå B(τ) èëè D(τ) óæå íå ïðèíàäëåæàò ê êëàññó 
êîððåëÿöèîííûõ èëè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé [3–5]. 
Òåì ñàìûì îãðàíè÷èâàåòñÿ êðóã ôóíêöèé, êîòîðûå 
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îïèñàíèè ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè, 
òàêàÿ ïðîáëåìà ñóùåñòâóåò ïðè âûáîðå àïïðîêñèìè-
ðóþùèõ êîððåëÿöèîííî-ñòðóêòóðíûõ çàâèñèìîñòåé  
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ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èëè íà ýòàïå âûáîðà 

òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÊÔ è ÑÔ ïðè îïèñàíèè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èçó÷àåìûõ ôèçè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ. Îíà äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè äëÿ óêàçàííûõ öåëåé ñîñòàâíûõ (êóñî÷íî-
çàäàííûõ) ôóíêöèé è ñëîæíà, îñîáåííî ïðè íàëè÷èè 
ó èññëåäóåìûõ B(τ) èëè D(τ) ðàçðûâîâ èõ îïðåäå-
ëåíèÿ â îáëàñòè τ [1, 3]. Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç  
â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàçëè÷íû-
ìè ïðåäïîëîæåíèÿìè è õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñòðîãèìè 
ðåøåíèÿìè. Òàê, ðÿä îáùåïðèíÿòûõ ñîîòíîøåíèé, 
ñâÿçûâàþùèõ ïîâåäåíèå ÑÔ è ÑÏ, ñòðîãî âûïîëíÿ-
åòñÿ òîëüêî ïðè çàäàíèè D(τ) íå íà êîíå÷íîì, à íà 
áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå τ (ñì., íàïðèìåð, [6–8]). 
Ïðè ýòîì óñêîëüçàåò, íà íàø âçãëÿä, âîçìîæíîå 
íàëè÷èå â ÑÏ îñöèëëÿöèé, îáóñëîâëåííûõ êîíå÷-
íûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ (çàäàíèÿ) ÑÔ. 

Çàòðîíóòûå âîïðîñû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå 
ïðîñòåéøåé ñòåïåííîé ñîñòàâíîé ôóíêöèè 
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Çäåñü L0 < ∞ – âðåìåííîé (èëè ïðîñòðàíñòâåííûé) 
ñäâèã, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò íàñûùåíèå Dµ(τ)  
äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû – óäâîåííîé äèñïåðñèè 
èññëåäóåìîãî ïðîöåññà 2σ2 [1–5]; Ñ2 – ñòðóêòóðíàÿ 
õàðàêòåðèñòèêà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. 

Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé 

ôóíêöèè äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðî- 
öåññîâ (ÑÑÏ). Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííàÿ Dµ(τ) 
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â äèàïàçîíå çíà÷åíèé 0 < μ < 2 ïðèíàäëåæèò ê êëàñ-
ñó ÑÔ ÑÑÏ. Îäíàêî âåñîìûõ àðãóìåíòîâ â ïîëüçó 

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ êàê â [3], òàê è â äðóãèõ èçâå- 
ñòíûõ íàì ðàáîòàõ íå ïðèâîäèòñÿ. Â íèõ ïðîñòî 
çàäàåòñÿ, ÷òî Dµ(τ) ïðè μ = 1 ÿâëÿåòñÿ ÑÔ ÑÑÏ,  
à ïðè μ = 2 – íåò. Ïðèâåäåííîå â [3] óòâåðæäåíèå, 
âèäèìî, îñíîâàíî íà òîì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñòåïåí-
íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ óêàçàííîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé μ 

(êðîìå μ = 1) ïðè L0 → ∞ ÿâëÿåòñÿ ÑÔ ñëó÷àéíîãî 
ïðîöåññà ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè (ÑÏÑÏ) 

[1, 2, 7]. Íà íàø âçãëÿä, âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè 
Dµ(τ) ê êëàññó ÑÔ ÑÑÏ íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. 

Â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè äîñòàòî÷íî áîëüøîå 
êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ñ îöåíêàìè ÑÔ τ

ˆ ( ),D  ãðàôèêè 
êîòîðûõ âèçóàëüíî áëèçêè ê ñîñòàâíîé ôóíêöèè Dµ(τ) 
âèäà (2) (ñì., íàïðèìåð, [9–11]). Çàìåòèì, ÷òî  
â ÷àñòîòíîé îáëàñòè òàêîé ÑÔ îáû÷íî ñîîòâåòñòâó-
åò ñïàäàþùàÿ îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ÑÏ 
ñ âîçìîæíîé «ïîëî÷êîé» íà íèçêèõ ω. À êîíå÷íàÿ 
ïðîòÿæåííîñòü ýòîé ÑÔ Dµ(τ) äîëæíà ïðîÿâëÿòüñÿ 
íà óêàçàííîì ñïåêòðå ñîîòâåòñòâóþùèìè îñöèëëÿ-
öèÿìè ñ ïåðèîäîì, ñâÿçàííûì ñ äëèíîé L0. Ïîõî-
æèå ÑÏ ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû, íàïðèìåð, ïðè-
ñóòñòâóþò íà ðèñ. 25 ðàáîòû [12], àâòîðû êîòîðîé 
îòíîñÿò èõ ê êàðìàíîâñêèì ñïåêòðàì [1]. Îäíàêî  
â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè íåëüçÿ, íà íàø âçãëÿä, îáú-
ÿñíèòü ïðèñóòñòâèå â ðàññìàòðèâàåìûõ ñïåêòðàõ 

äîñòàòî÷íî âûðàæåííûõ óñòîé÷èâûõ îñöèëëÿöèé, 
äàæå íåñìîòðÿ íà ìàñêèðóþùåå âîçäåéñòâèå èçìå-
ðèòåëüíûõ øóìîâ. Â òî æå âðåìÿ èõ íàëè÷èå ñîîò-
âåòñòâóåò ïðåäïîëàãàåìîé ÑÔ âèäà (2). 

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – èññëåäîâà-
íèå óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè Dµ(τ) â ôîð-
ìå (2) ê êëàññó ÑÔ ÑÑÏ. Ïîëó÷åííûå âûâîäû 
ñëåäóåò ïîäòâåðäèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëåííûìè 
ðàñ÷åòàìè. Òàêæå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü àïïðîêñè-
ìàöèîííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÑÏ G(ω) 
ñ àíàëèçîì òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. 

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÑÏÑÏ ñ íåñîñòàâíîé ñòå-
ïåííîé ÑÔ (ò.å. âèäà (2), íî ïðè L0 → ∞) ñóùåñò-
âóåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ÑÏ (îáîçíà÷èì êàê 
W(ω)) [1, 2]: 
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ãäå μ – ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ÑÔ, 0 < μ < 2, μ ≠ 1; 
Γ(μ) – ãàììà-ôóíêöèÿ. Öåëåñîîáðàçíî íàéòè ñâÿçü 
ìåæäó ÑÏ ÑÑÏ G(ω) è ÑÏÑÏ W(ω), êîòîðûå 
îïèñûâàþòñÿ âûøåóêàçàííûìè ñòåïåííûìè ÑÔ. 

Äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ïðîñòàÿ ïðîâåðêà 
óñëîâèÿ (1) ÷àñòî äîñòàòî÷íî òðóäîåìêà. Öåëåñîîá-
ðàçíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå ïðàêòè÷íûå êðèòåðèè. 
Ïîÿñíèì âûáîð ýòèõ êðèòåðèåâ íà ðÿäå ïðèìåðîâ. 
Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç âçÿòûõ äëÿ ïðèìåðîâ 
ñëó÷àåâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïàðàìåòðè-
çàöèè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé â ôîðìå, îòëè÷íîé  
îò (2). Ïîýòîìó è ïðîâåäåí èõ îòíîñèòåëüíî ïîä-
ðîáíûé àíàëèç. 

 

Íåêîòîðûå êðèòåðèè ïðèíàäëåæíîñòè 
ôóíêöèé D(τ) ê êëàññó ÑÔ ÑÑÏ 

 

Çàäà÷à âûáîðà êðèòåðèåâ èññëåäîâàíà ïîä- 
ðîáíåå ïðèìåíèòåëüíî ê êîððåëÿöèîííûì, íåæåëè  

ê ñòðóêòóðíûì ôóíêöèÿì. Âî ìíîãîì ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãèé ìåæ-
äó êîððåëÿöèîííûìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè (ÕÔ) [13]. À èìåííî, êëàññ íîðìèðîâàííûõ 

ÊÔ ÑÑÏ R(τ) = B(τ)/B(0) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ÕÔ 
Ψ(t) íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X ñ ñîîòâåòñò-
âóþùèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèé F(x) è ïëîòíî-
ñòÿìè âåðîÿòíîñòåé p(x) [5]. Ïðè ýòîì p(x) è Ψ(t) 
ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå [5, 13], ñëåäîâà-
òåëüíî, àíàëîãîì ÑÏ ÑÑÏ G(ω) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ p(x). Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, ðàíåå 
ïîëó÷åííûå â òåîðèè ÕÔ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü  
è ïðèìåíèòåëüíî ê ÊÔ. Â [13] ñôîðìóëèðîâàíû 
íåñêîëüêî òåîðåòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ïðèíàäëåæíîñòè 
íåêîòîðîé êðèâîé ê êëàññó ÕÔ Ψ(t), ñîäåðæàùèõ 
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Íàèáîëåå èç-
âåñòåí èç íèõ êðèòåðèé Áîõíåðà. Ñëåäóÿ ýòîìó êðè-
òåðèþ, íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ B(τ) âåùåñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé τ ÿâëÿåòñÿ ÊÔ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
îíà – ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ [3–5]. 
Ïðè ýòîì êðîìå ñîîòíîøåíèÿ (1) îáåñïå÷èâàåòñÿ âû-
ïîëíåíèå è äðóãèõ íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ ÊÔ: 

 >(0) 0,B  τ = −τ( ) ( ),B B  τ ≤( ) (0).B B  (4) 

Îäíàêî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ñòðî-
ãîãî êðèòåðèÿ (è ïîõîæèõ äðóãèõ) ÷àñòî çàòðóäíè-
òåëüíî. Ïîýòîìó ïðèìåíÿþò áîëåå ïðîñòûå îöåíêè, 
îñíîâàííûå òîëüêî íà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ èëè  
íà èçâåñòíûõ ñâîéñòâàõ ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííûõ 
ñîîòíîøåíèé. Â [3–5, 14] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñî-
îòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì (1), (4) íåñïåêòðàëüíûå 
êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ÊÔ. Äëÿ èõ çàïèñè â òåð-
ìèíàõ ÑÔ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñóùåñòâóþ-
ùèìè ñâÿçÿìè ìåæäó B(τ) è D(τ). 

Ïóñòü Õ(t) – âåùåñòâåííûé ýðãîäè÷åñêèé ÑÑÏ 
ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Åãî ÊÔ B(τ) è ÑÏ G(ω) ñâÿ-
çàíû èçâåñòíûì âàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 
[1–5]: 
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Òàêæå ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå èõ ÑÔ 
è ÊÔ: τ = − τ = σ − τ⎡ ⎤⎣ ⎦

2( ) 2 (0) ( ) 2 2 ( ),D B B B  ãäå σ2 – 
äèñïåðñèÿ Õ(t). Òàê êàê â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé D(∞) = 2Â(0) = 2σ2, òî ìîæíî çàïèñàòü 

τ = − τ
�( ) ( )/2,B D  ãäå τ = τ − ∞

� ( ) ( ) ( )D D D  – öåíòðèðî-
âàííàÿ (îòíîñèòåëüíî D(∞)) ÑÔ. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ÊÔ ÑÑÏ B(τ) ýêâèâàëåíòíà óìåíüøåííîé â äâà ðàçà 
ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì öåíòðèðîâàííîé ÑÔ τ

� ( ).D  
Ïîýòîìó, íàðÿäó ñ (5), ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå 

 

∞

ω = − τ ωτ τ

π ∫
�

0

1
( ) ( ) cos( ) .

2
G D d  (6) 
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Ñîîòíîøåíèÿ (5), (6) äàþò, íà ïåðâûé âçãëÿä, 
íàèáîëåå ïðîñòóþ âîçìîæíîñòü îòâåòà íà âîïðîñ  
î ïðèíàäëåæíîñòè (èëè íå ïðèíàäëåæíîñòè) òåñòè-
ðóåìûõ ôóíêöèé B(τ) ê êëàññó êîððåëÿöèîííûõ 
(èëè D(τ) ê êëàññó ñòðóêòóðíûõ). Îäíàêî ïðÿìîå 
àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå (5), (6) ñ äàëüíåéøåé 
ïðîâåðêîé óñëîâèÿ (1) íà ïðàêòèêå íå âñåãäà âîç-
ìîæíî. Ïîýòîìó äëÿ ÊÔ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû 

âûøåóïîìÿíóòûå íå ñïåêòðàëüíûå êðèòåðèè, äîñòà-
òî÷íî ïîëíî èçëîæåííûå â [3–5, 14]. Îíè îñíîâàíû 

íà àíàëèçå ãëàäêîñòè èññëåäóåìîé ôóíêöèè B(τ). 
Íåîáõîäèìî ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííûõ ñâÿçåé ìå-
æäó B(τ) è τ

� ( )D  ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå êðè-
òåðèè è äëÿ ÑÔ. 

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íèçêî÷àñòîòíûõ ÑÑÏ, 
êîòîðûì ïðåäïîëîæèòåëüíî äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü 

àíàëèçèðóåìûå çäåñü ñòåïåííûå ÑÔ. Îòìåòèì, ÷òî 
èç (4) âûòåêàåò íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ ñëå-
äóþùèõ óñëîâèé äëÿ ÑÔ ÑÑÏ D(τ): 

 =(0) 0,D  τ = −τ( ) ( ),D D  τ ≥( ) 0,D  

 
τ→∞

τ =lim ( ) const.D  (7) 

Àíàëîãè÷íî ÕÔ è ÊÔ [3–5, 13, 14] ó êàíäè-
äàòîâ íà ðîëü ÑÔ îñíîâíîå çíà÷åíèå èãðàåò ôàêò 
ñóùåñòâîâàíèÿ (èëè íå ñóùåñòâîâàíèÿ) âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé â íóëå. Âàæíî òàêæå ïîâåäåíèå D″(τ) ïðè 
âñåõ äðóãèõ τ. Äàëåå, îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ñ ó÷åòîì âûøåïðèâåäåííûõ àíàëîãèé 
ìåæäó òðåìÿ îòìå÷åííûìè ôóíêöèÿìè ïðåäñòàâèì 
èòîãîâûå îöåíî÷íûå âûâîäû â ñòðóêòóðíûõ òåðìè-
íàõ. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû è ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ 
êðèòåðèåâ êðîìå ñòåïåííûõ ôóíêöèé ðàññìîòðèì  
è äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè. 

Ñëó÷àé 1. Ó àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè D(τ) ñó-
ùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè τ = 0 (ïðè íó-
ëåâîé ïåðâîé). Â çàâèñèìîñòè îò åå çíàêà âîçìîæ-
íû äâà âàðèàíòà. 

Âàðèàíò 1. ′ =(0) 0,D  ′′ >(0) 0.D  

Â ýòîì âàðèàíòå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå êîìáè-
íàöèè. 

1.1. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ D″(τ) ñóùåñòâóåò ïðè 
âñåõ τ. Íî ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ  
íà îñè τ íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà D(τ) ïðèíàäëåæèò  
ê êëàññó ÑÔ äèôôåðåíöèðóåìîãî (â ñðåäíåì êâàä-
ðàòè÷íîì) ÑÑÏ [3–5, 14]. Èñïîëüçîâàíèå íà ïðàê-
òèêå òàêèõ ìîäåëåé ÑÔ îáîñíîâàíî, åñëè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå èëè òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâî-
ëÿþò ïðåäïîëîæèòü äîñòàòî÷íî ñèëüíîå óáûâàíèå ÑÏ 
G(ω) ñ ðîñòîì ÷àñòîòû áûñòðåå, ÷åì ω−3, íî ìåä-
ëåííåå, ÷åì ω−6. Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ ÑÔ. 

1.1.1. 

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ττ⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥σ − ≤ τ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎪ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤⎛ ⎞τ⎪ ⎢ ⎥τ = σ − − < τ ≤⎨ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦
⎪

σ τ >⎪
⎪
⎪⎩

32

2

3

2

2

12 , 0 ,
2

( ) 2 1 2 1 , ,
2

2 , .

T

T T

T
D T

T

T

 

Ýòîé ÑÔ îãðàíè÷åííîé äëèíû ñîîòâåòñòâóåò 
áûñòðî ñïàäàþùàÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû îñöèëëèðóþùàÿ 

ÑÏ 
⎛ ⎞σ ω

ω = ⎜ ⎟
π ω⎝ ⎠

4
23 sin /4

( ) ,
8 /4

T T
G

T
 ò.å. G(ω) ∼ ω−4, ω → ∞. 

1.1.2. ⎡ ⎤τ = σ − + α τ ⋅ −α τ⎣ ⎦
2( ) 2 1 (1 ) exp( ) ,D  

 α > 0,  −∞ ≤ τ ≤ ∞. 

Ýòîé ÑÔ íåîãðàíè÷åííîé äëèíû ñîîòâåòñòâóåò 

ãëàäêàÿ ÑÏ 
σ α

ω =

π ω + α

2 3

2 2 2

2
( )

( )
G  è G(ω) ∼ ω−4, ω → ∞. 

1.2. Íà îñè τ ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå D(τ) äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî  
è D(IV)(0) < 0. Òîãäà ýòà D(τ) ÿâëÿåòñÿ ÑÔ äâàæäû 
äèôôåðåíöèðóåìîãî ÑÑÏ. 

Íàïðèìåð, 

 
⎧ ⎫⎡ ⎤ατ⎪ ⎪

τ = σ − + α τ + −α τ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

2

2 ( )
( ) 2 1 1 exp( ) ,

3
D  

 α > 0,  −∞ ≤ τ ≤ ∞. 

Ýòîé ÑÔ ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêàÿ áûñòðî óáû-

âàþùàÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ÑÏ 
σ α

ω =

π ω + α

2 5

2 2 3

8
( ) .

3 ( )
G  

Ïðè ýòîì 
σ

=

πα

28
(0)

3
G  è G(ω) ∼ ω−6, ω → ∞. 

1.3. Íàêîíåö, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâî-
âàíèå ôóíêöèè D(τ) ñ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà 
íà îñè τ. Òîãäà òàêàÿ D(τ) ÿâëÿåòñÿ ÑÔ äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî ñêîëüêî óãîäíî ðàç ÑÑÏ. À åãî ÑÏ 
G(ω) óáûâàåò áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïå-
íè ÷àñòîòû ω. 

Íàïðèìåð, 

1.3.1. ⎡ ⎤τ = σ − −α τ⎣ ⎦
2 2 2( ) 2 1 exp( ) ,D  

 α > 0,  −∞ ≤ τ ≤ ∞. 

Ýòîé ãàóññîâîé ÑÔ ñîîòâåòñòâóåò òàêæå ãàóñ-
ñîâà ÑÏ ω = σ −ω α α π

2 2 2( ) exp( /4 )/2 .G  

1.3.2. 
σ ατ

τ =

+ ατ

2 2

2

2 ( )
( ) ,

1 ( )
D  α > 0,  −∞ ≤ τ ≤ ∞  

ñîîòâåòñòâóåò ÑÏ 
⎛ ⎞ωσ

ω = −⎜ ⎟
α α⎝ ⎠

2

( ) exp .
2

G  

1.4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 
ôóíêöèÿ D(τ) íå èìååò âòîðîé íåïðåðûâíîé ïðîèç-
âîäíîé D″(τ) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ τ ≠ 0. Òîãäà 
îíà íå ìîæåò áûòü ÑÔ. Ê íåé îòíîñèòñÿ èññëå- 
äóåìàÿ Dμ(τ) ïðè μ = 2. µ

′′ >(0) 0D  ëèøü ïðè ýòîì 
çíà÷åíèè μ. Íî ′′ τ = ±2 0( )D L  íå ñóùåñòâóåò. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, èç (6) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ 

ω = ω − ω ω πω
2 3

2 0 0 0( ) (sin cos )/ .G C L L L  Î÷åâèäíî, ÷òî 
óñëîâèå (1) äåéñòâèòåëüíî íå âûïîëíÿåòñÿ. Çàìå-
òèì, ÷òî òàêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü íåïðèìå-
íèìà è â êà÷åñòâå ÑÔ ÑÏÑÏ (îäíàêî åé ÷àñòî îïè-
ñûâàþò íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ðàçëè÷íûõ ñîñòàâíûõ 
ÑÔ [1, 2]). 
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Âàðèàíò 2. ′ =(0) 0,D  ′′ ≤(0) 0.D  

Òàêèå D(τ) îäíîçíà÷íî íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ÑÔ 
ÑÑÏ [5, 13]. 

2.1. Dμ(τ) â ôîðìå (2) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðà μ > 2. 

2.2. Ïðè k > 2 (÷àñòíûé ñëó÷àé k = 2 ðàññìîò-
ðåí ðàíåå â ïóíêòå 1.3.1) 

 { }τ = σ − − ατ
2( ) 2 1 exp( ) ,

k
D  α > 0, −∞ ≤ τ ≤ ∞. (8) 

2.3. Ïðè k > 2 (÷àñòíûé ñëó÷àé k = 2 ðàññìîò-
ðåí ðàíåå â ïóíêòå 1.3.2) 

 
σ ατ

τ =

+ ατ

22
( ) ,

1

k

k
D  α > 0,  −∞ ≤ τ ≤ ∞. (9) 

Èç ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà ñëåäóåò, ÷òî â êà- 
÷åñòâå ÑÔ äèôôåðåíöèðóåìîãî (îäèí ðàç è áîëåå) 
ÑÑÏ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâàæäû (è áîëåå) äèô-
ôåðåíöèðóåìûå íà âñåé îñè τ ôóíêöèè D(τ), åñëè 
ñïðàâåäëèâî D′(0) = 0, D″(τ) > 0 è âûïîëíÿþòñÿ 
óñëîâèÿ (7). Åñëè æå D″(τ) íå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû 
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ τ ≠ 0, òî D(τ) óæå íå ìî-
æåò ÿâëÿòüñÿ ñòðóêòóðíîé. Ýòî ñïðàâåäëèâî è ïðè 
D′(0) = 0, D″(τ) ≤ 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî àíàëèçè-
ðóåìóþ ñîñòàâíóþ ñòåïåííóþ ôóíêöèþ Dμ(τ) â âè-
äå (2) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà μ ≥ 2 íåëüçÿ èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ÑÔ ÑÑÏ. 

Ñëó÷àé 2. Ó àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè D(τ)  
íå ñóùåñòâóåò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïðè τ = 0. 

Òàêîå îòñóòñòâèå ãëàäêîñòè D(τ) â íóëå, êîòî-
ðóþ çà÷àñòóþ õîðîøî âèäíî íà ãðàôèêå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ îöåíîê ÑÔ τ

ˆ ( ),D  ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî 
ìåäëåííîìó óáûâàíèþ ÑÏ G(ω) ïðè ω → ∞. Îæè-
äàåìûé èëè ðåàëüíûé ÷àñòîòíûé ñïàä G(ω) ïðè 
óâåëè÷åíèè ω  ìåäëåííåå, ÷åì ω−3. Â èòîãå ñ ó÷åòîì 
èçëîæåííîãî â [5, 13, 14] ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü  
î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ïðèíàäëåæíîñòè D(τ)  
ê êëàññó ÑÔ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ÑÑÏ. 

Äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé 1 (ãðàôè÷åñêèé). Åñëè 
ãðàôèê íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè D(τ) 
íà ïîëóîñè 0 ≤ τ < ∞ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ 
êðèâóþ (ââåðõ) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7), òî ýòà 
ôóíêöèÿ îáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÑÔ ýðãî-
äè÷åñêîãî íåäèôôåðåíöèðóåìîãî ÑÑÏ. Çäåñü ìû 
èñïîëüçóåì òåðìèíû è îïðåäåëåíèÿ ðàáîòû [5], ãäå 
íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ ó = D(τ) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé 
(ââåðõ), åñëè ïðè ëþáûõ τ1 è τ2 èç îáëàñòè èçìåíå-
íèÿ τ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 

 
τ + τ⎡ ⎤τ + τ⎡ ⎤ ⎣ ⎦≥⎢ ⎥⎣ ⎦

1 21 2
( ) ( )

.
2 2

D D
D   (10) 

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ ó = D(τ) 
íà ëþáîì èíòåðâàëå [τ1, τ2] íè â îäíîé òî÷êå íå 
ìîæåò îêàçàòüñÿ íèæå õîðäû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè 
(τ1, D(τ1)) è (τ2, D(τ2)). Ýòîò ïðîñòîé êðèòåðèé  
âûòåêàåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû Ïîéà äëÿ ÕÔ èëè 

ÊÔ [5, 13]. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè äîñòàòî÷íûé 
êðèòåðèé (10) (èëè àíàëîãè÷íûé) íå âûïîëíÿåòñÿ, 
òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ D(τ) îäíîçíà÷íî 

íå ÿâëÿåòñÿ ÑÔ ÑÑÏ. Ýòî îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî 
êðèâàÿ ó = D(τ) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è, âîçìîæ-
íî, äëÿ íåå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå äîñòàòî÷íûå 
óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè. Òîãäà íåîáõîäèìî 
ïðîâåäåíèå áîëåå òùàòåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé (èëè ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé) äëÿ ïðîâåð-
êè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1). 

Ïðèìåðîì ÑÔ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñ-
ëîâèå (10), ÿâëÿåòñÿ àíàëèçèðóåìàÿ íàìè ñîñòàâíàÿ 
ôóíêöèÿ Dμ(τ) (2) ïðè 0 < µ ≤ 1. Ê òîìó æå  
èç ôîðìóëû (6) ïðè µ = 1 ñëåäóåò èçâåñòíîå âû- 
ðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îñöèëëèðóþùåé  

ÑÏ [5]: ω = ω πω
2 2 2

1 0( ) sin ( /2)/ .G C L  Îòñþäà G1(0) = 

= π
2 2

0/4C L  è G(ω) ∼ ω−2, ω → ∞ (çàìåòèì, ÷òî àíà-

ëîãè÷íàÿ ôóíêöèÿ τ = τ
2( ) ,D C  −∞ ≤ τ ≤ ∞ íå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ÑÔ ÑÏÑÏ [1]). 
Äëÿ ýòîé æå ôóíêöèè Dμ(τ) ïðè 1 < μ < 2 óñ-

ëîâèå (10) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ê òîìó æå íà èíòåðâàëå 
(0; L0) îíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé êðèâîé. Ïî-
ýòîìó âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè Dμ(τ) ê êëàññó ÑÔ 
ÑÑÏ ïðè ýòèõ µ ïîêà îñòàâèì îòêðûòûì. 

Íàðÿäó ñ óñëîâèåì (10) âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå 

äðóãèõ ïðîñòûõ ýêâèâàëåíòíûõ êðèòåðèåâ ïðèíàä-
ëåæíîñòè D(τ) ê êëàññó âûïóêëûõ ôóíêöèé [5, 15]. 
Òàê, ýòî îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà íà îòêðûòîì èí-
òåðâàëå (0; ∞) ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ D″(τ). 
Òîãäà âûïóêëîñòü êðèâîé ó = D(τ) íà ïîëóîñè (0; ∞) 
ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ òðåáîâàíèÿ 

 ′′ τ ≤( ) 0D  (11) 

ïðè âñåõ τ > 0. Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëèðîâêà âòî-
ðîãî êðèòåðèÿ. 

Äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé 2. Åñëè D″(0) íå ñó-
ùåñòâóåò, íî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11) ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè óñëîâèÿìè (7), òî D(τ) îáÿçàòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ ÑÔ íåäèôôåðåíöèðóåìîãî ÑÑÏ. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âíîâü ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ D(τ) â ôîðìå (8), íî óæå ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà 0 < k < 2. Åå äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà 
íåñêîëüêî ðàçëè÷íû â ñîñåäíèõ äèàïàçîíàõ 0 < k ≤ 1 
è 1 < k < 2. Â ïåðâîì äèàïàçîíå ó íåå íå ñóùåñò-
âóåò D″(0) è D″(τ) < 0 ïðè âñåõ τ > 0. Ïîýòîìó  
ïðè 0 < k ≤ 1 ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÑÔ íåäèô- 
ôåðåíöèðóåìîãî ÑÑÏ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1  
ÑÔ τ = σ − −α τ

2( ) 2 {1 exp( )}D  ñîîòâåòñòâóåò ÑÏ G(ω) = 

= σ α π ω + α
2 2 2/[ ( )]. Äëÿ 1 < k < 2 âòîðàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ D″(0) òàêæå íå ñóùåñòâóåò, íî íåðàâåíñòâî (11) 
âûïîëíÿåòñÿ óæå íå ïðè âñåõ τ > 0. Îäíàêî ýòî 
îçíà÷àåò âñåãî ëèøü, ÷òî D(τ) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé 
ôóíêöèåé íà ïîëóîñè (0, ∞). Áîëåå ñòðîãèå ðàññóæ-
äåíèÿ, îñíîâàííûå íà àíàëîãèè íîðìèðîâàííûõ ÊÔ 
R(τ) ñ êëàññîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé Ψ(t)  
è ðåçóëüòàòàõ, èçëîæåííûõ â [5, 13], ïîçâîëÿþò 
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî àíàëèçèðóåìàÿ D(τ) ïðè 
1 < k < 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÑÔ ÑÑÏ. 

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ñåìåéñòâî 
ôóíêöèé (9) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k â äèàïàçî-
íàõ 0 < k ≤ 1 è 1 < k < 2. Ïðè÷åì ïðè ðàññìîòðåíèè 



 

 Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé 99 
 

âòîðîãî èíòåðâàëà k ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòà-

òû, èçëîæåííûå â [13] äëÿ Ψ = +( ) 1/(1 ).
k

t t  

Åùå îäíèì ïðèìåðîì ÑÔ, êîãäà D″(0) íå ñó-
ùåñòâóåò, à íåðàâåíñòâî (11) âûïîëíÿåòñÿ íå ïðè 
âñåõ τ > 0, ÿâëÿåòñÿ τ = σ − − α τ ×

2( ) 2 [1 (1 )D  

× −α τexp( )], α > 0, −∞ ≤ τ ≤ ∞. Òàêîé ÑÔ ñîîòâåò-

ñòâóåò ãëàäêàÿ ÑÏ ω = σ αω π ω + α
2 2 2 2 2( ) 2 /[ ( ) ].G  

Èòàê, äâà ðàññìîòðåííûõ âûøå äîñòàòî÷íûõ 
êðèòåðèÿ ïðèíàäëåæíîñòè àíàëèçèðóåìûõ ôóíêöèé 
D(τ) ê êëàññó ÑÔ ÑÑÏ ïðîñòû è ïðè âûïîëíåíèè 
îäíîçíà÷íû. Îäíàêî ïðè èõ íåâûïîëíåíèè îäíî-
çíà÷íûé îòâåò î ïðèíàäëåæíîñòè (èëè íå ïðèíàä-
ëåæíîñòè) D(τ) ê êëàññó ÑÔ çàòðóäíèòåëåí. Òàê, 
àíàëèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Dμ(τ) (ôîðìóëà (2)) ïðè 
0 < μ ≤ 1 âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (10) îä-
íîçíà÷íî ÿâëÿåòñÿ ÑÔ ÑÑÏ. Íî äëÿ 1 < μ < 2 êðè-
òåðèé (10) íå âûïîëíÿåòñÿ è âîïðîñ îñòàåòñÿ îò-
êðûòûì. Îòñþäà âûòåêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè 
èñõîäíîãî êðèòåðèÿ (1). Íî â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëü-
òàò àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (6) äëÿ G(ω) íå 
âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ñëîæåí 
äëÿ àíàëèçà. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïðîâåäåíèå 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. 

 

Âû÷èñëåíèå ÑÏ ÑÑÏ äëÿ ÑÔ Dµ(τ) 
 

Íåïîñðåäñòâåííî èç (6) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ 
ÑÏ G(ω), ïîðîæäàåìîå ÑÔ Dμ(τ): 

 
µ

µ

⎧ ⎫β⎪ ⎪
ω = − τ ωτ τ⎨ ⎬

π ω⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
0

2

00

0

sin
( ) cos( ) ,

2

L

LC
G d   (12) 

ãäå β0 = ωL0 – áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Ïðè èíòåã-
ðèðîâàíèè âòîðîãî ÷ëåíà ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì ýêâè-
âàëåíòíîå ñîîòíîøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîé 
ïðîèçâîäíîé Dμ(τ): 

 µ −μ
ω = τ ωτ τ

πω ∫
0

2

1

0

( ) sin( ) .
2

L

C
G d  (13) 

Ôîðìóëû (12), (13) ñïðàâåäëèâû ïðè 0 < μ ≤ 2. 
Òàê, äëÿ μ = 1 ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîé èç íèõ 
ïîëó÷àåì ðàíåå ïðèâåäåííîå ïðè îïèñàíèè äîñòà-
òî÷íîãî êðèòåðèÿ 1 âûðàæåíèå äëÿ ÑÏ G1(ω), à äëÿ 
μ = 2 – ôóíêöèþ G2(ω) ïóíêòà 1.4. 

Ñðàâíèì (13) ñ ðàíåå ïðèâåäåííûì â [7] ñîîò-
íîøåíèåì (4) äëÿ ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà W0, 1(ω) íà-
÷àëüíîãî ó÷àñòêà ñòåïåííîé ÑÔ ÑÏÑÏ ïðè 0 < μ < 1. 
Çàìåòèì, ÷òî ÑÔ ÑÑÏ Dμ(τ) íà ïîëîæèòåëüíîì 
ó÷àñòêå 0 ≤ τ ≤ L0 ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé ñòåïåí-
íîé ÑÔ ÑÏÑÏ, çàäàííîé íà âñåé ïîëóîñè 0 ≤ τ ≤ ∞ 

(îáîçíà÷èì åå êàê Dμ, ∞(τ)). Ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ íå 
ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ôóíêöèåé. Òîãäà ìîæíî ñäåëàòü 
âûâîä î òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ÑÏ ÑÑÏ G(ω) ñ íàñû-
ùàþùåéñÿ ÑÔ Dμ(τ) ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíå ñïåê-
òðàëüíîãî âêëàäà W0, 1(ω) â ÑÏ ÑÏÑÏ W(ω) íà-
÷àëüíîãî ó÷àñòêà ÑÔ Dμ, ∞(τ) îò τ = 0 äî L0. Èíûìè 
ñëîâàìè, äëÿ 0 < μ < 1 ñïðàâåäëèâî: 

 ω = ω0, 1( ) ( )G W   (14) 

ïðè τ1 = L0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåííûå â [7] 
÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè óêàçàííûõ ñïåêòðàëüíûõ âêëà- 
äîâ ìîæíî îäíîâðåìåííî ñ÷èòàòü ãðàôèêàìè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ÑÏ ÑÑÏ G(f) ñ ÑÔ Dμ(τ) ïðè μ = 0,01 
è 0,99 ñ «âðåìåíàìè» íàñûùåíèÿ L0 = 10 è 100 ñ. 
Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì çàìåíû τ1 íà L0, ñïðàâåäëèâû  
è âñå ñäåëàííûå â [7] çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî 
ñâîéñòâ ýòèõ ÷àñòîòíûõ çàâèñèìîñòåé. Òàê, â îòëè÷èå 
îò áåçãðàíè÷íîãî óâåëè÷åíèÿ W(ω) ïðè ñòðåìëåíèè 
ω ê íóëþ, âåëè÷èíà ÑÏ G(ω) íà íóëåâîé ÷àñòîòå 
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðîâ L0 è μ. Ñ ðîñòîì ω ïðèìåðíî ïîñëå ïðå-
âûøåíèÿ óðîâíÿ ω ≈ (1 − 3)π/2L0 ðàä/c ÷àñòîòíàÿ 
çàâèñèìîñòü G(ω) â ñðåäíåì íà÷èíàåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü èçìåíåíèþ (ñïàäó) W(ω) ∼ ω−(μ

 

+
 

1). Íî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ìîíîòîííûì ñïàäàþùèì ñòåïåííûì ñïåê-
òðîì W(ω) â G(ω) íàáëþäàåòñÿ åãî ìîäóëÿöèÿ íå-
êîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè 
ôóíêöèÿìè (ïîäðîáíåå ýòî ðàññìîòðåíî íèæå). 

Ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé (12), (13) è àë-
ãîðèòìîâ âûñîêîòî÷íîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé, îïèñàííûõ  
â [7, 16], áûëè âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ G(ω) äëÿ 
1 < μ < 2. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ñîäåðæèò 
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå (1) ñóùåñòâîâàíèÿ ÑÔ. Ïîýòîìó 
äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé μ ôóíêöèÿ Dμ(τ) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðóêòóðíîé (â îòëè÷èå îò ÑÏÑÏ) è G(ω) 
íå ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ. Ïðè ýòîì 
íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ ãëàäêîãî ñòåïåííîãî õîäà 
W(ω) óæå çíàêîïåðåìåííûìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè 
ôóíêöèÿìè. 

Íà ðèñ. 1 â òåðìèíàõ öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò ïðè-
âåäåíû íîðìèðîâàííûå íà Ñ2 çíà÷åíèÿ ÑÏ ÑÏÑÏ 
W(f), ïîðîæäàåìûå ñòåïåííîé ÑÔ Dμ, ∞(τ) ïðè 

μ = 1,5. Òàì æå ïîêàçàí çíàêîïåðåìåííûé îñöèëëè-
ðóþùèé õàðàêòåð ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè G(f) 
ïðè L0 = 100 ñ. Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííîå, èçó÷åíèå 

èíòåðâàëà 1 < μ ≤ 2 öåëåñîîáðàçíî èç-çà ïðèìåíåíèÿ 

íà ïðàêòèêå ìîäåëåé ñîñòàâíûõ ÑÔ, îòäåëüíûå  
 

 
Ðèñ. 1. Ïîëîæèòåëüíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÑÏÑÏ 
W(f) è çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ G(f) äëÿ L0 = 100 c 
  è åå àïïðîêñèìàöèÿ Gapr(f); μ = 1,5 
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ó÷àñòêè êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÑÔ ñî çíà÷åíèÿìè 
ïàðàìåòðà μ èç ýòîãî äèàïàçîíà [1, 2]. 

Òàêæå áûëî âûÿâëåíî, ÷òî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû 

ñêîðîñòü ñïàäà ìîäóëÿ G(ω) ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò 
îò âåëè÷èíû μ, à ïðèáëèæàåòñÿ ê îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíîé ÷àñòîòíîé êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè. 
Ýòî âåðíî äëÿ âñåãî äèàïàçîíà 1 < μ < 2. Ñëåäî- 
âàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå G(ω) íå ñî- 
îòâåòñòâóåò ÷àñòîòíîìó ñïàäó ÑÏ W(ω). Ìîæíî 
çàïèñàòü 

 −

ω = ω
2( ) ( ),G O  ω → ∞.  (15) 

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (14) è èñïîëüçóÿ ðàíåå ïðè- 
âåäåííûå â [7] ðåçóëüòàòû äëÿ W0, 1(ω) ïðè 0 < μ < 1, 
ïîëó÷àåì ïðîñòûå è òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå àïïðîê-
ñèìàöèîííûå çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ G(ω) íà âñåì 
÷àñòîòíîì èíòåðâàëå îò ω = 0 äî ω = ∞: 

 ω ≈ ω =apr( ) ( )G G  
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(16) 

Âåðõíåå ñîîòíîøåíèå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïîëîæè-
òåëüíîé ïëîñêîé ÷àñòè êðèâîé G(ω) âáëèçè íóëåâûõ 
÷àñòîò, à íèæíåå – ïîâåäåíèå åå ñïàäàþùåé ÷àñòè 
ïðè óâåëè÷åíèè ω. Çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ÷àñòîò ωb, 
çàâèñÿùèå îò âåëè÷èí L0, μ è îïðåäåëÿåìûå èç îáåñ-
ïå÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ «ïåðåõîäíûõ» îøèáîê ìåæäó 
äâóìÿ îáëàñòÿìè àïïðîêñèìàöèè, ïðèâåäåíû â [7]. 
Êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, âûðàæåíèå (16) 
ñïðàâåäëèâî è äëÿ 1 < μ ≤ 2. Äîïîëíÿÿ ðåçóëüòàòû [7] 
èññëåäîâàíèÿìè äëÿ ýòîãî äèàïàçîíà μ, ðåêîìåíäó-
åì ñëåäóþùèé âûáîð ωb = 2πfb: 
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 (17) 

fb0 = 1/4L0. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé íèæíåãî 

ñîîòíîøåíèÿ â (16) ïðè μ = 1 òîæäåñòâåíåí ðàíåå 
ïðèâåäåííîìó òî÷íîìó àíàëèòè÷åñêîìó âûðàæåíèþ 
äëÿ ÑÏ G1(ω), ñïðàâåäëèâîìó íà âñåì ÷àñòîòíîì 
èíòåðâàëå îò ω = 0 äî ∞ (ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü 
ôîðìàëüíîå ñëåäñòâèå èç (3), ÷òî W(ω) = Ñ2/2πω2). 
À ïðè μ = 2 îíî ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì âûðàæåíèåì 
äëÿ G2(ω) ïóíêòà 1.4. Ôîðìàëüíî èç (3) ñëåäóåò, 
÷òî W(ω) = 0 äëÿ âñåõ ω ïðè μ = 2. 

 

Ïðè àíàëèçå òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîîòíî- 
øåíèé (16) çíà÷åíèÿ G(ω), ðàññ÷èòàííûå ïî òî÷íûì 
èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (12), (13), ñðàâíèâà-
ëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé Gapr(ω) ïðè øèðî-
êîì ðàçáðîñå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Òàê, âåëè÷èíà μ 
èçìåíÿëàñü îò 0,01 äî 2, à «âðåìÿ» íàñûùåíèÿ L0 
âàðüèðîâàëîñü â äèàïàçîíå îò 0,01 äî 10000 ñ. Â êà-
÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè G(ω) ôóíêöè-
åé Gapr(ω) èñïîëüçîâàëàñü êàê èõ ðàçíîñòü d(ω) = 
= Gapr(ω) − G(ω), òàê è îòíîñèòåëüíàÿ ïðîöåíòíàÿ 
îøèáêà ε(ω) = [d(ω)/G(ω)] ⋅ 100%. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ 
íåâåðíîé èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ââèäó âîç-
ìîæíîãî ðåçêîãî èçìåíåíèÿ íåïðåðûâíîé ε(ω) øàã 
âñåõ ðàñ÷åòîâ â öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ óìåíüøàëñÿ 
äî Δf = 1/(64L0) Ãö. 

Äëÿ 0 < μ < 1 òî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè 
Gapr(ω) ñ ó÷åòîì (14) ôàêòè÷åñêè ïðîàíàëèçèðîâà-
íû â [7], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëèøü âáëèçè ÷àñòîòû 
2ωb0 = 4πfb0 = π/L0 îøèáêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî 
áîëüøîé (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) ïî ñðàâíåíèþ  
ñ îøèáêàìè â äðóãèõ èíòåðâàëàõ ÷àñòîò. Ïðè÷åì íàè-
áîëüøèå çíà÷åíèÿ ε ω( )  íàáëþäàþòñÿ ïðè μ = 0,01. 
Îäíàêî âåëè÷èíû ýòèõ îøèáîê íåçíà÷èòåëüíû è íå 
ïðåâûøàþò 2%. Íà îñòàëüíîé ÷àñòè ÷àñòîòíîãî 
äèàïàçîíà ïðè óäàëåíèè îò 2ωb0 âåëè÷èíîé ε ω( )  
âîîáùå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èç-çà åå êðàéíåé ìàëîñòè 
(äåñÿòûå è ìåíåå äîëè ïðîöåíòà). Òàêæå ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì çíà÷åíèè μ èçìåíåíèå âåëè÷èíû L0 ïðè-
âîäèò òîëüêî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñäâèãó è ìàñøòà-
áèðîâàíèþ õîäà ε(ω) íà îñè ÷àñòîò. 

Äëÿ èíòåðâàëà 1 < μ < 2 õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ 
îøèáîê àïïðîêñèìàöèè ε(ω) áîëåå ñëîæåí. Ýòî 
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå  
îò 0 < μ < 1, àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ G(ω) èç-
íà÷àëüíî ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì â ïå-
ðåõîäíîé çîíå âáëèçè ω ≈ 2ωb0 íàáëþäàåòñÿ îæè-
äàåìûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ε ω( ) . Íî, â îòëè÷èå 
îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, îí íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. 
Ñóùåñòâåííî áóëüøèå âåëè÷èíû ε ω( )  ìîãóò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ â îáëàñòè ÷àñòîò, ãäå çíà÷åíèÿ G(ω) ìåíÿþò 
çíàê, ò.å. áëèçêè ê íóëþ. Ïðè ýòîì àáñîëþòíàÿ 
ðàçíîñòü ìåæäó G(ω) è Gapr(ω) ìîæåò áûòü ñîâñåì 
íåçíà÷èòåëüíîé. 

Âûøåèçëîæåííîå â òåðìèíàõ öèêëè÷åñêèõ ÷àñ-
òîò äëÿ μ = 1,5 îòðàæåíî íà ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî 
çíà÷åíèÿ ε( )f  ðåçêî óâåëè÷èâàþòñÿ âáëèçè ìàëûõ 
çíà÷åíèé G(f). Íå íàäî çàáûâàòü è î âñåãäà ïðèñóò-
ñòâóþùèõ îøèáêàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, 
îñîáåííî ïðîÿâëÿþùèõñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 

èñêîìûõ âåëè÷èí. Ïîäîáíûå êðèâûå õàðàêòåðèçóþò 
ïîâåäåíèå àáñîëþòíûõ è îòíîñèòåëüíûõ îøèáîê 
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè G(f) äëÿ âñåõ 1 < μ < 2  
è äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé L0 ñ ó÷åòîì èçìå-
íåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîòíûõ ìàñøòàáîâ. Îò-
ìå÷åííûå ðåçêèå óâåëè÷åíèÿ ε( )f  íàáëþäàþòñÿ  
íà ÷ðåçâû÷àéíî ìàëûõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëàõ ïðè 

ïî÷òè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíê-
öèè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèâîäÿò ê çíà÷èìûì îò-
êëîíåíèÿì õîäà Gapr(f) îò G(f). Ýòî õîðîøî âèäíî 
íà ðèñ. 1, ãäå ïîêàçàíî ïîâåäåíèå G(f) è Gapr(f). 
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Ðèñ. 2. Ìîäóëè G(f), d(f) è ε(f) ïðè àïïðîêñèìàöèè  
G(f) ôóíêöèÿìè Gapr(f) ïðè μ = 1,5, L0 = 100 ñ, 
  Δf = 1/(64L0) Ãö 

 
Âûøåèçëîæåííîå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, 

÷òî ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 
Gapr(ω) (16), (17) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò 
ïîâåäåíèå G(ω) ïðè 0 < μ < 2 âî âñåì ÷àñòîòíîì 
äèàïàçîíå ω è äëÿ âñåõ çíà÷èìûõ íà ïðàêòèêå L0. 
Èç íèõ ñëåäóþò äîïîëíèòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà 
ïîëîæèòåëüíîãî è çíàêîïåðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ G(ω) 
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ μ, à òàêæå âåðíîñòè îò-
ìå÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Èç (16) ñëåäóåò, 
÷òî ôóíêöèþ G(ω) ïðè ω > ωb ìîæíî äîñòàòî÷íî 
òî÷íî ïðåäñòàâèòü ñóììîé òðåõ ìîíîòîííûõ ñòåïåí-
íûõ êîìïîíåíò ω−(μ

 

+
 

1), ω−2, ω−3 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 

âçâåøèâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè A1, A2(ω), A3(ω). 
Ïðè÷åì À1 çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà  
μ è âñåãäà ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Â ñâîþ î÷åðåäü, 
A2(ω), A3(ω) ÷àñòîòíî çàâèñèìû è èìåþò çíàêîïå-
ðåìåííûé, îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð. Ïðè 0 < μ < 1 
ïðåâàëèðóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà  
ñî ñðåäíèì ñïàäîì ω−(μ

 

+
 

1). Ïðè 1 < μ < 2 ïðåâàëè-
ðóåò çíàêîïåðåìåííàÿ âòîðàÿ êîìïîíåíòà ñî ñðåä-
íèì ñïàäîì ω−2, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ âûðàæåíèå (15). 
  Íèæíåå ñîîòíîøåíèå â (16) òàêæå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ìóëüòèïëèêàòèâíîì âèäå 

 ω ≈ ω = ω ωapr( ) ( ) ( ) ( ),G G W g  

ãäå 

 
µ − ⎧ ⎫ω μ −

ω = − ω − ω⎨ ⎬
Γ μ πμ ω⎩ ⎭

1

0

0 0

0

( ) ( 1)
( ) 1 cos sin

( ) sin( /2)

L
g L L

L
 

– ìîäóëèðóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ; ñïåêòð 

W(ω) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3). Çàìåòèì, ÷òî ïðè μ = 1 
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî g(ω) = 1 − cosωL0, ò.å. ýòà 
ôóíêöèÿ èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî äâóõ. 

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ìóëüòèïëè- 
êàòèâíîå âçâåøèâàíèå ñòåïåííîãî ìîíîòîííîãî ÷àñ-
òîòíîãî õîäà ω−(μ

 

+
 

1)
 ñîîòâåòñòâóþùèìè àääèòèâíî-

ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîìáèíàöèÿìè ïåðèîäè÷åñêèõ 
è ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Ïðè÷åì îáùèé ïåðèîä ðå-
çóëüòèðóþùèõ îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ L0, à èõ 
àìïëèòóäà è çíàê – μ. 

Ïðè ìàëûõ μ çíà÷åíèÿ g(ω) áëèçêè ê åäèíèöå. 
Ïîýòîìó è G(ω) â ñâîåé ñïàäàþùåé ÷àñòè (îñîáåí-
íî ïðè ω >> ωb) íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëî-
æèòåëüíûõ çíà÷åíèé W(ω). Ýòî õîðîøî äåìîíñò-
ðèðóåò ðèñ. 1 â [7] ïðè ó÷åòå ðàâåíñòâà (14). 

Ñ ðîñòîì μ àìïëèòóäû ðàññìàòðèâàåìûõ îñ-
öèëëÿöèé îòíîñèòåëüíî åäèíèöû óâåëè÷èâàþòñÿ, 
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ g(ω) ïîñòåïåííî ïðèáëèæà-
þòñÿ ñíà÷àëà ê íóëåâûì, à çàòåì è ê îòðèöàòåëüíûì 
çíà÷åíèÿì. Îòìå÷åííîå ïðîèñõîäèò âáëèçè μ = 1. 
Ïðè ýòîì èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ g(ω) ìîæíî çà-
ìåíèòü íà áîëåå ïðîñòîå: g(ω) ≈ 1 − μcosωL0. Îíî 
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè μ < 1 çíà÷åíèÿ g(ω) âñåãäà 
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, ïðè μ = 1 âñòðå÷àþòñÿ íóëå-
âûå çíà÷åíèÿ g(ω), à ïðè μ > 1 – îòðèöàòåëüíûå. 
Ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå âåäóò ñåáÿ è çíà÷åíèÿ G(ω). 
Ýòà ñèòóàöèÿ õîðîøî âèäíà íà ðèñ. 3, ãäå ïðèâåäå-
íû îòäåëüíûå ôðàãìåíòû ýòèõ çàâèñèìîñòåé íà îä-
íîì è òîì æå ó÷àñòêå ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà. Äàëü-
íåéøèé ðîñò μ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóùåñòâåííûì óâå-
ëè÷åíèåì àìïëèòóäû îòðèöàòåëüíûõ ëåïåñòêîâ 
ìîäóëèðóþùåé ôóíêöèè, îñîáåííî âáëèçè μ = 2. 
Íà ðèñ. 4 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíû íåáîëüøèå ïî-
ëîæèòåëüíûå (îêîëî åäèíèöû) çíà÷åíèÿ g(f) ïðè 
μ = 2/3 è áîëüøèå çíàêîïåðåìåííûå ïðè μ = 1,50. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ñôîðìóëèðîâàíû ïðîñòûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæ-

íîñòè ôóíêöèé ê êëàññó ñòðóêòóðíûõ äëÿ ñòàöèî-
íàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñîñòàâ-
íàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ Dμ(τ) âèäà (2) ÿâëÿåòñÿ ÑÔ 
íåäèôôåðåíöèðóåìîãî ÑÑÏ ëèøü äëÿ 0 < μ ≤ 1. 
Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ÑÏ G(ω), ïîðîæäàåìûå 
ýòîé ÑÔ, ñîîòâåòñòâóþò ñïåêòðàëüíîìó âêëàäó 

W0, 1(ω) â ÑÏ W(ω) íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ïîäîáíîé 
«áåñêîíå÷íîé» ÑÔ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñî ñòàöèî-
íàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè Dμ, ∞(τ) îò τ = 0 äî L0, ò.å. 
ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå (14). Ïðè ýòîì ÷àñòîòíàÿ 

çàâèñèìîñòü ÑÏ G(ω) óñëîæíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî 

W(ω). Â îòëè÷èå îò W(ω) âåëè÷èíà G(ω) íà íóëå-
âîé ÷àñòîòå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé è îïðåäåëÿåòñÿ çíà-
÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ L0 è μ. Ñ ðîñòîì ω ÷àñòîòíàÿ 
çàâèñèìîñòü G(ω) â ñðåäíåì íà÷èíàåò ñîîòâåòñòâîâàòü 
èçìåíåíèþ (ñïàäó) W(ω). Íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ 
ìîíîòîííîãî ñòåïåííîãî õîäà W(ω) íåêîòîðûìè 
ïîëîæèòåëüíûìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. 
Èõ êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð îïðåäåëÿåòñÿ L0 è μ. 
Ïðè÷åì àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé G(ω) îòíîñèòåëüíî 
W(ω) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà μ. Òàê, 
ïðè μ = 1 êîýôôèöèåíò ìîäóëÿöèè èçìåíÿåòñÿ  
îò íóëÿ äî äâóõ. Â öåëîì äëÿ èíòåðâàëà 0 < μ ≤ 1 
âûïîëíÿåòñÿ G(ω) = O(ω−(μ

 

+
 

1)), ω → ∞. Ïîýòîìó 
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòîòíîãî ñïàäà äàííîé ÑÏ ÑÑÏ 
G(ω) ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè ñïàäà ÑÏ ÑÏÑÏ W(ω). 
  Ïðè 1 < μ ≤ 2 ïðåîáðàçîâàíèå (6) äëÿ G(ω) 
ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. íå âûïîë-
íÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå (1) ñóùåñòâîâàíèÿ ÑÔ. 
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé μ ôóíêöèÿ Dμ(τ) 
 

 



 

102 Ôåäîðîâ Â.À. 
 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 3. Ìîäóëèðóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(f) äëÿ L0 = 100 ñ è μ = 0,99; 1,00 è 1,01 (à); çíà÷åíèÿ ÑÏ ÑÏÑÏ W(f) 
  è ÑÑÏ G(f) äëÿ μ = 0,99 è 1,00 è ôóíêöèè G(f) äëÿ μ = 1,01; L0 = 100 ñ (á) 

 

 
Ðèñ. 4. Ìîäóëèðóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(f) äëÿ 
μ = 2/3 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è 1,5 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ); 
  L0 = 100 ñ 

íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíîé (â îòëè÷èå îò ÑÏÑÏ). 
Ïðè ýòîì â G(ω) íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ ñòåïåííî-
ãî õîäà W(ω) óæå çíàêîïåðåìåííûìè êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Èõ êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, 
òàê æå êàê è ïðè 0 < μ ≤ 1, îïðåäåëÿåòñÿ L0 è μ. 
Àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ôóíêöèè G(ω) îòíîñèòåëüíî 
ÑÏ ÑÏÑÏ W(ω) ïðîäîëæàåò óâåëè÷èâàòüñÿ ñ ðîñ-
òîì ïàðàìåòðà μ, îñîáåííî ðåçêî âáëèçè μ = 2.  
Ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ñêîðîñòü ñïàäà ìîäóëÿ G(ω) 
ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò μ, à ïðèáëèæàåòñÿ ê îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòîòíîé êâàäðàòè÷íîé 
çàâèñèìîñòè (15). 

Ïîëó÷åíû ïðîñòûå àïïðîêñèìàöèîííûå çàâè-
ñèìîñòè Gapr(ω) ïîâåäåíèÿ G(ω) íà âñåì ÷àñòîòíîì 
èíòåðâàëå îò ω = 0 äî ∞ è ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèÿõ 0 < μ ≤ 2 è L0. Ïðè ýòîì èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè 
äëÿ μ = 1 è 2 òîæäåñòâåííû ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷-
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íûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì. Ïîêàçàíû ñâÿçü 
ÑÏ ÑÑÏ G(ω) è ÑÏÑÏ W(ω) â àääèòèâíîì è ìóëü-
òèïëèêàòèâíîì âèäå, à òàêæå âûñîêàÿ òî÷íîñòü 

Gapr(ω) ïðè îïèñàíèè ÷àñòîòíîãî õîäà G(ω) ïðè âñåõ 
äðóãèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ μ è L0. Îíè ïîä-
òâåðæäàþò ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè âû-
âîäû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè G(ω). Ýòè àï-
ïðîêñèìàöèîííûå ñïåêòðàëüíûå çàâèñèìîñòè ðåêî-
ìåíäóþòñÿ äëÿ øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ. Âîçìîæíî, 
èõ îòñóòñòâèå áûëî ðàíåå ñäåðæèâàþùèì ôàêòîðîì 
äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîñòàâíûõ ÑÔ 
Dμ(τ) âèäà (2) â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ ñòåïåííûõ 
ÑÔ ÑÏÑÏ Dμ, ∞(τ), çàäàííûõ íà âñåé îñè τ è îáëà-
äàþùèõ èçâåñòíûìè ïðîñòûìè ñïåêòðàëüíûìè çà-
âèñèìîñòÿìè âèäà (3). 

Ïîäâîäÿ èòîã, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðî-
àíàëèçèðîâàííàÿ ñîñòàâíàÿ ÑÔ âèäà (2), âêëþ÷àþ-
ùàÿ òîëüêî äâà èíòåðâàëà: îò 0 äî L0 è îò L0 äî ∞, 
ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííûì âàðèàíòîì áîëåå ñëîæíîé ñî-
ñòàâíîé ñòåïåííîé ÑÔ. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ òàêèõ 
ó÷àñòêîâ ìîæåò áûòü áîëüøå. Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ 
ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà âëèÿíèÿ êîëè÷åñòâà è «ðàçìå-
ðîâ» ýòèõ èíòåðâàëîâ â ñîñòàâíûõ ÑÔ íà ôîðìèðî-
âàíèå ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé, èññëåäóåìûõ ñòà-
öèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â ïîñëåäóþùèõ 
ïóáëèêàöèÿõ ïëàíèðóåòñÿ èçëîæèòü ðåçóëüòàòû, ïî- 
ëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. 
  Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî â ïðèíöèïå ôóíêöèÿ Dμ(τ) 

â ôîðìå (2) ìîæåò áûòü îñíîâîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ 

íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ñîñòàâíûõ ÑÔ îãðàíè÷åííîé 

äëèíû L0, îïèñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå 

ïðîöåññû ñ ðàçëè÷íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Èíîãäà ïîñëåäíåå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 
ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå 
ïðè âûáîðå àïïðîêñèìèðóþùèõ ÑÔ [3]. Ïðè ýòîì 

ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ 

ñîîòâåòñòâóþùèìè îñöèëëÿöèÿìè è ïðîãíîçèðóåìûì 
÷àñòîòíûì ñïàäîì ïðè óâåëè÷åíèè ω. Êàê ñëåäóåò èç 
âûøåèçëîæåííîãî, äëÿ ýòîãî â ïåðâóþ î÷åðåäü íå-
îáõîäèìî îáåñïå÷èòü íàëè÷èå ó ñêîíñòðóèðîâàííîé 
ÑÔ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ïðè τ = 0 è äà-
ëåå íà âñåé îñè τ, âïëîòü äî L0. Îäíàêî ðåøåíèå 
ýòîé çàäà÷è íåòðèâèàëüíî. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî 
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè «òðåõñîñòàâíóþ» ñòðóê-
òóðíóþ ôóíêöèþ ïóíêòà 1.1.1, ñîñòîÿùóþ èç êîì-
áèíàöèé íåñêîëüêèõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé. 
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V.A. Fedorov. Spectral density of stationary random processes with a power structure function. 
The conditions for a function to fall in the class of structure functions for stationary random processes are 

formulated. In the spatial domain, this corresponds to a homogeneous and isotropic scalar field. It is shown 
that the power function can be a structure function only if the power index is no larger than unity. The rela-
tion of spectral densities of stationary and random processes to stationary increments is demonstrated. The os-
cillating character of the behavior of spectral density of stationary processes is shown. Analytical equations are 
derived for their description with the analysis of accuracy characteristics. They are recommended for wide prac-
tical application. 


