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Введение 

В качестве элементов или составных частей различного рода технологиче-
ских линий и/или теплотехнологического оборудования широко распространены 
изогнутые каналы, различные изгибы, колена, повороты, например, каналы подачи 
вязкого мазута в котельную, магистрали нефти и водоугольной суспензии. Вместе 
с тем, известно, что процессы транспортировки рабочих сред в изогнутых каналах 
характеризуются значительными потерями напора. 

Начиная с пионерских экспериментальных работ [1−4] известно, что течение 
в изогнутых трубах значительно сложнее, чем течение в прямых трубах. Из-за 
инерции жидкости, в дополнение к основному осевому потоку появляются 
вторичные течения, вызванные дисбалансом между градиентом давления потока  
и центробежной силы. Поток в этом случае состоит из пары контуров вращаю-
щихся вихрей, которые появляются даже в незначительно изогнутых трубах.  
Поэтому анализ зависимостей распределения гидродинамических и вязкостных 
характеристик потока исследуемых жидкостей от конфигурации изогнутого 
канала и от типа жидкости является актуальной задачей, в особенности для 
рабочих сред, характеризующихся нелинейной вязкостью. 

                                                 
* Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры 
инновационной России на 2009−2013 гг.» (ГК № П1212). 
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Постановка задачи 

Изогнутые трубы являются составными частями трубопроводов, поэтому 
рассмотрим геометрическую область, изображенную на рис. 1. Всю геометриче-
скую область определения неизвестных функций удобно разбить на три части: два 
прямолинейных участка (I, III) и изогнутый участок (II) с произвольным углом 
поворота. В настоящей работе рассматриваются изотермические стационарные 
ламинарные течения неньютоновской жидкости. 

Для математического описания гидродинамических процессов на прямоли-
нейных участках (I, III части на рис. 1) удобно использовать цилиндрическую сис-
тему координат (r, ϕ, z). Системы уравнений, описывающие гидродинамику нень-
ютоновских жидкостей в прямолинейных каналах, достаточно широко представ-
лены в литературе, например [5]. Поэтому научный интерес представляет матема-
тическая модель, описывающая процессы гидродинамики в изогнутом участке. 

При разработке математической модели ламинарного движения неньютонов-
ских жидкостей в гладких изогнутых каналах примем следующие допущения:  
сечение канала имеет форму окружности и постоянно по всей длине; течение  
несжимаемой жидкости стационарное ламинарное; реологическое поведение сред 
характеризуется наличием нелинейно-вязких свойств; сила тяжести входит в урав-
нения неявно через избыточное давление. 

Реологические свойства неньютоновских жидкостей описываются с помо-
щью модели дифференциального типа [6]: 

( )22 D,T pI Iµ= − +                                                (1) 

где T  ⎯ тензор напряжений, p ⎯ давление, I ⎯ единичный тензор, 

( )TD 1 2 grad grad⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v  ⎯ тензор скоростей деформаций, v  ⎯ вектор скоро-

сти, ( )2Iµ  ⎯ эффективная вязкость, ( )2
2 4tr DI =  ⎯ второй инвариант тензора 

скоростей деформаций, индекс « T » ⎯ символ транспонирования, «tr» ⎯ опера-
ция взятия следа тензора. 

В качестве конкретной зависимости вязкости ( )2Iµ  использовалась модель 

Кутателадзе−Хабахпашевой [7]: 
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,τ → ∞  1,  θ τ  ⎯ мера и предел структурной 
стабильности жидкости. 

Для математического описания гидро-
динамики в изогнутом канале (часть II на 
рис. 2) использована ортогональная криво-
линейная система координат (r, ϕ, s), пред-
ставленная соотношениями (2)−(3): 

 

Рис. 1. Геометрическая область течения. 
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( )22 2 21 ,r z x y R
a

= + + −  
2 2

arctg ,z

x y R
ϕ =

+ −
 arctg ,R ys

a x
=          (2) 

( ) ( )arccos cos ( ) ,x R a R sϕ= +  ( ) ( )arccos sin ( ) ,y R a R sϕ= +  arcsin ,z ϕ=     (3) 

где (r, ϕ) ⎯ полярные координаты произвольной точки в поперечном сечении изо-
гнутого канала; s ⎯ расстояние от поперечного сечения, в котором расположена 
точка, до входа в канал; (x, y, z) ⎯ декартова система координат; a ⎯ радиус попе-
речного сечения канала; R ⎯ радиус кривизны изогнутого канала. 

Математическая модель стационарного ламинарного течения реологически 
сложных жидкостей в изогнутом канале с произвольным углом поворота в системе 
координат (2)−(3) имеет вид 
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где 1 cos ,ar Rα ϕ= +  u, v, w ⎯ компоненты вектора скорости. 

 
 

Рис. 2. Конфигурация изогнутого участка.
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Согласно (1), компоненты тензора напряжений имеют вид 
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Эллиптический характер используемых уравнений математической модели 
требует постановки граничных условий на выходе из каналов, которые заранее 
неизвестны. В качестве граничных условий на выходе из участка (III) принимают-
ся условия стабилизации искомых полей скоростей по длине каналов: 0,u z∂ ∂ =  

0,v z∂ ∂ =  0,w z∂ ∂ =  и условия симметрии гидродинамических и скоростных по-
лей: 0.u v wϕ ϕ ϕ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ =  

На входе в первый прямолинейный участок (I) задается параболический про-
филь скорости. На стенках каналах заданы условия прилипания жидкости: 

0.u v w= = =  На совместных границах прямолинейных участков с искривленным 
каналов задаются условия непрерывности. 

Адекватность разработанной математической модели 

В качестве программного комплекса, реализующего поставленную задачу,  
используется Comsol Multiphysics 3.5 (лицензия № 1034329), который основан на 
методе конечных элементов. Количество элементов разбиения исследуемых об-
ластей варьировалось от 190 000 до 250 000 в зависимости от рассматриваемой 
области. 

Адекватность разработанной математической модели рассмотрена на приме-
ре течения в канале круглого сечения с поворотом 180° раствора 60 % бензилового 
спирта в 95 % этиловом спирте ( 931ρ = кг/ 3м , µ = 0,03 кг/(м⋅сек), 1r =  0,011 м ⎯ 
радиус канала, R = 0,0635 м ⎯ радиус кривизны, De = 416 ⎯ число Дина, Re = 1000). 
На рис. 3 представлено сравнение распределений относительной скорости жидко-
сти в исследуемом канале, полученных на основе разработанной математической 
модели, состоящей из системы уравнений (4)−(7) и соответствующих граничных 
условий, с результатами экспериментальных данных [8] и расчетными данными 
[9]. Здесь и далее в качестве относительной скорости использована величина, рав-
ная отношению абсолютной скорости к среднерасходной. Среднее относительное  
отклонение экспериментальных данных от результатов, полученных с помощью 
математической модели, составило менее 13 %. 

На рис. 4 представлено сравнение полученного на основе разработанной ма-
тематической модели относительного коэффициента гидравлического сопротивле-
ния с представленным в литературе [10] корреляционным соотношением: 

( )1 2 0,701
0 De 0,0899 1,11De ,/f f −= +  10 < De < 3000,  f0 = 64/Re.            (8) 



Теплофизика и аэродинамика, 2012, Том 19, № 3 

 283 

Результаты расчетов получены для минерального трансформаторного масла 
в канале с поворотом на 180°. Температура масла полагалась равной 303 K, внут-
ренний радиус канала 1r  = 0,011 м. Сравнение численных результатов с корреляци-
онным соотношением показали, что средняя относительная погрешность для 
относительного коэффициента гидравлического сопротивления составила менее 
3,6 %. 

Результаты численных расчетов 

При проведении численных расчетов в качестве неньютоновских жидкостей 
рассмотрены псевдопластичная жидкость (0,65 % раствор NaКМЦ [11]) и модель-
ная дилатантная жидкость со следующими значениями предэкспонентов реологи-
ческого уравнения Кутателадзе−Хабах-

 
 

 

Рис. 4. Зависимость относительного коэф-
фициента гидравлического сопротивления 
                        от числа Дина. 
Коэффициенты гидравлического сопротивления 
в изогнутом ⎯ f, прямолинейном ⎯ f0 каналах; 
De ⎯ число Дина; 1 ⎯ данные согласно соотно-
шению (8), 2 ⎯ результаты численных исследо- 
                                    ваний. 

Рис. 3. Распределения относи-
тельной скорости жидкости в трех
              сечениях канала. 
На входе в изогнутый участок (а);
в сечении, соответствующем пово-
роту на 90° (b); на выходе 180° (c);
данные: численные (1), расчетные (2) [9],
экспериментальные (3) [8]. De = 416,
                          Re = 1 000. 
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пашевой: А0 = 232,7 (Па⋅с)−1, А∞ = 805 (Па⋅с)−1, B0 = 3,879 кДж/моль, B∞ = 2,008 кДж/моль, 

θ0 = −8,869 (Па2⋅с)−1 [12]. В качестве обычной ньютоновской жидкости использо-
вано трансформаторное масло. Характеристики исследуемых жидкостей заданы 
при температуре 303 K, геометрические размеры изогнутых каналов ⎯ согласно 
ГОСТ 30753-2001 (ИСО 3419-81) и ГОСТ 17375-2001 (ИСО 3419-81). В работе 
рассмотрены четыре конфигурации канала: канал № 1 (отвод 90-2-57 4-TS4 
ГОСТ 30753-2001, внутренний диаметр D = 0,049 м, радиус изогнутости R = 0,05 м); 
канал № 2 (отвод 90-2-57 4-TS4 ГОСТ 17375-2001, внутренний диаметр D = 0,049 м, 
радиус изогнутости R = 0,075 м); канал № 3 (отвод 180-2-57 4-TS4 ГОСТ 30753-
2001, внутренний диаметр D = 0,049 м, радиус изогнутости R = 0,05 м); канал № 4 
(отвод 180-2-57 4-TS4 ГОСТ 17375-2001, внутренний диаметр D = 0,049 м, радиус 
изогнутости R = 0,075 м). 

Комплекс численных расчетов для неньютоновских жидкостей показал, что 
на участках изгиба происходит перестройка профиля скорости, при которой мак-
симум скорости смещается к внешней стенке, а на внутренней стенке образуются 
застойные зоны. Характер полученных распределений хорошо согласуется с извест-
ными в литературе данными [9]. Уменьшение радиуса изогнутости приводит 
к незначительному увеличению максимальной скорости и увеличению размеров 
застойной области. 

Для детального изучения формирования профиля скорости в изогнутом кана-
ле построены распределения соответствующих характеристик в различных сече-
ниях изогнутого канала при течении псевдопластичной жидкости. На рис. 5 пред-
ставлены распределения относительной скорости. Здесь и далее число Рейнольдса 

 
 
Рис. 5. Распределение относительной скорости в различных сечениях изогнутого канала № 2. 
На входе в изогнутый участок (а); в сечениях, соответствующих поворотам на 30° (b), на 60° (c); на выходе 
                            из изогнутого участка (d). Re = 600,23; псевдопластичная жидкость.
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вычислено по среднему значению вязкости на входе в прямолинейный участок и 
среднерасходной скорости. Видно, что на входе в изогнутый участок максимум 
скорости незначительно смещен к внутренней стенке, затем по мере движения 
жидкости по изогнутому каналу он постепенно смещается к внешней стенке. Те-
чение в исследуемом канале характеризуется наличием парой вихрей, что хорошо 
согласуется с литературными данными [9]. Результаты расчетов показали, что 
смещение максимума скорости во входном сечении зависит от среднерасходной 
скорости и радиуса кривизны изогнутого канала, наибольшее отклонение макси-
мума скорости ко внутренней стенке изогнутого канала достигается с увеличением 
скорости и уменьшением радиуса кривизны канала. При Re = 600 влияние типа 
жидкости на профиль скорости на входе в изогнутый участок практически 
отсутствует. 

Для определения влияния типа жидкости на картину течения в изогнутых  
каналах проведены расчеты для ньютоновской, псевдопластичной и дилатантной 
жидкостей. Результаты расчетов представлены на рис. 6, a−f в виде контуров  
относительной скорости в сечениях, соответствующих выходу из изогнутого уча-
стка канала № 2. Видно, что при одинаковом числе Re = 600 для трех типов жид-
костей наблюдаются некоторые различия в картинах течения. Например, для ка-
нала № 1 и Re = 600 (рис. 6, а−с) размеры области с относительной скоростью 
0,551, расположенной на оси изогнутого канала, являются наибольшими для псев-
допластичной и наименьшими для дилатантной жидкостей. Увеличение радиуса 
изогнутости канала приводит к увеличению размеров области на оси изогнутого 
канала, которой соответствуют малые скорости течения жидкости. Область с мак-
симальной скоростью преимущественно расположена на внешней стенке, т. е.  
с увеличением радиуса изогнутости размеры вихревой зоны уменьшаются. Характер 
течения связан с реологическим поведением исследуемых жидкостей, а именно, для 
псевдопластичной жидкости характерно уменьшение вязкости с возрастанием  

 
 

Рис. 6. Распределение относительной скорости в выходном сечении изогнутого канала. 
Изогнутые каналы: № 1 ⎯ вверху, № 2 ⎯ внизу; жидкости: псевдопластичная (a, d), ньютонов- 
                                                                ская (b, e), дилатантная (c, f). Re = 600. 
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интенсивности касательных напряжений, а для дилатантной наоборот ⎯ уве-
личение. 

Исследование влияния конфигурации изогнутого участка на вязкость ненью-
тоновских жидкостей показало, что при Re = 600 средняя по сечению вязкость 
псевдопластичной жидкости на выходе из каналов № 1 и 2 уменьшается соответ-
ственно на 2,31 % и 2,81 %, а дилатантной жидкости ⎯ увеличивается на 1,12 % и 
2,1 %. Незначительное изменение вязкости связано с реологическим поведением 
сред [6, 12]. 

Следующая серия рисунков иллюстрирует поведение неньютоновских жид-
костей в изогнутых каналах с поворотом на 180° (рис. 7, 8). Результаты расчетов 
для Re = 600,23 представлены в виде распределений относительной скорости 
в сечениях, соответствующих повороту на 90, 120, 150 и 180° (см. рис. 7). Форми-
рование профиля скорости в первой половине изогнутого канала аналогично 
рис. 5. Отличие составляет профиль скорости в сечении, соответствующем пово-
роту на 90°. Для изогнутого канала № 2 область с максимальной скоростью скон-
центрирована около внешней стенки, а для канала № 4 наблюдается распростране-
ние ее вдоль стенки к внутренней части изогнутого канала. Образованная в первой 
половине пара вихрей, начиная с 3/4 части изогнутого канала № 4, начинает зату-
хать (рис. 7, c, d). 

На рис. 8 представлены распределения относительной скорости в сечении, 
соответствующем выходу из изогнутого участка канала № 4, при течении ньюто-
новской и неньютоновских жидкостей. Как видно из рисунка, характер зависимо-
сти картины течения от типа жидкости аналогичен рис. 6 и при этом размеры зату-
хающих вихрей для псевдопластичной жидкости больше, чем для дилатантной. 

 
 
Рис. 7. Распределение относительной скорости в различных сечениях изогнутого канала № 4. 
В сечениях, соответствующих поворотам на 90° (а), на 120° (b), на 150° (c); на выходе изогнутого 
                                            участка (d). Re = 600,23; псевдопластичная жидкость.
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Распределения вязкости в сечении, соответствующем выходу из изогнутого участ-
ка, так же, как для каналов № 1, 2, характеризуются уменьшением вязкости на 
внешней стенке для псевдопластичной жидкости и увеличением для дилатантной. 
При этом средняя вязкость в выходном сечении каналов № 3, 4 для псевдопла-
стичной жидкости уменьшается на 0,6 % и 1,26 % соответственно, а для дилатант-
ной увеличивается на 0,4 % и 1 %. Связано это с тем, что в данном случае профиль 
скорости на выходе из изогнутого участка практически сформирован, поэтому 
в исследуемом сечении наблюдается сравнительно равномерное распределение 
второго инварианта тензора скоростей деформации. 

На рис. 9 представлены зависимости относительного гидравлического сопро-
тивления от числа Рейнольдса при ламинарном течении ньютоновской, псевдопла-
стичной и дилатантной жидкостей в рассматриваемых каналах (каналы № 1−4). 

 
 
Рис. 8. Распределение относительной скорости в выходном сечении изогнутого канала. 
Изогнутые каналы: № 3 ⎯ вверху, № 4 ⎯ внизу; жидкости: псевдопластичная (a, d),  
                                        ньютоновская (b, e), дилатантная (c, f). Re = 600. 

 
 
Рис. 9. Зависимости относительного коэффициента гидравлического сопротивления от чис- 
                                                               ла Рейнольдса. 

Жидкости: псевдопластичная (Р), ньютоновская (N), дилатантная (D).
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Здесь 0ξ  ⎯ коэффициент гидравлического сопротивления в прямолинейной трубе 
для каждой жидкости. Различия между типами жидкостей начинается с Re ≈  300. 
При этом наименьшее гидравлическое сопротивление соответствует псевдопла-
стичной жидкости, а наибольшее ⎯ дилатантной. Учитывая, что число Дина зави-
сит прямопропорционально от числа Рейнольдса и обратно пропорционально  
радиусу изогнутости, можно сделать вывод о том, что с увеличением числа Дина 
увеличивается гидравлическое сопротивление. 

В сводной таблице представлены значения коэффициента гидравлического 
сопротивления для исследуемых типов жидкостей при Re = 600. В последнем 
столбце представлено относительное изменение коэффициента гидравлического 
сопротивления для неньютоновской жидкости к ньютоновской ( Nξ  ⎯ коэффици-
ент гидравлического сопротивления для ньютоновской жидкости (трансформатор-
ного масла) в аналогичном канале). Значение / Nξ ξ  > 1 означает прирост коэффи-
циента гидравлического сопротивления для неньютоновской жидкости по отно-
шению к ньютоновской, вхµ  ⎯ средняя вязкость на входе в прямолинейный 
участок. 

Получено, что для рассмотренных изогнутых каналов при Re = 600 ξ  для 
псевдопластичной жидкости уменьшается по отношению к обычной ньютонов-
ской жидкости на 5,45−11,88 %, для дилатантной наоборот, наблюдается рост ξ  
на 3,05−5,45 %. Как показали расчеты, при малых числах Рейнольдса гидравличе-
ское сопротивление изогнутого канала практически не зависит от типа жидкости, 
например, при Re = 60 разница для псевдопластичной жидкости составляет не бо-
лее 1,4 %, а для дилатантной не более 0,02 %. 

Заключение 

1. Исследование гидродинамики при стационарном ламинарном течении 
неньютоновских жидкостей в изогнутых каналах показало, что влияние типа жид-
кости на картину течения наблюдается с некоторого числа Re. Для псевдопластич-
ной жидкости размеры вихревой области больше по сравнению с дилатантной 
жидкостью. 

2. Проведен сравнительный анализ влияния типа жидкости на гидравличе-
ское сопротивление в изогнутых каналах, в ходе которого установлено, что для 
псевдопластичной жидкости наблюдается наименьшее гидравлическое сопротив-
ление, а для дилатантной ⎯ наибольшее. 

Таблица  
Сводная таблица коэффициентов гидравлического сопротивления для ньютоновской 

и неньютоновских жидкостей, Re = 600 

Жидкость Канал ξ (расчетное) ξ/ξN, (%) 

№ 1 0,36809 ≈0,9455 
№ 2 0,22123 ≈0,9078 
№ 3 0,2406 ≈0,8812 

0,65 % раствор NaКМЦ, 
⎯µвх = 0,018488 Па⋅с 

(расчетное) 
№ 4 0,2069 ≈0,8918 
№ 1 0,3893 1 
№ 2 0,2437 1 
№ 3 0,27303 1 

Трансформаторное масло, 
⎯µвх = 0,012994 Па⋅с 

(расчетное) № 4 0,232 1 
№ 1 0,4012 ≈1,0305 
№ 2 0,2538 ≈1,0414 
№ 3 0,2879 ≈1,0545 

Модельная дилатантная жидкость, 
⎯µвх = 0,020473 Па⋅с 

(расчетное) 
№ 4 0,2429 ≈1,047 
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3. Рост отклонения поведения неньютоновских жидкостей от ньютоновских 
наблюдается с увеличением числа Дина и сопровождается повышением гидравли-
ческого сопротивления. 
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