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Рассмотрены термодинамические свойства активной распределенной кинетической системы, и
построено уравнение баланса энтропии автоволн ламинарного горения при произвольном числе

Льюиса. Проведен качественный и численный анализ локального и полного производства эн-
тропии в динамической системе с трехмерным фазовым пространством. Показано, что полное
производство энтропии в системе является функционалом автоволнового решения задачи. Из од-
нопараметрического семейства математически равноправных решений минимум функционала

соответствует единственному физически содержательному решению. Представлена вариацион-
ная формулировка задачи, при решении которой не используется процедура обращения в нуль
скорости реакции при низких температурах. Проведено сопоставление результатов вычисли-
тельных экспериментов с литературными данными.
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ВВЕДЕНИЕ

Успехи неравновесной термодинамики, на-
уки об автоволновых процессах и теории дина-
мических систем способствовали построению

термодинамической теории автоволновых про-
цессов в неподвижном слое катализатора [1–
3]. Результаты этих исследований стимулиро-
вали постановку аналогичных задач в теории

горения [4, 5]. При описании материального ба-
ланса систем в теории горения химические ре-
акции часто рассматривают как необратимые,
протекающие в одном направлении до полно-
го расходования хотя бы одного из реагентов

[6].Учитывая интерес к такому традиционному
описанию скорости реакции, в [4] была сдела-
на идеализация положений химической термо-
динамики, которая позволила успешно исполь-
зовать методы неравновесной термодинамики.
Однако из соображений выполнения фунда-
ментальных законов детального равновесия ни

один из реагентов не может полностью исчез-
нуть, концентрации реагентов не могут быть
равными нулю [7]. Чтобы не нарушать это

требование, целесообразно учитывать обрати-
мость химического превращения. При этом,
как было показано в [5], не требуется вво-
дить каких-либо дополнительных предположе-
ний, и при соответствующем выборе значения
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константы равновесия реакции полученные ре-
зультаты практически совпадают с результа-
тами традиционных расчетов. Более того, на-
личие в кинетической модели члена обрати-
мости может устранить некоторые трудности,
возникающие при исследовании реакций с раз-
личными порядками, так как характер особой
точки системы уравнений при высоких темпе-
ратурах существенно зависит от вида кинети-
ческой модели.

Математическая модель автоволн лами-
нарного горения в случае подобия профилей

температуры и концентрации реагентов (при
числе Льюиса Le = 1) является простейшей [6]
и представляет собой динамическую систему

второго порядка. При Le 6= 1 фазовое простран-
ство динамической системы трехмерно [6, 8].
По поводу особого случая Le = 0 можно об-
ратиться к [9, 10], поскольку он представляет
отдельный интерес, описывает горение негази-
фицирующихся конденсированных систем.

В настоящей работе рассматривается опи-
сание автоволн ламинарного горения при про-
извольном постоянном числе Льюиса (Le > 0)
и протекании одной обратимой химической ре-
акции на основе методов неравновесной термо-
динамики. Проводится качественный и числен-
ный анализ динамической системы с трехмер-
ным фазовым пространством, исследуются за-
кономерности локального и полного производ-
ства энтропии. На основе принципа минимума
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полного производства энтропии представлена

вариационная формулировка задачи, проведе-
но сопоставление результатов численных рас-
четов с литературными данными.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Автоволна ламинарного горения в систе-
ме координат, связанной с фронтом пламени, в
случае одной химической реакции описывает-
ся системой нелинейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений [4–6, 8]:

mcp
dT

dx
= λ

d2T

dx2
+ Qv(a, T ), (1)

m
da

dx
= ρD

d2a

dx2
− v(a, T ). (2)

Здесь a = ρA/ρ — массовая доля горючего

компонента смеси; ρ, ρA — плотности смеси и

горючего компонента; D, λ — коэффициенты

диффузии и теплопроводности; x′ = x + unt +
const — пространственная переменная (здесь и
далее в формулах штрих опускаем); un — нор-
мальная скорость горения; m = ρu = ρ0un —
массовая скорость горения; ρ0 — начальная

плотность смеси; t — время; cp — теплоемкость

смеси; Q — тепловой эффект реакции на еди-
ницу массы; T — температура; v — скорость

химической реакции, которая в случае обрати-
мой реакции первого порядка типа А�В опи-
сывается выражением [5]

v(a, T ) = k0 exp
(
− E

RT

)
ρA

[
1− pB

pAKp(T )

]
=

= k0 exp
(
− E

RT

)ρ0T0

T
a
[
1− 1− a

aKp(T )

]
, (3)

где

Kp(T ) = exp
(
−

∆G0
T

RT

)
=

= exp
(
−

∆H0
T

RT
+

∆S0
T

R

)
= ke exp

q

RT

— константа равновесия реакции; E — энер-
гия активации; k0, ke — предэкспоненциальные

множители константы скорости и константы

равновесия; ∆G0
T , ∆H0

T и∆S0
T — энергия Гибб-

са, энтальпия и энтропия реакции при стан-
дартном давлении; pA, pB — парциальные дав-
ления реагентов A и B (pk = ρkRT/Mk); R —

универсальная газовая постоянная; q = QM ;
M , Mk — молекулярные массы смеси и k-го
компонента.

Система уравнений (1), (2) рассматрива-
ется при естественных граничных условиях:

x → −∞ : T → T0, a → a0, (4)

x → +∞ : λ
dT

dx
= 0,

da

dx
= 0, (5)

где T0, a0 — начальные температура и концен-
трация горючего компонента смеси.

Условия (5) соответствуют условиям тер-
модинамического равновесия реакционной сме-
си, когда скорость и химическое сродство ре-
акции равны нулю [7]:

v(a∞, T∞) = 0, A =
RT∞
M

ln
Kp(T∞)a∞

1− a∞
= 0.

(6)

Следовательно, в условиях термодинамическо-
го равновесия значения температуры (T∞) и
концентрации реагентов (a∞) связаны соотно-
шением

a∞ =
1

Kp(T∞) + 1
. (7)

Умножая (2) на Q и складывая с (1), полу-
чаем уравнение баланса энтальпии, в которое
явно не входит скорость химической реакции:

m
dh

dx
−QρD

d2a

dx2
= λ

d2T

dx2
, (8)

где h = (ρAhA + ρBhB)/ρ — полная энталь-
пия единицы массы; hA(T ) = h0

A + cp(T − T0),
hB(T ) = h0

B+cp(T−T0) — парциальные энталь-
пии единицы массы компонентов А и В. При не
равном единице числе Льюиса (Le = ρcpD/λ 6=
1) в зоне горения нет подобия распределений
температуры и концентрации реагентов, пол-
ная энтальпия единицы массы непостоянна и

имеет максимум или минимум [6, 8]. В то же

время при постоянной теплоемкости реакцион-
ной смеси в силу законов сохранения массы и

энергии входные и выходные значения темпе-
ратуры и концентрации связаны соотношени-
ем T∞ = T0 + (a0 − a∞)Q/cp. С учетом это-
го соотношения по (7) методом итераций могут
быть рассчитаны равновесные значения T∞ и

a∞. Поэтому вместо условия (5) можно исполь-
зовать равносильное ему условие



66 Физика горения и взрыва, 2004, т. 40, N-◦ 1

x → +∞: T → T∞, a → a∞. (9)

При протекании обратимой реакции ни

один из реагентов не может прореагировать

до полного расходования, поэтому количество
прореагировавшего вещества и параметрm си-
стемы (1), (2) связаны соотношением mc =
m(a0 − a∞) [5]. В этой же работе было пока-
зано, что при соответствующем выборе пара-
метров a0 и ke (например, при a0 = 0,999999
и ke = 104) результаты расчетов автоволно-
вых режимов практически не зависят от того,
учитывается или не учитывается в выражении

для скорости реакции обратимый характер хи-
мического превращения.

Введем следующие безразмерные перемен-
ные и параметры:

b = 1− a, Tad =
Q

cp
, θ =

T − Ta

Tad
,

Ta = T0 − b0Tad, y =
λ

Q

dT

dx
,

(10)

K(θ) =
k0ρ0T0

Ta + θTad
exp

(
− E

R(Ta + θTad)

)
,

Kp(θ) = ke exp
( q

R(Ta + θTad)

)
.

Тогда входные и выходные значения безраз-
мерных температур и концентраций реагента

В будут равны между собой (θ0 = b0, θ∞ = b∞).
Такое введение безразмерной температуры со-
ответствует тому, что ее отсчет проводится не
от входной температуры T0, а от температуры
Ta = T0−(1−a0)Tad, которая формально долж-
на соответствовать составу реакционной смеси

только из реагента А. Поэтому всегда θ0 > 0,
а θ∞ < 1.

Система уравнений (1), (2) имеет первый
интеграл

λ
dT

dx
+mcp(T∞ − T )+QρD

da

dx
+Qm(a∞ − a) = 0.

(11)

При этом система (1)–(5) с учетом (9)–(11) при-
нимает вид

dθ

dx
=

cp

λ
y, (12)

db

dx
=

cp

Leλ
(y + m(b− θ)), (13)

dy

dx
= m

cp

λ
y −K(θ)

[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]
, (14)

x → −∞: θ → θ0, b → b0, y → 0, (15)

x → +∞: θ → θ∞, b → b∞, y → 0. (16)

Массовая скорость горения m является соб-
ственным значением краевой задачи (12)–(16),
которое подлежит определению. Условия (15),
означающие отсутствие химического превра-
щения при входных температурах, не согла-
суются с законом Аррениуса и требуют ис-
кусственного приема «обрезки» (обращения в
нуль) скорости реакции [6, 8]. Эта процедура
считается физически корректной только в том

случае, если результат не зависит от произ-
вольно выбранного значения температуры «об-
резки» в широкой окрестности входной темпе-
ратуры [11, 12]. При этом решения задачи но-
сят смысл промежуточных асимптотик [13].

УРАВНЕНИЕ БАЛАНСА ЭНТРОПИИ
И ПРОИЗВОДСТВО ЭНТРОПИИ

Вопросы построения уравнения баланса

энтропии автоволновых процессов подробно об-
суждались в работах [2–4], поэтому мы не бу-
дем задерживаться на них. Перейдем сразу от
баланса энтальпии (8), используя термодина-
мические соотношения и уравнение Гиббса [7,
14–16]

Tds = dh− 1
ρ
dp−

n∑
k=1

µkdak,

к балансу энтропии

d

dx
(ms + JS) = σ =

λ

T 2

(dT

dx

)2
+

∑
k

Jk
d

dx

(µk

T

)
+

+
Av(a, T )

T
= σq + σd + σch > 0, (17)

где s — энтропия единицы массы; JS =

− 1
T

(
λ

dT

dx
+

∑
k

µkJk

)
— плотность потока эн-

тропии; µk = µ0
k(p, T ) +

RT

Mk
ln ak, ak — хи-

мический потенциал и массовая доля k-го ком-
понента; Jk — диффузионный поток вещества
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k-го компонента; σ, σq, σd, σch — локаль-
ное производство энтропии и его слагаемые,
обусловленные теплопроводностью, диффузи-
ей и химической реакцией соответственно. В
уравнении (17) опущены члены, учитывающие
перекрестные эффекты (термодиффузия, диф-
фузионная теплопроводность), поскольку они
несущественны и не учитываются в теории го-
рения [6, 8].

Особый интерес представляет конструк-
ция уравнения баланса энтропии, которая, как
оказалось, не зависит от размерности динами-
ческой системы. В случае подобия распределе-
ний температуры и концентрации (Le = 1),
когда полная удельная энтальпия смеси оста-
ется постоянной при всех значениях x [6, 8],
математическая модель представляет собой си-
стему двух обыкновенных дифференциальных

уравнений. При Le 6= 1 математическая мо-
дель представляет собой систему трех обыкно-
венных дифференциальных уравнений (фазо-
вое пространство динамической системы трех-
мерно), вместе с тем конструкция уравнения

баланса энтропии (17) никаких принципиаль-
ных изменений не претерпевает. Отметим, что
уравнения (8) и (17) принципиально экви-
валентны, (8) соответствует энергетическому
подходу, а (17) — энтропийному. В то же вре-
мя правая часть (17) — источник энтропии —
содержит качественно новую информацию.

Уравнение (17) с учетом (3), (6) и (10) при-
нимает вид

d

dx
(ms + JS) = σ = σq + σd + σch =

=
1
λ

( Qy

Ta + θTad

)2
+

ρDRy2

M(1− b)b
+

R

M
×

× ln
[Kp(θ)(1− b)

b

]
K(θ)

[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]
. (18)

Полное производство энтропии в системе

есть интеграл P =
∫
V

σdV . Для задачи (12)–(16)

P — интеграл от (18) по пространственной пе-
ременной x:

P =

+∞∫
−∞

σ[θ(x), b(x), y(x)] dx =

=

+∞∫
−∞

{ 1
λ

( Qy

Ta + θTad

)2

+

+
ρDRy2

M(1− b)b
+

R

M
ln

[Kp(θ)(1− b)
b

]
×

×K(θ)
[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]}
dx. (19)

Сначала проведем качественный анализ

системы (12)–(14), исходя из общих принци-
пов теории динамических систем. Отметим,
что методы и приемы качественного исследова-
ния динамических систем на плоскости изложе-
ны в [17, 18], а топологическая классификация
линейных систем с ненулевыми вещественны-
ми частями собственных чисел в случае про-
странства размерностью не более трех прове-
дена полностью [19]. В системе (12)–(14) име-
ются две особые (стационарные) точки. Осо-
бая точка, определяемая граничными услови-
ями при x → +∞, представляет собой трех-
мерное седло [19]. Матрица линеаризованной
системы (12)–(14) в окрестности этой особой
точки содержит три различных вещественных

собственных числа. Характеристическое урав-
нение — вещественное кубическое — является

неприводимым, его корни находили через три-
гонометрическое решение. Два положительных
вещественных корня соответствуют растяже-
нию по двум направлениям, а один отрицатель-
ный корень — сжатию по третьему направле-
нию [19]. Другими словами, отрицательный ко-
рень характеристического уравнения соответ-
ствует интегральной кривой (фазовой траекто-
рии), входящей в трехмерное седло (входящему
усу трехмерного седла). Другая особая точка
расположена при 0 K, когда скорость реакции
согласно закону Аррениуса строго равна нулю.
Матрица линеаризованной системы (12)–(14) в
окрестности этой особой точки включает в себя

одно нулевое и два положительных собствен-
ных числа. Следовательно, система (12)–(14)
может иметь однопараметрическое семейство

входящих в трехмерное седло (θ∞, b∞, 0) ин-
тегральных кривых (автоволновых решений) с
параметром m. Отметим, что с математиче-
ской точки зрения допустимо расширение тем-
пературного диапазона до 0 К [2, 4], поскольку
модель не накладывает ограничений на значе-
ния параметров, а ее фазовый портрет опреде-
ляется особыми точками динамической систе-
мы.

По аналогии с теорией динамических си-
стем на плоскости особая точка при x →
+∞ определяется пересечением нуль-изоклин
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уравнений (12)–(14). Нуль-изоклиной уравне-
ния (12) y = 0 является плоскость (θ, b, 0) трех-
мерного фазового пространства, которую фазо-
вая кривая пересечь не может. Нуль-изоклиной
уравнения (13) является плоскость

b = θ − y

m
, (20)

а нуль-изоклиной уравнения (14) — поверх-
ность

y =
λ

mcp
K(θ)

[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]
. (21)

Автоволновые решения задачи (12)–(16) ищут
в классе гладких ограниченных функций. Ка-
чественный анализ локального производства

энтропии (18) для автоволновых решений за-
дачи показал, что σ — положительно опреде-
ленная ограниченная функция своих аргумен-
тов (θ, b, y). Причем при x → ±∞ σq → 0 и
σd → 0, так как связанные с ними термодина-
мические силы (градиенты температуры и кон-
центрации) и потоки в соответствии с условия-
ми (15), (16) стремятся к нулю. Как было отме-
чено выше, особая точка при x → +∞ соответ-
ствует условиям термодинамического равнове-
сия реакционной смеси, когда химическое срод-
ство и скорость реакции равны нулю, A = 0 и
v = 0. Поэтому при x → +∞ σch → 0. Если
при x → −∞ T → 0, то σch → 0, в чем нетрудно
убедиться, найдя соответствующий предел:

lim
T→0

Av

T
= lim

T→0

R

M
ln

(
ke exp

( q

RT

) a

1− a

)
k0 ×

× exp
(
− E

RT

)
a
[
1− 1− a

ake exp(q/RT )

]
= 0.

Следовательно, полное производство энтропии
в системе для автоволновых (ограниченных)
решений модели является положительно опре-
деленной ограниченной функцией.

Справедлива следующая

Л е м м а. Полное производство энтропии
в неравновесной открытой системе определяет-
ся произведением массовой скорости горения на
разность удельных энтропий реакционной сме-
си при входных и выходных условиях.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставляя (18)
в (19), находим

P =

+∞∫
−∞

d(ms + JS) = ms|+∞−∞ + JS |+∞−∞. (22)

Из граничных условий (15), (16) следует, что
поток энтропии JS , обусловленный теплопро-
водностью и диффузией реагентов, при x →
±∞ равен нулю. Так как удельная энтропия
смеси является функцией только параметров

состояния s(T, p, b), из (22) получаем

P = m[s(θ∞, p, b∞)− s(θ0, p, b0)] =

= m∆s = m(∆sch + ∆sq + ∆smix), (23)

где

∆sch = ∆S0
T ∆b = R/M ln k(b∞ − b0),

∆sq = cp ln(1 + (θ∞ − θ0)Tad/T0),

∆smix = R/M [(1− b0) ln(1− b0) +

+ b0 ln b0−(1− b∞) ln(1− b∞)− b∞ ln b∞]

— приращения удельной энтропии, обусловлен-
ные химической реакцией, изменением темпе-
ратуры и смешением реагентов соответствен-
но. Следовательно, полное производство энтро-
пии в системе является линейной функцией от

собственного значения задачи (массовой скоро-
сти горения).

С л е д с т в и е. При фиксировании
параметров системы, ответственных за состоя-
ние реакционной смеси при граничных услови-
ях, приращение удельной энтропии будет неиз-
менным. Различные значения оставшихся па-
раметров системы дадут разные решения за-
дачи, для которых в силу (23) линейная зави-
симость P (m) будет одной и той же, т. е. эти
решения будут лежать на одной прямой.

В теории динамических систем часть пол-
ной траектории, включающую в себя одну

из особых точек, называют полутраекторией
[18, 19]. Для произвольно выбранного значения
m можно непосредственно в окрестности осо-
бой точки при x → +∞ построить собственный

вектор линеаризованной системы и далее чис-
ленно построить входящую в трехмерное сед-
ло (θ∞, b∞, 0) фазовую полутраекторию, инте-
грируя систему (12)–(14) в направлении, про-
тивоположном направлению векторного поля

(в «обратном времени»). Заметим, что усло-
вие (15) при этом не используется и ограни-
чение на начальную температуру T0 не накла-
дывается. В то же время в реальных условиях
T0 6= 0 и формально заданные при x → +∞
параметры системы наполняются физическим
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смыслом лишь при фиксировании условий (15).
Численное интегрирование системы (12)–(14)
проводили при двойной точности явным мето-
дом Рунге — Кутта — Мерсона четвертого по-
рядка с автоматическим выбором длины шага.

Для полутраекторий в интервале x0 6 x <
+∞ вычисляли интегральный материальный

баланс и полное производство энтропии:

mc =

+∞∫
x0

v[θ(x), b(x)] dx, (24)

P =

+∞∫
x0

σ[θ(x), b(x), y(x)] dx =

=

+∞∫
x0

{ 1
λ

( Qy

Ta + θTad

)2

+
ρDRy2

M(1− b)b
+

R

M
×

× ln
[Kp(θ)(1− b)

b

]
K(θ)

[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]}
dx,

(25)

где x0 определялось условиями сохранения фи-
зического смысла параметров: b = b0, θ > 0 или
θ = θ0, b > b0.

Рассмотрим несколько случаев различных

значений числа Льюиса. Отметим, что при

горении относительно тяжелого углеводорода

Le < 1, а в реакционной смеси с большим коэф-
фициентом диффузии горючего, например, для
водорода, Le > 1. При этом в реальных услови-
ях значения других параметров системы могут

существенно измениться. Для того чтобы изу-
чить влияние числа Льюиса, будем полагать,
что его изменение связано только с изменением

коэффициента диффузии реагента, а другие па-
раметры системы оставим неизменными. Вы-
числительные эксперименты проводились при

следующих характерных значениях парамет-
ров [5]: cp = 1 кДж/(кг·К); E = 100 кДж/моль;
Q = 103 кДж/кг; R = 8,314 Дж/(моль·К);
p = 105 Па; λ = 0,05 Вт/(м·К); M =
0,0249 кг/моль; k0 = 5 · 1010 с−1; ρ0 = 1 кг/м3;
T0 = 300 К; b0 = 10−6; ke = 104. Предполагает-
ся также, что давление газа в системе постоян-
но (p = ρRT/M = const) и реакционная смесь
подчиняется закону идеальных газов. При этих
значениях параметров концентрация реагента

Рис. 1. Фазовая полутраектория системы урав-
нений (12)–(14) и ее проекции на плоскости

(θ, y) и (θ, b) трехмерного фазового простран-
ства при Le = 0,5 и m = 1,858583 кг/(м2·с)

В за фронтом горения в условиях термодинами-
ческого равновесия будет равна b∞ = 0,99999,
поэтому mc = m(b∞ − b0) ≈ m.

А. Le = 0,5. На рис. 1 приведены фа-
зовая полутраектория системы (12)–(14) и ее
проекции на плоскости (θ, y) и (θ, b) трех-
мерного фазового пространства. Поверхности,
проектирующие фазовую полутраекторию на

плоскости (θ, y) и (θ, b), пересекаются с нуль-
изоклинами — плоскостью (20) и поверхно-
стью (21). Кривые, образованные этими пе-
ресечениями в трехмерном фазовом простран-
стве, были спроектированы на плоскости (θ, b)
и (θ, y) соответственно (кривые 2′ на рис. 2).
На рис. 2 приведены проекции фазовых по-
лутраекторий на плоскости (θ, y) и (θ, b) и кри-
вые 1′, 3′, построенные аналогично кривым 2′,
при различных значениях m. Так как T0 6= 0,
то точка при x → −∞ не является стаци-
онарной и полутраектории пересекают плос-
кость (θ0, b, y). Как видно из рис. 2, при низ-
ких температурах полутраектории приближа-
ются к нуль-изоклинам. Чем меньше значение
m, тем ниже температура, при которой по-
лутраектория прижимается к нуль-изоклинам.
При этом величина b может принимать как по-
ложительные, так и отрицательные значения,
а y > 0 для всех полутраекторий, за исклю-
чением особых точек системы. Каждой фазо-
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Рис. 2. Проекции фазовых полутраекторий си-
стемы (12)–(14) при Le = 0,5 и различных зна-
чениях массовой скорости горения:
m, кг/(м2·с): 1,4 (1), 1,858583 (2), 2,3 (3); 1′, 2′,
3′ — проекции кривых пересечения нуль-изоклин
(20) и (21) с поверхностями, проектирующими на
плоскости фазовые полутраектории, при соответ-
ствующих значениях m

вой полутраектории соответствуют свои нуль-
изоклины, которые при низких температурах
являются асимптотиками (см. рис. 2). Траек-
тории «стелятся» вдоль этих нуль-изоклин, но
пересечь их при низких температурах не мо-
гут, это следует из анализа векторного по-
ля. Чем больше значение m, тем выше темпе-
ратура, при которой фазовая полутраектория
расположена вблизи нуль-изоклин. В окрест-
ности нуль-изоклин характерно «медленное»

движение изображающих точек вдоль фазо-
вых полутраекторий. При высоких темпера-
турах фазовая полутраектория пересекается с

нуль-изоклиной (21) при максимальном значе-
нии градиента, что строго следует из анали-
за системы (12)–(14). Причем с увеличением

значения m максимальное значение градиента

уменьшается.
Расчеты материальных балансов на по-

лутраекториях по (24) показали, что если при
θ > θ0 и b > b0 полутраектории приближа-
ются к своим нуль-изоклинам, то материаль-
ный баланс выполняется с высокой точностью.
В противном случае материальный баланс на

полутраекториях не выполняется, в зоне реак-
ции выгорает больше вещества, чем в нее под-

Рис. 3. Профили безразмерной температуры (1),
концентрации продукта (2) и функции распре-
деления σ (толстая сплошная линия 3), σch

(штриховая линия 3), σd (пунктирная линия

3), σq (тонкая сплошная линия 3) по простран-
ственной переменной при Le = 0,5 и m =
1,858583 кг/(м2·с)

водится, что не имеет физического смысла.
Для всех полутраекторий в интервале

x0 6 x < +∞ локальное и полное производство

энтропии в системе рассчитывалось по (18) и
(25). Заметим, что расчет производства энтро-
пии имеет физический смысл и возможен толь-
ко для реальных значений температур и кон-
центраций. В то же время уравнения баланса

(12)–(14) (законы сохранения массы и энергии)
допускают продолжение траекторий до 0 К да-
же при отрицательных значениях концентра-
ции продукта. Анализ полученных результа-
тов показал, что P является функционалом

на полутраекториях, который обладает экстре-
мальными свойствами. Причем, так же как и в
[4, 5], функционал P (m) достигает минималь-
ного значения для единственной полутраекто-
рии, которую можно отыскать с помощью ис-
кусственного приема «обрезки» скорости ре-
акции при низких температурах [11, 12]. Эта
единственная полутраектория, соответствую-
щая физически содержательному решению за-
дачи, приведена на рис. 1. Ее проекции на плос-
кости (θ, y) и (θ, b) трехмерного фазового про-
странства представлены также кривыми 2 на
рис. 2. Профили температуры и концентрации
продукта для физически содержательного ре-
шения задачи, а также функции распределе-
ния локального производства энтропии по ко-
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Рис. 4. Фазовая полутраектория системы урав-
нений (12)–(14) и ее проекции на плоскости

(θ, y) и (θ, b) трехмерного фазового пространства
при Le = 2 и m = 1,1011157 кг/(м2·с)

ординате x приведены на рис. 3. Как видно
из рисунка, при Le < 1 профиль температу-
ры более пологий, чем профиль концентрации,
а функции распределения σ, σq, σd, σch име-
ют ярко выраженные максимумы, расположен-
ные в зоне горения. Так как T0 6= 0, то точ-
ка (θ0, b0, 0) системы (12)–(14) не является ста-
ционарной и, строго говоря, ни одна полутра-
ектория системы не проходит через эту точ-
ку. Нуль-изоклины отсекают полутраектории

от этой точки, но в то же время они располо-
жены вблизи нее. Если полутраектории «сте-
лятся» вдоль нуль-изоклин при реальных зна-
чениях параметров, то расчет P (m) по (23) от-
личается на очень малую величину от резуль-
татов численного расчета по (25). При числен-
ном поиске минимума P (m) вблизи экстрему-
ма массовую скорость горения варьировали с

высокой точностью. В данном случае ограни-
чились значением m = 1,858583 кг/(м3·с), зна-
чение функционала при этом составило P =
8,431 кВт/(м2·К).

Б. Le = 2. На рис. 4 приведены фазовая по-
лутраектория системы (12)–(14) и ее проекции
на плоскости (θ, y) и (θ, b), на рис. 5 — про-
екции фазовых полутраекторий и кривых пе-
ресечения нуль-изоклин (20) и (21) с проекти-
рующими фазовую кривую поверхностями на

Рис. 5. Проекции фазовых полутраекторий си-
стемы (12)–(14) при Le = 2 и различных значе-
ниях массовой скорости горения:
m, кг/(м2·с): 0,8 (1), 1,1011157 (2), 2,0 (3); 1′, 2′, 3′ —
проекции кривых пересечения нуль-изоклин (20) и
(21) с поверхностями, проектирующими на плоско-
сти фазовые полутраектории, при соответствующих
значениях m

плоскости (θ, y) и (θ, b) при различных значе-
ниях m. Как видно из рис. 5, проекции фазо-
вых полутраекторий на плоскость (θ, b) рас-
положены над прямой b = θ, соответствую-
щей случаю Le = 1. При уменьшении числа
Льюиса они приближаются к этой прямой, а
при увеличении удаляются от нее. Функционал
P (m) достигает минимального значения для
единственной полутраектории, соответствую-
щей физически содержательному решению за-
дачи (см. рис. 4). Проекции этой фазовой по-
лутраектории на плоскости (θ, y) и (θ, b) пред-
ставлены также кривыми 2 на рис. 5. На рис. 6
приведены профили θ, b и функции распределе-
ния локального производства энтропии по про-
странственной координате x для физически со-
держательного решения задачи. Как видно из
рис. 6, при Le > 1 профиль концентрации более
пологий, чем профиль температуры. При Le =
2 найдено значение m = 1,1011157 кг/(м3·с),
значение функционала при этом равнялось P =
4,995 кВт/(м2·К).

В связи с ограничением объема данной ра-
боты невозможно дать анализ поведения систе-
мы (12)–(14) в зависимости от значения ее па-
раметров. Остановимся лишь на некоторых об-
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Рис. 6. Профили концентрации продукта (1),
безразмерной температуры (2) и функции рас-
пределения σ (толстая сплошная линия 3), σch

(пунктирная линия 3), σd (штриховая линия

3), σq (тонкая сплошная линия 3) по про-
странственной переменной при Le = 2 и m =
1,1011157 кг/(м2·с)

щих тенденциях в поведении динамической си-
стемы при различных значениях числа Льюи-
са. Так, вычислительные эксперименты пока-
зали, что при Le → 1 проекции фазовых по-
лутраекторий на плоскость (θ, b) приближают-
ся к прямой b = θ. Напомним, что при Le = 1
задача сводится к системе двух обыкновенных

дифференциальных уравнений и подробно рас-
смотрена в [5]. Интересно отметить, что при
Le = 1 какой-либо модификации алгорит-
ма расчета трехмерной системы проводить не

требуется, результаты расчетов двумерной и

трехмерной систем совпадают. Причем оказа-
лись равными отрицательные значения кор-
ней кубического и квадратного характеристи-
ческих уравнений — отрицательные собствен-
ные числа матриц линеаризованных систем.
При Le = 1 массовая скорость горения равна
m = 1,462077 кг/(м3·с), а значение функциона-
ла P = 6,633 кВт/(м2·К). Анализ полученных
результатов показал, что с увеличением чис-
ла Льюиса (увеличением коэффициента диффу-
зии) уменьшаются массовая скорость горения и
полное производство энтропии в системе, уве-
личивается ширина фронта (зона горения).

Таким образом, полученные результаты
позволяют сформулировать следующую вари-
ационную задачу для расчета автоволн лами-
нарного горения при произвольном числе Лью-
иса:

dθ

dx
=

cp

λ
y,

db

dx
=

cp

Leλ
(y + m(b− θ)),

dy

dx
= m

cp

λ
y −K(θ)

[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]
,

P =

+∞∫
x0

{ 1
λ

( Qy

Ta + θTad

)2
+

ρDRy2

M(1− b)b
+

+
R

M
ln

[Kp(θ)(1− b)
b

]
×

×K(θ)
[
1− b

1 + Kp(θ)
Kp(θ)

]}
dx → min,

x = x0: θ = θ0, b = b0,
x → +∞: θ → θ∞, b → b∞, y → 0.

При решении этой задачи не используется тра-
диционная для теории горения процедура об-
ращения в нуль скорости реакции при низких

температурах [11, 12], что является предпочти-
тельным с вычислительной точки зрения.

Естественно, возникал вопрос о сопостав-
лении результатов расчетов с опубликованны-
ми в литературе данными. В работе [20] при-
ведены результаты численного решения задачи

при Le 6= 1 и протекании необратимой реак-
ции первого порядка (n = 1) при различных
значениях безразмерных параметров. В зада-
че (12)–(16) учитывается обратимый характер
протекания химической реакции, но при зна-
чениях a0 = 0,999999 и ke = 104 результаты

расчетов практически совпадают с результа-
тами расчетов для необратимой реакции. По-
этому представляется целесообразным прове-
сти сопоставление результатов расчетов пред-
ставленной выше вариационной задачи с дан-
ными [20]. Так, воспользовавшись приведенны-
ми в [20] значениями безразмерных парамет-

ров Le, γ =
RT 2

∞cp

QE
, µ =

T∞ − T0

T∞
, удалось

подобрать значения размерных параметров T0,
E, Q, с которыми решалась затем вариацион-
ная задача. Так как число безразмерных пара-
метров меньше, чем размерных, то очевидно,



А. П. Герасев 73

Табли ц а 1

µ
ω T0, К E, Q,

Le = 0,75 Le = 2 кДж/моль кДж/моль

2,361
2,350

1,029
1,025

0,6 (m = 202,308;
[20]

(m = 133,559;
[20]

666,7 230,9 1000

P = 806480,8) P = 532420)

2,129
2,127

0,917
0,918

0,8 (m = 1542,7;
[20]

(m = 1012,7;
[20]

250 129,9 1000

P = 7219000) P = 4738970)

Табли ц а 2

µ
ω T0, К E, Q,

Le = 0,75 Le = 2 кДж/моль кДж/моль

0,6

2,488 2,448 1,01 0,992 666,7 461,9 1000

(m = 0,02496;
[20]

(m = 0,01590;
[20]

P = 99,5) P = 63,38) 1333,3 923,8 2000

0,8

2,355 2,331 0,952 0,943 250 259,8 1000

(m = 1,56626;
[20]

(m = 0,99602;
[20]

P = 7329,4) P = 4660,9) 500 519,6 2000

Прим е ч а н и е. Единицы измерения m — кг/(м2·с), P — кВт/(м2 · с).

что комбинаций размерных параметров может

быть множество. Безразмерная скорость горе-
ния определялась по формуле [20]

ω =
m2cp

γn+1λk(T∞)
.

В табл. 1 (γ = 0,1) и 2 (γ = 0,05) приведены
значения безразмерной скорости горения при

различных значениях параметров, полученные
при решении вариационной задачи и опубли-
кованные в [20], в скобках приведены массо-
вая скорость горения и полное производство

энтропии в системе. Все расчеты проводились
при k0 = 6 · 1017 с−1. В табл. 2 приведено по
две комбинации T0, E, Q, удовлетворяющих од-
ним и тем же значениям γ и µ. Очевидно, что
не все найденные размерные параметры име-
ют физический смысл, они лишь соответству-
ют определенным значениям безразмерных па-
раметров. Отметим, что параметры T0, E и Q
подбирались при фиксированном k0 без исполь-
зования каких-либо алгоритмов, поэтому сов-
падение результатов расчетов с литературны-
ми данными следует считать удовлетворитель-
ным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построено уравнение баланса энтропии

автоволн ламинарного горения при произволь-
ном постоянном числе Льюиса. Проведен ка-
чественный и численный анализ локального

и полного производства энтропии в динами-
ческой системе с трехмерным фазовым про-
странством. Показано, что полное производ-
ство энтропии в системе является функцио-
налом автоволнового решения и выполняется

интегральная форма вариационного принципа

(P = min). Доказана вспомогательная теорема
о линейной зависимости функционала от массо-
вой скорости горения. Из ограниченного спек-
тра решений задачи минимум функционала со-
ответствует единственному физически содер-
жательному решению— автоволне ламинарно-
го горения (пространственно-временно́й дисси-
пативной структуре). Экстремальные свойства
функционала позволяют сформулировать вари-
ационную задачу для расчета автоволн лами-
нарного горения при произвольном числе Лью-
иса. Показано удовлетворительное совпадение
результатов расчетов с литературными данны-
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ми.
Как известно [21, 22], полное производ-

ство энтропии (приращение энтропии) в си-
стеме является функцией Ляпунова, обладаю-
щей потенциальными свойствами. Поскольку в
сформулированной математической модели пе-
реходные процессы выхода на волну не рас-
сматриваются, можно лишь говорить об устой-
чивости автоволн ламинарного горения к воз-
мущениям параметров системы.
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