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На основе уравнений полевой теории дефектов c использованием кинематических тож-
деств для упругого континуума с дефектами и динамических уравнений калибровочной
теории рассмотрены закономерности прохождения плоских гармонических волн через
границы раздела вязкоупругих сред. Определены коэффициенты отражения и прелом-
ления волн упругих смещений и волн поля дефектов, характеризуемого тензором плот-
ности дислокаций и тензором плотности потока. Проанализированы зависимости полу-
ченных величин от параметров граничащих сред.
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мические уравнения, волны, границы раздела.

Введение. Изучение и прогнозирование закономерностей пластического деформиро-
вания материалов и сред является актуальной задачей механики, поскольку область упру-
гих деформаций весьма ограничена и многие процессы, имеющие большое практическое
значение (упрочнение, накопление необратимых деформаций, износ, разрушение и др.),
происходят за ее пределами. Физические механизмы пластической деформации, среди ко-
торых особая роль принадлежит дислокационной пластичности [1], определяемой дина-
микой дефектов трансляционного типа, хорошо известны. В настоящей работе на основе
математической модели, построенной в рамках калибровочного подхода и описывающей
динамику дислокационного континуума, рассмотрены закономерности прохождения волн
поля дефектов через границы раздела вязкоупругих сред. В работах [2–4] изучены вязко-
пластические среды.Многочисленные экспериментальные данные свидетельствуют о вли-
янии наличия внешних и внутренних границ на процессы деформирования [5, 6]. Резуль-
таты, полученные в настоящей работе, позволяют объяснить особенности пластического
деформирования на границах вязкоупругих сред.

1. Математическая формулировка задачи. Исследование проводится с использо-
ванием системы уравнений полевой теории дефектов, включающей динамические уравне-
ния калибровочной теории дислокаций [7]

B
∂Iij
∂xi

= −Pj , Seikl
∂

∂xk
αlj = −B ∂

∂t
Iij − σij (1)

и кинематические тождества континуальной теории [8]

∂

∂xk
αki = 0, eikl

∂

∂xk
Ilj =

∂

∂t
αij , (2)

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (код проекта 09-01-00264а).



Н. В. Чертова 135

где αij , Iij — тензор плотности и тензор плотности потока дислокаций; σij , Pi — эффек-
тивные напряжения и импульс; B, S — константы теории. Соотношения (2) следуют из
определений параметров дислокационного континуума

Iij = −
∂βij

∂t
, αij = −eikn

∂βnj

∂xk

(βij — тензор пластической дисторсии). Физический смысл параметров дислокационного
ансамбля поясняют выражения

αij =
dbj
dsi

, Iij =
d (∂bj/∂t)

dli
,

где b — суммарный вектор Бюргерса всех дислокаций, пересекающих единичную ориен-
тированную площадку s, ограниченную контуром с единичным касательным вектором l.
Если изучаемая среда имеет свойства вязкоупругого тела [9], то эффективные напряжения
и импульс могут быть заданы следующим образом:

σij = Cijkl
∂Ul

∂k
+ ηijkl

∂Vl

∂k
, Pi = ρVi, Vi =

∂Ui

∂t
. (3)

Здесь Ui — компоненты вектора упругих смещений; ρ — плотность среды; Cijkl, ηijkl —
тензоры модулей упругости и коэффициентов вязкости, которые в случае однородного изо-
тропного материала имеют вид

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk), ηijkl = γδijδkl + ν(δikδjl + δilδjk),

λ, µ — коэффициенты Ламе; γ, ν — объемная и сдвиговая вязкость упругого тела; δij —
символы Кронекера. Соотношения (3) являются частным случаем определения эффектив-
ных напряжений и импульса [10]. Напряжение и импульс удовлетворяют уравнению дина-
мического равновесия

∂Pi

∂t
=
∂σki

∂xk
,

которое является условием совместности (1). Согласно [11] на границе раздела с норма-
лью n и касательным вектором t выполняются условия

[niUi] = 0, [niσik] = 0; (4а)

[BniIik] = 0, [tiIik] = 0, [niαik] = 0, [Stiαik] = 0. (4б)

2. Распространение волн упругих смещений в вязкоупругой среде. Из по-
лученных в работе [11] решений уравнений (1)–(3) в виде плоских гармонических волн
следует, что в вязкоупругих средах распространяются волны упругих смещений

Un(ξ) = an exp (iknξ) + bn exp (−iknξ), (5)

обусловленные динамикой компонент тензора плотности потока дислокаций на плоскости

фронта волны или на плоскости, перпендикулярной направлению распространения волны:

Iξn(ξ) = [ρω/(Bkn)][an exp (iknξ) + bn exp (−iknξ)]. (6)

Здесь ξ — координата, в направлении которой распространяется волна; ω — частота;
kn — волновой вектор; an, bn — константы; n = 1, 2, 3. Компоненты тензора плотности
потока дислокаций, заданные на плоскости, параллельной направлению распространения
волны, определяются суммой двух волн:

Iϕξ(ξ) = q1(d1) exp (±ikξ) +
ω3ρ

Sk2(k2 − k2
2)
a2(−b2) exp (±ik2ξ),
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Iϕϕ(ξ) = q2(d2) exp (±ikξ) +
ω3ρk1

Sk2
4(k

2 − k2
1)
a1(−b1) exp (±ik1ξ), (7)

Iϕζ(ξ) = q3(d3) exp (±ikξ),

за исключением компонент Iϕζ(ξ), для которых ϕ 6= ζ 6= ξ. В (7) qn, dn (n = 1, 2, 3) —
константы. Первые слагаемые описывают собственные возбуждения дислокационного ан-
самбля, вторые — возбуждения, обусловленные упругими смещениями. Аналогичные со-
отношения справедливы для компонент Iζn(ξ) [11]. Решения (5)–(7) позволяют записать
выражения для волновых векторов
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используя которые можно получить скорости распространения волн, показатели прелом-
ления и поглощения [12]. Здесь C1 =

√
(λ+ 2µ)/ρ, C2 =

√
µ/ρ — скорости упругих волн;
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√
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задаваемые равенствами
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µ
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γ

λ
, (9)

характеризуют затухание соответствующих волн. На основе (7), (2) можно найти компо-
ненты тензора плотности дислокаций, в том числе компоненты αξn(ξ, t) ≡ 0.

3. Определение коэффициентов отражения и преломления при прохождении
волны через границу раздела. Рассмотрим частный случай падения первичной волны
на границу раздела в направлении нормали. Используя граничные условия (4а), получим
выражения для коэффициентов отражения и преломления у компонент вектора смещений
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которые позволяют найти соответствующие коэффициенты для компонент тензора плот-
ности потока дислокаций на плоскости фронта волны (6)
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Здесь и далее верхние индексы “−”, “+”, 0 соответствуют отраженной, преломленной и
падающей волнам. Как и волновые векторы kn, определяемые выражениями (8), где k2 =
k3, эффективные модули Mn = ρω2/k2

n = ρC2
n(1 − i tg δn) и соответствующие выражения

для коэффициентов Френеля (10), (11) являются комплексными величинами.
Коэффициенты Френеля компонент Iϕζ , заданных на плоскостях, параллельных на-

правлению распространения волны, нетрудно найти с использованием последних двух

граничных условий в (4б):

Rϕξ =
q−3
q03

=
S−k− − S+k+

S−k− + S+k+
, Yϕξ =

q+3
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=
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. (12)

С учетом выражения (8) для волнового вектора k рассматриваемые величины можно опре-
делить через константы калибровочной дислокационной теории:
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√
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.
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Для компонент Iϕξ, Iϕϕ, представляющих собой сумму двух гармоник, аналитические вы-
ражения для коэффициентов отражения и преломления могут быть найдены лишь при-
ближенно на основе метода медленно меняющихся амплитуд [13]. Рассмотрим компонен-
ту Iϕξ(ξ), определяемую волновыми векторами k и k2. Введем средний волновой вектор
〈k2〉 = (k + k2)/2 и разность волновых векторов k и k2 δk2 = k − k2, что позволяет
записать выражения для k, k2 в виде

k = 〈k2〉+ δk2/2, k2 = 〈k2〉 − δk2/2. (13)

Используя (13), выражение для компоненты Iϕξ представим следующим образом:

Iϕξ(ξ, t) = ψϕξ(ξ) exp (−iωt+ i〈k2〉ξ). (14)

Здесь ψϕξ — амплитуда, зависящая от пространственных координат:

ψϕξ(ξ) = q1 exp
(
− iδk2ξ

2

)
+

ω3ρ

S(2〈k2〉 − δk2)〈k2〉δk2
a2 exp

( iδk2ξ

2

)
.

В соответствии с условием медленного изменения амплитуды амплитуда почти постоянна,
т. е. ее производная равна нулю: ∂ξψϕξ(ξ) = 0 при δk2 → 0. При этом выражение для
соответствующей компоненты тензора плотности дислокаций [11] записывается в виде

αµξ(ξ, t) = 〈k2〉ψϕξ(ξ) exp (−iωt+ i〈k2〉ξ)/ω. (15)

Граничные условия

ψ0
ϕξ − ψ−ϕξ = ψ+

ϕξ, ψ0
ϕξ + ψ−ϕξ = (S+〈k2〉+)/(S−〈k2〉−)ψ+

ϕξ

для компонент Iϕξ, αµξ, определяемых по формулам (14), (15), позволяют получить коэф-
фициенты Френеля для среднего волнового вектора

Rϕξ =
S−〈k〉− − S+〈k〉+

S−〈k〉−K− + S+〈k〉+
, Yϕξ =

2S−〈k〉−

S−〈k〉− + S+〈k〉+
. (16)

Выражения (16), подобные (12), справедливы также для компонент Iϕϕ, αµϕ с амплитудой

ψϕϕ(ξ) = q2 exp
(
− iδk1ξ

2

)
+
ω3ρ(2〈k1〉 − δk1)

4Sk2
4〈k1〉 δk1

a1 exp
(iδk1ξ

2

)
при 〈k1〉 = (k + k1)/2, δk1 = k − k1. С точностью до констант выполняются следующие

соотношения для коэффициентов отражения и преломления:

Rµξ = Rϕξ, Rµϕ = Rϕϕ, Rµϕ = Rϕµ,

Yµξ = Yϕξ, Yµϕ = Yϕϕ, Yµϕ = Yϕµ.

4. Анализ результатов. На основе равенств (10), (11), (16) определены действи-
тельные и мнимые части рассматриваемых величин, найдены их модули и аргументы.
Исследована зависимость коэффициентов отражения и преломления для компонент векто-
ра смещений

Re (Rn) =
1− p4

n + (tg δ−n )2 − p4
n(tg δ+n )2 − 2pn(1− p2

n)An − 2pn(tg δ−n − p2
n tg δ+n )Bn

(1− p2
n)2 + (tg δ−n − p2

n tg δ+n )2
,

Re (Yn) =
2[1− p2

n + (tg δ−n )2 − p2
n(tg δ+n )2 − pn(1− p2

n)An − pn(tg δ−n − p2
n tg δ+n )Bn]

(1− p2
n)2 + (tg δ−n − p2

n tg δ+n )2
, (17)

Im (Rn) = Im (Yn) =
2pn[pn(tg δ−n − tg δ+n ) + (1− p2

n)Bn − (tg δ−n − p2
n tg δ+n )An]

(1− p2
n)2 + (tg δ−n − p2

n tg δ+n )2
,
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где

An =

√(√
(1− tg δ−n tg δ+n )2 + (tg δ−n + tg δ+n )2 + 1− tg δ−n tg δ+n

)
/2,

Bn =

√(√
(1− tg δ−n tg δ+n )2 + (tg δ−n + tg δ+n )2 − 1 + tg δ−n tg δ+n

)
/2, n = 1, 2, 3,

от отношений упругих импедансов граничащих сред pn = ρ+C+
n /(ρ

−C−n ) и тангенсов уг-
лов потерь tg δ−n , tg δ+n (9). Коэффициенты преломления для компонент тензора плотности
потока дислокаций на плоскости фронта волны Yξn зависят не только от упругих и вязких

характеристик граничащих сред, но и от отношения констант B+/B−, характеризующих
инерционные свойства структурных элементов среды [12]. Установлено, что при одина-
ковых коэффициентах затухания волн, распространяющихся в контактирующих средах,
имеют место равенства

Re (Rn) =
1− pn

1 + pn
, Re (Yn) =

2

1 + pn
, Im (Rn) = Im (Yn) = 0. (18)

Соотношения (18) выполняются также при нулевых значениях тангенсов углов потерь, со-
ответствующих границе раздела упругих сред.Известно, что при малых значениях танген-
сов углов потерь, когда tg δn � 1, в среде распространяются слабозатухающие волны [14].
При tg δn � 1 волновой процесс практически отсутствует, поскольку волна затухает на
расстояниях, значительно меньших ее длины. Определены предельные значения Rn, Yn:
при pn → 0 Re (Rn) = 1, Re (Yn) = 2, Im (Rn) = Im (Yn) = 0; при pn → ∞ Re (Rn) = 1,
Re (Yn) = 0, Im (Rn) = Im (Yn) = 0.

Результаты численных расчетов, проведенных на основе (17) при pn = 0,5; 0,9; 1,1;
1,5 и значениях tg δ−n , tg δ+n , принадлежащих интервалу [0, 2], показали, что при pn < 1
значения тангенса угла потерь tg δ−n , характеризующего затухание волн в первой среде,
наиболее существенное влияние оказывают на модуль Rn, который достигает максимума
при наибольшем значении tg δ−n и tg δ+n = 0 (рис. 1,a). При pn > 1 зависимость |Rn| от
тангенсов углов потерь иная, поскольку изменение tg δ+n оказывает наиболее существен-
ное влияние на |Rn| и максимум |Rn| достигается при максимальном значении tg δ+n и

tg δ−n = 0 (рис. 1,б). При pn ≈ 1 зависимость модуля коэффициента отражения Rn от tg δ−n ,
tg δ+n близка к симметричной. Отношение упругих импедансов граничащих сред pn не ока-
зывает влияния на характер зависимости модуля коэффициента преломления компонент

вектора смещений Yn от величин tg δ−n , tg δ+n . Модуль Yn увеличивается с ростом tg δ−n и

уменьшается с ростом tg δ+n при любых значениях pn (рис. 2,а,б). Максимальное значе-
ние |Yn|, которое достигается при наибольшем значении tg δ−n и tg δ+n = 0, с ростом pn

уменьшается.
При pn < 1 и pn > 1 зависимости косинуса аргумента Rn (cos ΦR) от тангенсов углов

потерь различаются знаком (см. рис. 1,в,г). С ростом pn интервал, в котором изменяется
cos ΦR, увеличивается при pn < 1 и уменьшается при pn > 1. На распределение косинуса
аргумента Yn (cos ΦY ) величина pn практически не оказывает влияния (см. рис. 2,в,г).
При одинаковом затухании (tg δ−n = tg δ+n ) cos ΦY = 1, т. е. ΦY = 0; наибольшее отличие
от нуля аргумента ΦY имеет место при tg δ−n = 2, tg δ+n = 0 и при tg δ−n = 0, tg δ+n = 2.

Результаты расчетов для компонент Iξn проанализируем с учетом соотношений

Rξn = Rn, Yξn = Yn(pn/b)|Tn| eiΦT , (19)

где Tn =
√

(1− i tg δ+n )/(1− i tg δ−n ) = |Tn| eiΦT . Из (19) следует, что коэффициенты пре-
ломления для компонент тензора плотности потока дислокаций на плоскости фронта вол-
ны Yξn совпадают с коэффициентами преломления для компонент вектора смещений Yn
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Рис. 1. Модули (а, б) и аргументы (в, г) коэффициентов отражения компонент
вектора смещений:
а, в — pn < 1; б, г — pn > 1

с точностью до коэффициента, определяемого отношением упругих импедансов контак-
тирующих сред и констант, характеризующих инерционные свойства дислокационного
ансамбля (b = B+/B−), при tg δ−n = tg δ+n (|Tn| = 1, ΦT = 0). Максимальное значение |Tn|
достигается при наибольшем значении tg δ+n и tg δ−n = 0, минимальное — при наибольшем

значении tg δ−n и tg δ+n = 0. При тех же значениях тангенсов углов потерь имеет место
наибольшее отличие от нуля аргумента Tn. Аналогичный характер имеют зависимости
модуля Yξn и косинуса его аргумента (cos Φξn) от tg δ−n , tg δ+n при различных значениях

параметров граничащих сред.
Выражения для коэффициентов отражения и преломления компонент Iϕξ, Iϕϕ (16)

можно записать в виде

Rϕn =
1− s/c+D−m/c

−
m − sD+

m/c
+
m + i(G−m/c

−
m − sG+

m/c
+
m)

1 + s/c+D−m/c
−
m + sD+

m/c
+
m + i(G−m/c

−
m + sG+

m/c
+
m)
,

Yϕn =
2(1/c−m +D−m/c

−
m + iG−m/c

−
m)

1 + s/c+D−m/c
−
m + sD+

m/c
+
m + i(G−m/c

−
m + sG+

m/c
+
m)
,

(20)

где

D±m =

√√
1 + (tg δ±m)2 + 1

2(1 + (tg δ±m)2)
, G±m =

√√
1 + (tg δ±m)2 − 1

2(1 + (tg δ±m)2)
,
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Рис. 2. Модули (а, б) и аргументы (в, г) коэффициентов преломления компонент
вектора смещений:
а, в — pn < 1; б, г — pn > 1

s = S+/S−; c = C+/C−; c+m = C+
m/C

−, c−m = C−m/C
− при n = ξ, m = 2 и n = ϕ, m = 1. По-

лученные выражения имеют наиболее простой вид при распространении слабозатухающих

волн и волн с одинаковыми коэффициентами затухания. В первом случае при tg δ±m � 1,
D±m = 1, G±m = 0

Rϕn =
1− s/c+ 1/c−m − s/c+m
1 + s/c+ 1/c−m + s/c+m

, Yϕn =
2(1 + 1/c−m)

1 + s/c+ 1/c−m + s/c+m
,

во втором случае при tg δ−m = tg δ+m, D±m = Dm, G±m = Gm

Re (Rϕn) =
1

Z

[(
1 +

Dm

c−m

)2
−

(s
c

+
Dm

c−m

)2
+

( 1

(c−m)2
− s2

(c+m)2

)
G2

m

]
,

Re (Yϕn) =
2

Z

[(
1 +

s

c

)(
1 +

1

c−m

)
+

( 1

c−m
+

s

c+m

)
Dm +

( 1

(c−m)2
+

s

c−mc
+
m

)
(D2

m +G2
m)

]
,

Im (Rϕn) = Im (Yϕn) =
2s

Z

( 1

cc−m
− 1

c+m

)
Gm,

где

Z =
[
1 +

s

c
+

( 1

c−m
+

s

c+m

)
Dm

]2
+

[( 1

c−m
+

s

c+m

)
Gm

]2
.
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Рис. 3. Модули (а) и аргументы (б) коэффициентов преломления компонент
тензора плотности потока дефектов на плоскости, параллельной направлению
распространения волны (s = 0,5, c = 0,3, c−m = 0,5, c+

m = 0,8)

tgdm

Rfn

1,5
1,0

0,5

0,12

0,16

0

1,5

1,0

0,5

0

+

tgdm_

Rfn

à

tgdm

1,5
1,0

0,5

0,3
0,4
0,5

0

1,5

1,0

0,5

0

+

tgdm_

á

tgdm

1,5
1,0

0,5
0

1,5

1,0

0,5

0

+

tgdm_

ã

tgdm

1,5
1,0

0,5

0,5

0

1,0

0

1,5

1,0

0,5

0

+

tgdm_

â

cosFfn cosFfn

_1,00
_0,99
_0,98

Рис. 4. Модули (а, б) и аргументы (в, г) коэффициентов отражения компонент
тензора плотности потока дефектов на плоскости, параллельной направлению
распространения волны (c = 0,3, c−m = 0,5, c+

m = 0,8):
а, в — s = 0,5; б, г — s = 1,5
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В отличие от коэффициентов Френеля для компонент вектора смещений величины Rϕn,
Yϕn зависят от степени затухания волны в случае контакта сред с одинаковыми коэффи-
циентами затухания. Численно исследовались зависимости коэффициентов отражения и
преломления (20) при s < 1 и s > 1. В обоих случаях полагалось, что скорость упругих
волн больше скорости волн поля дефектов, определяющих пластическую деформацию, т. е.
c+m > c, c−m > c. Соотношение скоростей упругих волн в граничащих средах может быть
различным, рассматривались случаи c−m > c+m и c−m < c+m.

Установлено, что вариация параметров сред не оказывает влияния на характер зави-
симостей |Yϕn| и cos Φϕn от тангенсов углов потерь, представленных на рис. 3.Модуль Rϕn

возрастает с увеличением tg δ−m при s > 1 независимо от соотношения упругих скоростей
и достигает максимума при наибольшем значении tg δ−m и tg δ+m = 0. В случае s < 1 при
c−m > c+m характер зависимости |Rϕn|(tg δ±m) остается прежним, а при c−m < c+m меняется

(рис. 4,а,б). При s < 1, c−m < c+m максимальное значение |Rϕn| имеет место при наибольшем
значении tg δ+m и tg δ−m = 0. В случае s > 1 кривые зависимостей cos Φϕn(tg δ±m) практиче-
ски совпадают при c−m > c+m и c−m < c+m. В области малых значений tg δ−m в случае s < 1
эти зависимости незначительно различаются при c−m > c+m и существенно различаются

при c−m < c+m (рис. 4,в,г). Если отношение скоростей дислокационного континуума c или
всех трех скоростей c, c+m, c−m уменьшить на порядок, то все рассматриваемые варианты
расчетов (четыре в каждом случае) дают результаты, качественно подобные результатам,
полученным при s > 1. В том случае, когда только отношение скоростей дислокационно-
го континуума меньше на порядок, рассматриваемые величины Rϕn, Yϕn практически не

зависят от tg δ+m.
Таким образом, в работе исследованы закономерности распространения пластической

деформации при наличии границы раздела вязкоупругих сред, необходимые для анализа
прохождения волн поля дефектов через слой вязкоупругих сред.
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