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На основе теории идеального жесткопластического тела сформулирован подход к опре-
делению констант разрушения на базе стандартных механических испытаний на одно-
осное растяжение плоских и цилиндрических образцов. Вместо экспериментально опре-
деляемых характеристик разрушения материалов: относительного удлинения и суже-
ния образца при разрушении — введены две инвариантные тензорные характеристики
степени деформированности образца, соответствующие моменту зарождения макротре-
щины и критической деформации в вершине трещины, определяющей процесс ее рас-
пространения.

Ключевые слова: деформация, пластичность, разрушение.

Введение. Актуальными проблемами теории идеальных жесткопластических тел яв-
ляются неопределенность расположения и вида пластической области, а также неедин-
ственность поля скоростей перемещений, определяющих изменение геометрии тела [1].
Для практического использования теоретических решений необходимы критерий выбора

предпочтительного мгновенного поля скоростей перемещений и критерии, определяющие
изменение поля скоростей во времени (изменение пластической области). Такие критерии
в теории идеального жесткопластического тела ранее не формулировались.

Критерии выбора предпочтительного пластического течения можно связать с особен-
ностью формулировки экстремальных принципов неравновесной термодинамики на раз-
рывах поля скоростей перемещений.

Основополагающим принципом при построении теории пластичности является прин-
цип максимума скорости диссипации механической работы (принцип максимума Мизеса,
один из экстремальных принципов), который связан с принципом Л. Онсагера [1]. Принцип
Мизеса формулируется, как правило, в мощностях диссипации механической работы. Из
него следуют ассоциированный закон течения, теорема единственности для поля напряже-
ний, а также возможность существования разрывов поля скоростей перемещений. Однако
на разрывах поля скоростей перемещений принцип Мизеса не выполняется, т. е. не опре-
деляется удельная мощность диссипации энергии, так как компоненты тензора скоростей
деформаций обращаются в бесконечность либо не определены. Поэтому экстремальные
принципы термодинамики, накладывающие ограничения на диссипативные свойства ма-
териалов, должны быть сформулированы с учетом особенностей полей скоростей пере-
мещений. В данной работе предлагается связать эти принципы с деформациями частиц
материала и удельной диссипацией энергии, т. е., по сути, использовать эмпирическое
обобщение экстремальных принципов неравновесной термодинамики, сформулированное
в [2] как принцип минимума диссипации энергии.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код
проекта 04-01-001002).
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Определение полей деформаций. В качестве меры деформации выберем тензор

конечных деформаций Альманси E, который определяется через тензор дисторсии A:

Eij = (δij − AkiAkj)/2, Aij = x0
j,i, i, j = 1, 2, 3, (1)

где δij — символ Кронекера; x0
i , xi — соответственно лагранжевы и эйлеровы координаты

частицы. Изменения этих тензоров вдоль траектории движения частицы определяются

уравнениями (см. [3])

d

dt
A+W ∗A = 0,

dE

dt
+ EW +W ∗E = ε, (2)

где d/dt = ∂/∂t+ Vk ∂/∂xk; Wik = Vi,k; W
∗
ki = Vk,i.

Выбор тензора Альманси в качестве меры деформации не является единственным, так
как уравнения типа (2) могут быть получены и для других тензоров деформаций (см. [3]).

Поле скоростей перемещений может иметь особенности (поверхности разрыва Vi,
центр веера характеристик). Поэтому накопление деформации осуществляется при двух
условиях: 1) в непрерывном поле скоростей Vi согласно уравнениям (2); 2) при пересечении
частицей материала особенностей поля Vi, на которых компоненты εij могут обращаться
в бесконечность.

Изменение деформаций при пересечении частицей материала особенностей поля скоро-
стей Vi рассматривалось в работах [4–7]. На основе теории разрывов Адамара— Томаса [8]
изменения компонентов дисторсии на поверхности разрывов поля скоростей перемещений

определяются выражениями

[x0
i,j ] =

[Vτ ]

G+ Vν
τiνj , x0+

i,j = δij +
[Vτ ]

G+ Vν
τiνj (3)

в предположении, что материал до пересечения поверхности разрыва не деформировался
(x0

i,j = δij). Здесь [Vτ ], Vν — разрыв касательной компоненты и нормальная компонента

скорости перемещений на поверхности разрыва; G — нормальная скорость распростра-
нения поверхности разрыва; τi — единичный вектор касательной к поверхности разрыва,
совпадающий с вектором разрыва скоростей перемещений; νi — единичный вектор нор-
мали к поверхности разрыва.

Выясним физический смысл величины W = [Vτ ]/(G + Vν). Выражение [Vτ ]k dS dt —
элементарная работа касательных сил на поверхности разрыва за время dt, где dS —
элемент площади поверхности разрыва; k — касательная составляющая напряжений на

поверхности разрыва (для идеального жесткопластического тела — предел текучести).
Выражение (G+ Vν) dS dt — объем материала, прошедший через элемент поверхности dS
за время dt. Тогда абсолютное значение величины

H =
[Vτ ]

G+ Vν
k (4)

имеет физический смысл объемной плотности энергии диссипации, получаемой материаль-
ной частицей при пересечении поверхности разрыва скоростей перемещений, W = H/k.

Из (1), (3), (4) следует, что основные инварианты тензора Eij вычисляются (при x0
i,j =

δij) через величину W по формулам

(I1)E =
1

2
(E11 + E22) = −W

2

4
, (I2)E = (E11 − E22)

2 + 4E2
12 =

W 2

4
(W 2 + 4), (I3)E = 0,

E1 =
W 2

4

(√
1 +

4

W̄ 2
− 1

)
, E2 = −W

2

4

(√
1 +

4

W 2
+ 1

)
, E3 = 0.

(5)
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Полученные соотношения существенно зависят от движения особенностей поля скоростей

относительно материальных частиц. Все указанные параметры могут быть определены
только при решении задачи с учетом изменения геометрии тела.

В условиях плоской деформации вследствие несжимаемости идеального жесткопласти-
ческого тела только один инвариант тензора Eij является независимым (например, E1 —
алгебраически наибольшее главное значение) и может быть принят в качестве характе-
ристики величины деформации частицы. Параметр E1 представляет собой монотонную

функцию W , и величина W также может характеризовать величину деформации частицы

при пересечении линии разрыва скоростей перемещений.
Если материал до момента пересечения линии разрыва деформировался и компонен-

ты тензора дисторсии имели значения x0−
i,j , то компоненты тензора дисторсии за линией

разрыва будут иметь значения

x0+
i,j = (δik +Wτiνk)x

0−
k,j . (6)

Критерий выбора предпочтительного пластического течения. Сформулируем
следующий критерий.

1. Пластическое течение развивается таким образом, что максимальная деформа-
ция E1 в пластической области минимальна: inf

dΩ
sup
Ω
E1 (Ω — возможные пластические

области для полных решений задачи; dΩ — возможные изменения пластической области

при пластическом течении, определяющем движение ее особенностей в данный момент
времени).

Переформулируем критерий 1 с учетом (5).
2. Пластическое течение развивается таким образом, что максимальная удельная энер-

гия диссипации в пластической области минимальна: inf
dΩ

sup
Ω
W .

Критерии 1, 2 можно рассматривать как одну из математических формулировок ло-
кального принципа минимума диссипации энергии.

Деформирование плоского образца. Известны следующие решения задачи об

одноосном растяжении плоского образца: с однородным полем деформирования образ-
ца (рис. 1,а), с разрывным полем скоростей перемещений — решение Оната — Праге-
ра [9] (рис. 1,б) и возможное образование двойной “шейки” в достаточно длинном образце
(рис. 1,в). На рис. 1, 3, 4 заштрихованные области соответствуют областям деформиро-
ванного материала.

В случае однородного поля скоростей перемещений интегрирование уравнений (4) при-
водит к соотношениям [10]

E1 =
2δ + δ2

2(δ + 1)2
,

P

4ka0
=

1

δ + 1
, (7)

где δ = V t/l0 — относительное удлинение полосы; a0, l0 — начальные ширина и длина

полосы; P — усилие, необходимое для деформирования образца; k — предел текучести.
В случае разрывного поля скоростей перемещений (решение Оната — Прагера)

E1 = W 2
(√

1 + 4/W̄ 2 − 1
)
, W = [Vτ ]/G+ Vν ,

[Vτ ] =
√

2V, Vν =
V√
2
, G = 0,

P

4ka0
= 1− V

a0
t.

На рис. 2 представлены зависимости от относительного удлинения основных меха-
нических величин, характеризующих процесс деформирования образца: первого главного
значения тензора Альманси E1 и усилия P/(4ka0), необходимого для деформирования об-
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Рис. 1. Возможные полные решения задачи об одноосном растяжении плоского
образца:
а — пластическое течение с однородным непрерывным полем скоростей перемещений;
б, в— пластическое течение с разрывным полем скоростей перемещений (б— решение

Оната — Прагера [9]; в — решение в случае образования двойной “шейки” Оната —
Прагера)
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Рис. 2. Зависимости первого главного значения тензора Альманси E1 (а) и уси-
лия P/(4ka0), необходимого для деформирования образца (б), от относительного
удлинения:
1 — пластическое течение с однородным непрерывным полем скоростей перемещений;
2 — пластическое течение с разрывным полем; скоростей перемещений (решение Она-
та — Прагера [9]); 3 — пластическое течение с разрывным полем скоростей перемеще-
ний с двойной “шейкой” Оната — Прагера
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разца. Данные зависимости показывают существенное различие процессов деформирова-
ния: в непрерывном однородном поле скоростей перемещений деформации увеличиваются
с конечной скоростью, однородно по всему образцу; в разрывном поле деформации из-
меняются скачком на конечную величину и превышают деформации в однородном поле,
причем деформациям подвергается незначительная часть образца. Работа, необходимая
для деформирования образца в однородном поле скоростей, значительно превышает ра-
боту, необходимую для его деформирования в разрывном поле скоростей. Аналогичные
зависимости имеют место в случае осесимметричной деформации [7].

Согласно критериям 1, 2 предпочтительным является процесс деформирования образ-
ца при однородном поле скоростей перемещений, что подтверждается экспериментально
на начальном этапе деформирования плоских и цилиндрических образцов до момента об-
разования “шейки” [3].

Разрушение идеальных жесткопластических тел. Существование предпочти-
тельного пластического течения позволяет сформулировать подход к описанию процессов

разрушения на основе модели идеального жесткопластического тела.
Поле деформаций в окрестности вершины трещины в общем случае является неодно-

родным, и тензор деформации Eij можно рассматривать как функцию координат ϕ и ρ
полярной системы координат с началом в вершине трещины. К вершине трещины могут
подходить несколько линий разрыва тензора деформаций, т. е. компоненты тензора могут
быть разрывны по аргументу ϕ. Разрушение материала естественно связать с тензором
деформаций, накопленных в процессе всей истории деформирования материала. В каче-
стве простейшей модели разрушения идеального жесткопластического тела может быть

выбрана следующая.
1′. Разрушение материала начинается тогда, когда максимальная деформация в вер-

шине трещины (E1) достигает предельной величины sup
ϕ
E1 > E∗. Скорость движения

вершины трещины определяется соотношением E1 = E∗.
Условие 1′ может быть переформулировано.
2 ′. Разрушение материала начинается тогда, когда накопленная удельная диссипа-

ция энергии в вершине трещины достигает предельной величины sup
ϕ
W > W∗. Скорость

движения вершины трещины определяется соотношением W = W∗.
Условие выбора направления развития трещины с учетом неоднородности поля дефор-

маций в окрестности ее вершины можно сформулировать в следующем виде: пластическое
течение при разрушении развивается таким образом, что приращение работы, необходи-
мой для деформирования тела, максимально (δA = sup

ϕ
δA).

Процесс распространения трещины в плоском и цилиндрических образцах подробно

рассмотрен в работах [6, 7, 10]. Соответствующие решения, являющиеся обобщением ре-
шения Оната — Прагера, представлены на рис. 3. Такой характер пластического течения
хорошо описывает заключительный этап деформирования цилиндрических образцов [7]
при образовании “шейки”, что подтверждается экспериментально.

Полная схема деформирования плоского образца. На первом этапе растяжения
при определенных величинах деформаций происходит однородное деформирование образ-
ца до момента зарождения макротрещины малого размера (рис. 4,а). Далее однородное
деформирование образца становится невозможным и пластическое течение описывается

на основе обобщения решения Оната — Прагера (рис. 4,б). Происходит развитие макро-
трещины до разделения образца на две части. Основными размерами образца, характе-
ризующими процесс его деформирования, являются a0, l0, a1, l1, a2, l2 — соответственно

начальные, промежуточные и конечные длина и ширина образца.
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Рис. 4. Полная схема деформирования плоского образца до разрушения:
а — в однородном поле скоростей перемещений; б — в разрывном поле скоростей пере-
мещений с распространяющейся трещиной
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Определение констант разрушения. Одним из основных экспериментов по опре-
делению механических свойств материалов является эксперимент по растяжению плоских

и цилиндрических образцов. Основной характеристикой процесса разрушения в данном
эксперименте является относительное удлинение δ = (l2 − l0)/l0 и относительное сужение
ψ = (F0 − F2)/F0 образца при разрушении (F0, F2 — соответственно начальная и конеч-
ная площади поперечного сечения образца). Для большинства материалов ψ < 1, F2 > 0,
а величину F2 можно рассматривать как площадь образовавшейся трещины.

Введем две константы материала: E∗∗ — значение тензора Альманси E1, соответству-
ющее концу первого (однородного) этапа деформирования образца и определяющее момент
зарождения макротрещины и начала образования “шейки”, E∗ — значение E1 в вершине

макротрещины, определяющее скорость ее распространения.
Из условия несжимаемости следует

l1a1 = l0a0. (8)

На первом этапе концы полосы и жесткие областиMON ,M ′ON ′ (см. рис. 3) движутся
с одинаковой по модулю скоростью V , поэтому

a1 − a2 = l1 − l2. (9)

Из уравнений (8), (9) находим l1, a1:

l1 = [A+B]/2, a1 = [A−B]/2,

A = a0(1− ψ) + l0(δ + 1), B =
√
a2

0(1− ψ)2 + 2a0l0(δ − ψ − ψδ − 1) + l20(δ + 1)2.

Соответствующие концу первого этапа деформирования первое главное значение тензора

Альманси E∗∗ и удельная диссипация энергии определяются выражениями (7)

E∗∗ = E1 = (2δ1 + δ21)/(2(δ1 + 1)2), W∗1 = 2 ln (1 + δ1), δ1 = (l1 − l0)/l0.

На втором этапе деформирования (см. рис. 4,б) скорость распространения трещины
dS/dt определяется скоростью распространения линии разрыва G. При постоянной скоро-
сти растяжения V эти величины связаны соотношением

dS

dt
=
√

2G,
dS

dt
= V

a2

a1 − a2
= V

1− ψ2

ψ2
, ψ2 =

a1 − a2

a1
.

Следовательно,

G =
1√
2

dS

dt
=

V (1− ψ2)√
2 (a1/a0 − (1− ψ2))

.

Объемная плотность диссипации энергии на линии разрыва скоростей перемещений

вычисляется по формуле W∗2 = 2ψ2 [10].
Компоненты тензора дисторсии и тензора Альманси связаны соотношениями (1) и

условием несжимаемости

A2 + C2 = 1− 2E11, B2 +D2 = 1− 2E22,

AB + CD = −2E12, AD −BC = 1,

где A = ∂x0
1/∂x1; B = ∂x0

1/∂x2; C = ∂x0
2/∂x1; D = ∂x0

2/∂x2.
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Пластические константы разрушения

Материал δ, % [11] ψ, % [11] W∗ E∗ E∗∗

Алюминиевые сплавы:
АД0 (лист) 35 80 1,6 0,384 0,168
АК8 (профиль) 7 15 0,3 0,129 0,046
АК8 (штамповка) 10 25 0,5 0,195 0,056
АД31 (профиль закаленный
и искусственно состаренный) 17 70 1,4 0,364 0,035
АМГ6 (плита, нагартованная,
18 % в продольном направлении) 10 22 0,44 0,177 0,062
ВД17 (полоса прессованная,
закаленная и искусственно
состаренная, 60 мм) 10 19 0,38 0,157 0,068
АД33 (профиль прессованный,
закаленный и искусственно
состаренный) 12 30 0,6 0,223 0,066

Титановые сплавы:
ВТ3-1 (штамповка) 14–20 45–60 0,9–1,2 0,291–0,340 0,056–0,085
ВТ6 (штамповка) 10–13 35–60 0,7–1,2 0,248–0,340 0,035–0,012
ВТ9 (штамповка) 8–14 25–45 0,5–0,9 0,195–0,291 0,035–0,056
ВТ14 (штамповка) 10–15 35–60 0,7–1,2 0,248–0,340 0,035–0,035

На первом этапе деформирование является простым (первые главные направления
тензоров Альманси и скоростей деформаций совпадают между собой и с осью x2), поэтому

B = 0, C = 0, E12 = 0, E11 = E1, E22 = E2,

A =
√

1− 2E1 , D =
√

1− 2E2 .

Отсюда согласно (6)

∂x0+

1

∂x1
= A,

∂x0+

1

∂x2
= W2D,

∂x0+

2

∂x1
= 0,

∂x0+

2

∂x2
= D.

Величина E∗ определяется выражением

E∗ = (1/4)(1− A2 −W 2
2D

2 −D2) + (1/2)
√

(A2 +W 2
2D

2 −D2)2 + 4A2D2 .

Полная удельная объемная диссипация для частиц, деформирующихся на первом и втором
этапах, определяется по формуле W∗ = W∗1 +W∗2.

В таблице даны константы разрушения для некоторых конструкционных материалов.
Инвариантные тензорные деформационные и энергетические характеристики разрушения

конструкционных материалов позволяют корректно использовать экспериментально опре-
деляемые величины при расчете сложных конструкций и их элементов различными чис-
ленными методами.
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