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Для пластины Тимошенко с наклонной трещиной, в исходном состоянии задаваемой
поверхностью, нормаль к которой образует малый угол со срединной плоскостью, пред-
ложено условие взаимного непроникания берегов трещины. Доказана однозначная раз-
решимость вариационной задачи о равновесии пластины с условиями непроникания бе-
регов трещины, задаваемыми на кривой, описывающей трещину. Сформулирована диф-
ференциальная постановка задачи, эквивалентная исходной постановке при достаточной
гладкости решения. Для одномерного случая (балка с разрезом) получено аналитиче-
ское решение и изучены случаи продольного растяжения и сжатия.

Ключевые слова: пластина, трещина, разрез, условие непроникания, вариационная
задача.

Введение. Изучению пластин и оболочек, содержащих трещины, посвящено боль-
шое количество работ (см., например, [1–11]). При этом, как правило, рассматриваются
вертикальные трещины, задаваемые поверхностями, нормали к которым (в каждой точке
поверхности) параллельны срединной плоскости пластины. Как известно, в классическом
подходе к моделированию трещин в деформируемых телах используются линейные крае-
вые условия в виде равенств, которые формулируются на кривой, описывающей трещину
[1–3]. Заметим, что этот подход допускает возможность взаимного проникания берегов
трещины [4]. С помощью вариационных методов изучен широкий класс задач математи-
ческой теории трещин с нелинейными условиями непроникания (в виде системы равенств и
неравенств), заданными на кривой (поверхности), описывающей трещину в упругих телах
[6–12].

В работах [7, 8] исследованы нелинейные задачи о равновесии пластин Кирхго-
фа — Лява при условии взаимного непроникания берегов наклонной трещины. При этом
в [7] условие непроникания приведено для трещин, задаваемых гладкой поверхностью
z = F (x1, x2), где F (x1, x2) — функция, определенная в срединной плоскости (x1, x2). В [8]
выведено условие непроникания для трещины, положение которой незначительно отли-
чается от вертикального положения. Кроме того, в [7, 8] используются дополнительные
(для модели Кирхгофа— Лява) предположения о том, что перемещения всех точек берегов
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Рис. 1. Схема пластины с наклонной трещиной

трещины можно задать с помощью перемещений точек, лежащих на срединной плоскости
пластины.

В настоящей работе, так же как и в [8], условие взаимного непроникания берегов тре-
щины выводится в предположении о том, что нормаль к поверхности трещины образует
малый угол со срединной плоскостью. Вариационная задача о равновесии пластины фор-
мулируется в виде задачи минимизации функционала энергии на множестве допустимых

функций, которые удовлетворяют условию непроникания. Доказана однозначная разреши-
мость задачи.

1. Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная односвязная область с глад-
кой границей ∂Ω, Γc — гладкая кривая без самопересечений, такая что Γc ⊂ Ω, ∂Γc /∈ Γc.
Обозначим через ν = ν(x) = (ν1, ν2) вектор нормали к Γc, x = (x1, x2) ∈ Γc. Как и в
работе [8], зададим поверхность

Ξ =
{
(x̄1, x̄2, z): |z| 6 h, (x̄1, x̄2) = x̄, x̄ = x− zν(x) tgα(x), x ∈ Γc

}
,

где α(x), x ∈ Γc — функция двух переменных, причем |α(x)| < π/2 (рис. 1). Предполо-
жим, что при фиксированном значении x ∈ Γc нормаль n(x̄, z) к поверхности Ξ остается
неизменной:

n(x̄, z) = n(x, 0) = (ν(x) cosα(x), sinα(x)) ∀ x̄ = x− zν(x) tgα(x), |z| 6 h.

Заметим, что этим свойством обладают, например, поверхности Ξ, образованные при пе-
ресечении плоскости или конической поверхности с множеством Ω× [−h, h].

Предположим, что в исходном недеформированном состоянии пластина, содержащая
наклонную трещину, задается в трехмерном пространстве R3 множеством Ω× [−h, h] \Ξ.
При этом поверхность Ξ соответствует трещине (разрезу) нулевой ширины. В срединной
плоскости z = 0 имеется негладкая область Ωc = Ω \ Γc. В соответствии с направлением
нормали ν имеются положительные Γ+

c , Ξ+ и отрицательные Γ−c , Ξ− области кривой Γc и

поверхности Ξ.
Обозначим через χ = χ(x) = (W , w), x ∈ Ωc вектор перемещений точек срединной

поверхности (W = (w1, w2) и w — горизонтальные (вдоль плоскости (x1, x2)) и вертикаль-
ные перемещения соответственно). Углы поворота поперечных сечений обозначим через
ψ = ψ(x) = (ψ1, ψ2), x ∈ Ωc.

Приведем известные тензорные соотношения теории упругости, справедливые для
упругих трансверсально-изотропных пластин [13]. Тензоры, описывающие деформацию
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пластины, определяются по формулам

εij(ψ) =
1

2

(∂ψi

∂xj
+
∂ψj

∂xi

)
, εij(W ) =

1

2

(∂wi

∂xj
+
∂wj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Тензоры моментов и усилий вычисляются по формулам

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3h−2cijklεkl(W ) (1)

(по повторяющимся индексам проводится суммирование), где ненулевые постоянные ко-
эффициенты тензора cijkl определяются соотношениями

ciiii = D, ciijj = Dκ, cijij = cijji = D(1− κ)/2, i, j = 1, 2, i 6= j,

D — цилиндрическая жесткость пластины; κ — коэффициент Пуассона. Для вектора
поперечных сил q = (q1, q2) выполняются равенства [13]

qi(w,ψ) = Λ(w,i +ψi), i = 1, 2
(
v,i =

∂v

∂xi

)
, (1′)

где Λ = 2k′G; k′ — коэффициент сдвига; G — модуль сдвига на площадках, перпендику-
лярных срединной плоскости пластины; Λ, k′, G — постоянные.

Пусть H1(Ωc) — пространство Соболева, H1,0(Ωc) — его подпространство, состоящее
из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе ∂Ω. Введем следующие
обозначения:

H = H1,0(Ωc)
5, ‖ · ‖ = ‖ · ‖H .

Предположим, что η = (W , w,ψ) ∈ H, η̄ = (W̄ , w̄, ψ̄) ∈ H. Определим билинейную
форму функций η, η̄:

B(η, η̄) =

∫
Ωc

(
σij(W ) εij(W̄ ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + Λ(w,i +ψi)(w̄,i +ψ̄i)

)
.

Выражение для функционала потенциальной энергии деформированной пластины имеет

вид

Π(η) =
1

2
B(η,η)−

∫
Ωc

Fη ∀η = (W , w,ψ) ∈ H,

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(Ωc)
5 — вектор заданных внешних нагрузок [13].

На внешней границе ∂Ω зададим краевые условия жесткого защемления

η = 0 на ∂Ω,

где 0 = (0, 0, 0, 0, 0); η = (W , w,ψ).
Как известно, в модели Тимошенко перемещения χ(x, z) = (W (x, z), w(x, z)) для то-

чек оболочки, находящихся на расстоянии |z| 6 h от срединной поверхности, выражаются
через перемещения в срединной поверхности χ(x, 0) = χ(x) = (W , w) и углы поворота
нормальных сечений ψ = ψ(x). При этом справедливы следующие формулы [13]:

W (x, z) = W (x) + zψ(x), w(x, z) = w(x), |z| 6 h, x ∈ Ωc.

Выведем условие непроникания с помощью предположений и рассуждений, аналогич-
ных использованным в работе [8]. Пусть угол α(x) достаточно мал при всех x ∈ Γc. Пред-
положим, что перемещения в точках (x̄, z) ∈ Ξ± (на берегах трещины) можно выразить с
помощью следов функцийW (x), w(x), ψ(x) на кривой Γc в виде равенств

w±(x̄, z) = w±(x), W±(x̄, z) = W±(x) + zψ±(x), |z| 6 h, x ∈ Γc, (2)

где x̄ = x− zν(x) tgα(x).
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Условие непроникания берегов трещины заключается в том, что разность переме-
щений χ(x̄, z)+ на положительном берегу Ξ+ и χ(x̄, z)− на отрицательном берегу Ξ− в
проекции на нормаль n(x̄, z) должна быть неотрицательной:(

χ(x̄, z)+ − χ(x̄, z)−
)
· (ν(x) cosα(x), sinα(x)) > 0, (x̄, z) ∈ Ξ.

С учетом (2), подставляя экстремальные значения z = h, z = −h, находим
[Wν ] cosα− h|[ψν ]| cosα+ [w] sinα > 0, x ∈ Γc,

где ψν = ψiνi; Wν = wiνi; [v] = v
∣∣
Γ+

c
− v

∣∣
Γ−c

. Разделив последнее соотношение на cosα,

выведем условие непроникания для наклонной трещины

[Wν ] + [w] tgα > h|[ψν ]|, x ∈ Γc. (3)

Заметим, что при α ≡ 0 неравенство (3) переходит в известное условие непроникания
для вертикальных трещин, содержащихся в пластинах Тимошенко [10]. Если для углов
поворота вблизи трещины выполняются соотношения гипотезы прямых нормалей Кирхго-
фа— Лява ψi+w,i = 0, i = 1, 2, то (3) принимает вид условия непроникания для наклонной
трещины в пластине Кирхгофа — Лява [8].

Задачу о равновесии пластины, содержащей наклонную трещину, сформулируем в
виде минимизации функционала энергии

inf
η∈K

Π(η), (4)

где K = {η ∈ H: η = (W , w,ψ)} — множество допустимых функций, таких что
η = (W , w,ψ) удовлетворяет (3). Функционал Π(η) является коэрцитивным, выпуклым и
слабополунепрерывным снизу в пространстве H [10]. Кроме того, функционал Π(η) диф-
ференцируем. Можно показать, что множество K является выпуклым, замкнутым и, сле-
довательно, слабозамкнутым в пространстве H. Указанные свойства функционала Π(η)
и множества K гарантируют существование и единственность решения ξ = (U , u,ϕ),
удовлетворяющего вариационному неравенству [10]

ξ ∈ K, B(ξ,η − ξ) >
∫
Ωc

F (η − ξ) ∀η ∈ K. (5)

2. Формулировка краевой задачи. В данном пункте приводится эквивалентная

дифференциальная постановка задачи (4). Используя вариационное неравенство (5) и вы-
бирая пробные функции, выведем краевые условия на кривой Γc. При этом будем использо-
вать формулы Грина. Так же как и в [9], предположим, что кривая Γc может быть продол-
жена до замкнутой достаточно гладкой кривой Σ, делящей область Ω на две подобласти

Ω1 и Ω2 (Ω = Ω1 ∪ Ω2) с гладкими границами ∂Ω1 = Σ, ∂Ω2 = Σ ∪ ∂Ω. Заметим, что кри-
вая Σ может быть выбрана произвольно с точностью до наложенных на нее ограничений.
Предположим, что решение ξ задачи (4) является достаточно гладким.

В результате сравнения двух неравенств, полученных при подстановке в (5) пробных

функций η = ξ + η̃ и η = ξ − η̃, где η̃ = (W̃ , w̃, ψ̃) ∈ C∞0 (Ωγ)5, имеем равенство∫
Ωγ

(
σijεij(W̃ ) +mijεij(ψ̃) + qi(w̃,i +ψ̃i)

)
=

∫
Ωγ

(fiw̃i + f3w̃ + µiψ̃i) ∀ η̃ ∈ C∞0 (Ωγ)5.

Здесьmij = mij(ϕ), σij = σij(U ), qi = qi(u,ϕ), i, j = 1, 2. С учетом независимости функций

w̃1, w̃2, w̃, ψ̃1, ψ̃2 из этого равенства следуют уравнения равновесия

σij,j = −fi, mij,j − qi = −µi, i = 1, 2, qi,i = −f3 в Ωc. (6)
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В силу предположений о возможности продолжения кривой Γc до замкнутой кривой Σ
справедлива формула Грина [9]∫

Ωc

σij εij(W ) = −
∫
Ωc

σij,jwi −
[ ∫
Γc

(
σνWν + στ iwτ i

)]
∀W ∈ H1,0(Ωc)

2, (7)

где σνν и στ = (στ1, στ2) — нормальная и касательная составляющие вектора

(σ1jνj , σ2jνj); σijνj = σννi + στ i, σν = σijνjνi, τ = (−ν2, ν1), wτ i = wi −Wννi, i = 1, 2.
Справедливы также формулы (см. [9])∫

Ωc

mijεij(ψ) = −
∫
Ωc

mij,jψi −
[ ∫
Γc

(
mνψν +mτ iψτ i

)]
∀ψ ∈ H1,0(Ωc)

2,

∫
Ωc

∇u∇w = −
[ ∫
Γc

∂u

∂ν
w

]
−

∫
Ωc

w∆u ∀w ∈ H1,0(Ωc), (8)

∫
Ωc

ϕ∇w = −
[ ∫
Γc

ϕνw
]
−

∫
Ωc

w divϕ ∀w ∈ H1,0(Ωc),

где величины mν , mτ i, i = 1, 2 определяются по формулам, аналогичным формулам для
σν , στ i, i = 1, 2 (см. (7)).

Подставляя в (5) η = 0, η = 2ξ, получаем соотношения

B(ξ, ξ) =

∫
Ωc

Fξ, B(ξ,η) >
∫
Ωc

Fη ∀η ∈ K. (9)

Подставляя во второе соотношение (9) формулы интегрирования по частям (7), (8), с
учетом уравнений равновесия (6) находим

−
∫
Γc

[(
σνWν + στ iwτ i

)
+

(
mνψν +mτ iψτ i

)
+ Λ

(∂u
∂ν

+ϕν

)
w

]
> 0 ∀η ∈ K. (10)

Выбирая в (10) пробные функции η = (W , w,ψ) ∈ H1
0 (Ω)5, для которых [η] = 0 на Γc, с

учетом независимости функцийWν , ψν , w, wτ1, wτ2, ψτ1, ψτ2 получаем

[σν ] = [mν ] =
[∂u
∂ν

+ϕν
]

= 0, [στ i] = [mτ i] = 0, i = 1, 2 на Γc.

Значит, неравенство (10) можно записать в виде∫
Γc

((
σν [Wν ] + στ i[wτ i]

)
+

(
mν [ψν ] +mτ i[ψτ i]

)
+ qν [w]

)
6 0 ∀η ∈ K, (11)

где qν = Λ(∂u/∂ν +ϕν). Пусть тестовые функции имеют такой вид, чтоWν = 0, ψν = 0,
w = 0 на Γc. Тогда, варьируя в (11) значения [wτ i], [ψτ i], i = 1, 2, получаем

στ i = mτ i = 0, i = 1, 2 на Γc. (12)

Введем обозначение для вспомогательной вектор-функции p = (p1, p2, p3), состоящей
из достаточно гладких функций pi, i = 1, 2, 3, определенных на кривой Γc, при этом
supp pi ⊂ Γc, i = 1, 2, 3. Как известно, существует функция η̃ ∈ H(Ωc), такая что (см.,
например, [6])

(p1ν1, p1ν2) = [W̃ ], p2 = [w̃], (p3ν1, p3ν2) = [ψ̃] на Γc. (13)

При этом на кривой Γc выполнены равенства [W̃ν ] = p1, [ψ̃ν ] = p3.
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Таким образом, при условии выполнения соотношения p1 + p2 tgα > h|p3| на Γc, под-
ставляя в (11) функцию η̃ ∈ H(Ωc), удовлетворяющую (13), с учетом (12) получаем∫

Γc

(
σνp1 +mνp3 + qνp2

)
6 0. (14)

Рассмотрим следующее представление:

σνp1 +mνp3 + qνp2 =
1

2

(
σν +

1

h
mν

)
(p1 + p2 tgα+ hp3) +

+
1

2

(
σν −

1

h
mν

)
(p1 + p2 tgα− hp3) + (−σν tgα+ qν)p2. (15)

Выбирая функции p1, p2, p3, удовлетворяющие равенствам p1 = −p2 tgα, p3 = 0, из (14) с
учетом (15) находим

σν tgα = qν на Γc. (16)

С помощью (15), (16) преобразуем (14) к виду∫
Γc

((
σν +

1

h
mν

)
(p1 + p2 tgα+ hp3) +

(
σν −

1

h
mν

)
(p1 + p2 tgα− hp3)

)
6 0 (17)

при условии, что функции pi, i = 1, 2, 3 удовлетворяют неравенству p1 + p2 tgα > h|p3|
на Γc. Из (17) следует, что на кривой Γc справедливы соотношения −hσν − mν > 0,
−hσν + mν > 0 или −hσν > |mν |. Интегрируя первое соотношение (9) по частям, с
учетом (12), (16) находим∫
Γc

((
σν +

1

h
mν

)
([Uν ] + [u] tgα+ h[ϕν ]) +

(
− σν +

1

h
mν

)
([Uν ] + [u] tgα− h[ϕν ])

)
= 0.

Следовательно, на кривой Γc выполняются равенства

(hσν +mν)([Uν ] + [u] tgα+ h[ϕν ]) = (mν − hσν)([Uν ] + [u] tgα− h[ϕν ]) = 0.

Таким образом, доказана
Теорема 1. Пусть решение ξ = (U , u,ϕ) вариационной задачи (4) является до-

статочно гладким. Тогда ξ = (U , u,ϕ) также является решением для краевой задачи,
состоящей из соотношений (1), (1′), уравнений (6) и краевых условий

U = ϕ = (0, 0), u = 0 на ∂Ω;

[σν ] = [mν ] = 0, [στ ] = [mτ ] = (0, 0), σν tgα = qν на Γc,

στ = mτ = (0, 0), [Uν ] + [u] tgα > h|[ϕν ]|, −hσν > |mν | на Γc,(
σν +

1

h
mν

)(
[Uν ] + [u] tgα+ h[ϕν ]

)
= 0 на Γc,

(18)

(
σν −

1

h
mν

)(
[Uν ] + [u] tgα− h[ϕν ]

)
= 0 на Γc.

Замечание 1. Справедливо также обратное утверждение: гладкая функция ξ ∈ K,
удовлетворяющая уравнениям равновесия (6) и соотношениям (1), (1′), (18), является реше-
нием задачи (4). Это утверждение можно доказать с помощью рассуждений, аналогичных
использованным в работе [9].



Н. П. Лазарев 177

2h
x

a

0 1,00,5

Рис. 2. Схема балки с наклонным разрезом

3. Постановка задачи о балке. Рассмотрим тонкую однородную балку единичной
длины, имеющую толщину 2h. Будем полагать, что сечение балки является прямоуголь-
ным. Пусть срединная линия балки представляет собой отрезок (0, 1) на оси x. В точке
y = 1/2 имеется наклонный разрез, проходящий под углом α к вертикальной линии (рис. 2).
Предполагается, что разрез не выходит на боковую границу, т. е. 0 6 tgα < (2h)−1.
Функции внешних нагрузок g(x), f(x), µ(x) заданы и принадлежат пространству L2(0, 1).
Обозначим через η = (W,w, ψ) обобщенный вектор перемещений (W (x), w(x) — гори-
зонтальные и вертикальные перемещения точек срединной линии балки соответственно;
ψ(x) — углы поворота волокон, перпендикулярных срединной линии балки).

На внешней границе ставится условие жесткого защемления [14]

W = w = ψ = 0, x = 0, 1.

Условие непроникания (3) преобразуется к виду

[W ] + [w] tgα > h|[ψ]|,

где [s] = s(y + 0)− s(y − 0) — скачок функции s в точке y.
В случае балки выражение для функционала потенциальной энергии принимает

вид [14]

Πb(η) =
1

2

1∫
0

(
ES(Wx)2 + EI(ψx)2 +GkS(wx + ψ)2

)
dx−

1∫
0

(gW + fw + µψ) dx,

где S — площадь сечения; I — момент инерции (для прямоугольного сечения I = Sh2/3);
E и G — модули упругости; k — коэффициент сдвига.

Обозначим Ωy = (0, y) ∪ (y, 1). Введем гильбертово пространство

H(Ωy) =
{
(W,w, ψ) ∈ H1(Ωy)

3: W = w = ψ = 0, x = 0, 1
}

и замкнутое выпуклое множество Kb = {η = (W,w, ψ) ∈ H(Ωy): [W ] + [w] tgα > h|[ψ]|}.
Задача о равновесии балки с наклонным разрезом формулируется в виде минимизации

функционала энергии

inf
η∈Kb

Πb(η).

С помощью неравенства Фридрихса можно доказать, что функционал Πb(η) является
коэрцитивным в пространстве H(Ωy). Кроме того, нетрудно установить, что функци-
онал Πb(η) является дифференцируемым, выпуклым и слабополунепрерывным снизу в

пространстве H(Ωy). Указанные свойства функционала Πb(η) и множества Kb гаранти-
руют существование и единственность решения ξ = (U, u, ϕ) ∈ Kb, удовлетворяющего
вариационному неравенству
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∫
Ωy

(
ESUx(Wx − Ux) + EIϕx(ψx − ϕx) +GkS(ux + ϕ)(wx + ψ − ux − ϕ)−

− g(W − U)− f(w − u)− µ(ψ − ϕ)
)
dx > 0 ∀η = (W,w, ψ) ∈ Kb. (19)

Свойства пространства H(Ωy) позволяют установить с помощью формул интегрирования
по частям эквивалентность задачи (19) следующей краевой задаче:

−ES Uxx = g, EI ϕxx −GkS(ux + ϕ) = µ, −GkS(uxx + ϕx) = f в Ωy; (20)

[Ux] = [ϕx] = [ux + ϕ] = 0, ES Ux(y) tgα = GkS(ux + ϕ)(y); (21)

[U ] + [u] tgα > h|[ϕ]|, −Ux(y) > h|ϕx(y)|/3,
(Ux(y) + hϕx(y)/3)([U ] + [u] tgα+ h[ϕ]) = 0, (22)

(Ux(y)− hϕx(y)/3)([U ] + [u] tgα− h[ϕ]) = 0;

U(0) = u(0) = ϕ(0) = U(1) = u(1) = ϕ(1) = 0. (23)

Заметим, что для задачи о балке эквивалентность двух формулировок доказывается без
дополнительных предположений относительно гладкости решения ξ.

4. Построение решения задачи о балке. С использованием метода, предложен-
ного в работе [8] при получении аналитического решения для балки Бернулли — Эйлера,
содержащей наклонный разрез, построим решение задачи (20)–(23). В силу эквивалентно-
сти постановок задач оно является также решением задачи (19). Решение будем искать в
виде суммы ξ = ξ0 + ξ1, где ξ0 = (U0, u0, ϕ0) — решение неоднородной задачи с нулевыми

краевыми условиями

−U0
xx = ĝ, lϕ0

xx − (u0
x + ϕ0) = µ̂, −(u0

xx + ϕ0
x) = f̂ в Ωy,

U0
x(y) = ϕ0

x(y) = (u0
x + ϕ0)(y) = 0, ξ0(0) = ξ0(1) = (0, 0, 0),

(24)

ĝ = g/(ES); l = EI/(GkS); µ̂ = µ/(GkS); f̂ = f/(GkS). Решение этой задачи ξ0 ∈
H2(Ωy)

3∩H существует и единственно, поскольку фактически решаются две независимые
задачи в областях (0, y) и (y, 1):

−U0
xx = ĝ, lϕ0

xx − (u0
x + ϕ0) = µ̂, −(u0

xx + ϕ0
x) = f̂ в (0, y),

U0(0) = u0(0) = ϕ0(0) = 0, U0
x(y) = ϕ0

x(y) = (u0
x + ϕ0)(y) = 0,

−U0
xx = ĝ, lϕ0

xx − (u0
x + ϕ0) = µ̂, −(u0

xx + ϕ0
x) = f̂ в (y, 1),

U0(1) = u0(1) = ϕ0(1) = 0, U0
x(y) = ϕ0

x(y) = (u0
x + ϕ0)(y) = 0.

Заметим, что ξ0 есть решение задачи о балке с разрезом, на котором не ставятся условия
непроникания, а края предполагаются свободными.

Введем следующие константы: δ = 12h2, λ = 4h2 +
(
1 + 12l) tg2 α. Решив задачу (24),

можно вычислить значения

ρ± = [U0] + [u0] tgα± h[ϕ0], r± = [U0] + [u0] tgα± (hλ/δ)[ϕ0].

Рассмотрим вспомогательные функции

θ(x) =

{
x2, x ∈ (0, y),

(x− 1)2, x ∈ (y, 1),
θx(x) =

{
2x, x ∈ (0, y),

2(x− 1), x ∈ (y, 1),

β(x) =

{
2x3 − 3x2, x ∈ (0, y),

2x3 − 3x2 + 1, x ∈ (y, 1).
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Заметим, что функции θ, θx β, βx принадлежат пространству C
∞(Ωy) и при x = 0, x = 1

равны нулю. Кроме того, справедливы следующие соотношения:

θxx(x) ≡ 2, θxxx(x) ≡ 0, [θ] = 0, [θx] = −2, βx(x) = 6(x2 − x), [βx] = 0,

βxx(x) = 6(2x− 1), βxxx(x) ≡ 12, βxxxx(x) ≡ 0, [β] = 1, βxx(y) = 0.

Теорема 2. Функция ξ = (U, u, ϕ), определенная равенствами U(x) = U0(x) +
2h2Aθx(x), ϕ(x) = ϕ0(x) + 6hBθx(x) + tgαAβx(x), u(x) = u0(x) − 6hBθ(x) − tgαAβ(x) +
6l tgαAθx(x), является решением вариационного неравенства (19), где

(A,B) =


(0, 0), ρ+ > 0, ρ− > 0,

(δ + λ)−1(ρ+, ρ+), ρ+ < 0, r− > 0,
(δ + λ)−1(ρ−,−ρ−), ρ− < 0, r+ > 0,

((2λ)−1(ρ+ + ρ−), (2δ)−1(ρ+ − ρ−)), r+ < 0, r− < 0.

(25)

Доказательство. Достаточно проверить выполнение соотношений (20)–(23). Дей-
ствительно, в силу свойств функций θ, β, ξ0 имеем

−Uxx = −U0
xx − 2h2Aθxxx = ĝ в Ωy.

Так как имеют место равенства

ϕxx(x) = ϕ0
xx(x) + 6hBθxxx(x) + A tgαβxxx(x) = ϕ0

xx(x) + 12A tgα;

ux + ϕ = u0
x + ϕ0 + 6lA tgα θxx(x) = u0

x + ϕ0 + 12lA tgα, (26)

то выполнено также второе уравнение в (20). В силу равенства (26) имеем uxx + ϕx =
u0

xx + ϕ0
x, откуда следует последнее уравнение в (20). Вычислим следующие значения по-

строенных функций:

Ux(y) = U0
x(y) + 2h2Aθxx(y) = 4h2A,

ϕx(y) = ϕ0
x(y) + 6hBθxx(y) + A tgαβxx(y) = 12hB, (27)

(ux + ϕ)(y) = (u0
x + ϕ0)(y) + 6lA tgα θxx(y) = 12lA tgα.

Очевидно, что [Ux] = [ϕx] = [ux + ϕ] = 0. Из (27) следует

Ux(y)± (h/3)ϕx(y) = 4h2(A±B), ES Ux(y) tgα = GkS(ux + ϕ)(y).

По построению [U ] = [U0] − 4h2A, [u] = [u0] − (1 + 12l)A tgα, [ϕ] = [ϕ0] − 12hB. Следова-
тельно,

[U ] + [u] tgα± h[ϕ] = ρ± − λA∓ δB.

Таким образом, осталось проверить соотношения (22), которые принимают вид

ρ+ > λA+ δB, ρ− > λA− δB, −A > |B|,
(A+B)(ρ+ − λA− δB) = 0, (A−B)(ρ− − λA+ δB) = 0.

Рассматривая следующие четыре возможных варианта:

1) A+B = 0, A−B = 0, ρ+ − λA− δB > 0, ρ− − λA+ δB > 0;

2) A+B < 0, A−B = 0, ρ+ − λA− δB = 0, ρ− − λA+ δB > 0;

3) A+B = 0, A−B < 0, ρ+ − λA− δB > 0, ρ− − λA+ δB = 0;

4) A+B < 0, A−B < 0, ρ+ − λA− δB = 0, ρ− − λA+ δB = 0,
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находим подходящие значения A и B. Заметим, что функция ξ0 = (U0, u0, ϕ0) однозначно
определяет величины ρ+, ρ−, r+, r− и значения пары чисел (A,B). Теорема доказана.
Замечание 2. Нетрудно показать, что в силу отмеченной гладкости функций ξ0, θ, β

решение ξ принадлежит пространству H2(Ωy)
3 ∩H(Ωy).

Замечание 3. Решив задачу (20)–(23), можно вычислить остальные физические ха-
рактеристики задачи. При этом функции для напряжений, моментов и поперечных сил:

σ(x) = ES Ux(x) = ES(U0
x(x) + 4h2A),

m(x) = EI ϕx(x) = EI(ϕ0
x(x) + 12hB + 6A(2x− 1) tgα),

q(x) = GkS(ux + ϕ)(x) = GkS(u0
x + ϕ0)(x) + 12EI A tgα

являются непрерывными в области (0, 1).
Рассмотрим частные случаи, следующие из теоремы 2. Пусть α = 0, т. е. име-

ет место вертикальный разрез. С использованием прежнего обозначения для решения

ξ0 = (U0, u0, ϕ0) вспомогательной задачи (24) при α = 0 соответствующая краевая за-
дача (20)–(23) принимает вид

−ES Uxx = g, EI ϕxx −GkS(ux + ϕ) = µ, −GkS(uxx + ϕx) = f в Ωy,

[Ux] = [ϕx] = 0, (ux + ϕ)(y) = 0, [U ] > h|[ϕ]|, −Ux(y) > h|ϕx(y)|/3,
(Ux(y) + hϕx(y)/3)([U ] + h[ϕ]) = 0, (Ux(y)− hϕx(y)/3)([U ]− h[ϕ]) = 0,

(28)

U(0) = u(0) = ϕ(0) = U(1) = u(1) = ϕ(1) = 0.

В частном случае для ρ± и r± имеем равенства ρ± = [U0]± h[ϕ0], r± = [U0]± h[ϕ0]/3. Из
теоремы 2 вытекает

Следствие 1. Функция ξ = (U, u, ϕ), где U(x) = U0(x) + (A/2)θx(x); ϕ(x) = ϕ0(x) +
3Bθx(x)/(2h); u(x) = u0(x)−3Bθ(x)/(2h), является решением задачи (28). Постоянные A
и B находятся по соотношениям

(A,B) =


(0, 0), ρ+ > 0, ρ− > 0,

(ρ+, ρ+)/4, ρ+ < 0, r− > 0,
(ρ−,−ρ−)/4, ρ− < 0, r+ > 0,

((ρ+ + ρ−)/2, (ρ+ − ρ−)/6), r+ < 0, r− < 0.

Пусть вертикальные нагрузки и моменты отсутствуют, т. е. f(x) ≡ 0, µ(x) ≡ 0. Тогда
u0(x) ≡ ϕ0(x) ≡ 0. Следовательно, ρ+ = ρ− = r+ = r− = [U0], B = 0, и справедливо

Следствие 2. Пусть f ≡ µ ≡ 0. Тогда при [U0] > 0 решение ξ0 = (U0, u0, ϕ0)
задачи (24) является также решением (19), т. е. ξ = ξ0; при [U0] 6 0 решение ξ =
(U, u, ϕ) находится по формулам U(x) = U0(x)+λ−12h2[U0]θx(x), ϕ(x) = λ−1 tgα [U0]βx(x),
u(x) = −λ−1(tgα [U0]β(x)− 6l tgα [U0]θx(x)).

Таким образом, наличие только горизонтальных нагрузок g не обусловливает равен-
ство нулю значений ϕ и u. При α = 0 из равенств f ≡ 0, µ ≡ 0 следует, что ϕ ≡ u ≡ 0.

Рассмотрим следующий пример. Пусть f(x) ≡ µ(x) ≡ 0 и

g(x) =

{
c, x ∈ (0, 1/2),
−c, x ∈ (1/2, 1).

При этом значения c > 0 соответствуют сжатию. Функцию U0 = x(1−x)g(x)/(2ES) можно
записать в явном виде. Скачок этой функции [U0] = −c/(4ES) 6 0 неположителен. Со-
гласно следствию 2 находим решение вариационного неравенства (19) в виде ξ = (U, u, ϕ),
где

U(x) =
c

2ES

{
−x2 + (1− δ/(6λ))x, x ∈ (0, 1/2),

x2 − (1 + δ/(6λ))x+ δ/(6λ), x ∈ (1/2, 1),
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ϕ(x) = − c tgα

4ESλ
6(x2 − x), x ∈ (0, 1),

u(x) =
c tgα

4ESλ

{
2x3 − 3x2 − 12lx, x ∈ (0, 1/2),

2x3 − 3x2 + 1− 12l(x− 1), x ∈ (1/2, 1).

При этом [u] = c(12l + 1) tgα/(4Ehλ)−1. В случае растяжения (c < 0) получаем [U0] > 0.
Тогда согласно следствию 2 U(x) = U0(x) и u(x) ≡ ϕ(x) ≡ 0.

Таким образом, в работе продолжены исследования пластин и балок с наклонными

трещинами. Ранее эти исследования были проведены для моделей пластин Кирхгофа —
Лява и балок Бернулли — Эйлера [7, 8]. В настоящей работе рассмотрены пластины и
балки Тимошенко, содержащие наклонные трещины. Получены соотношения, описываю-
щие контакт противоположных берегов трещины. При условии достаточной гладкости
решения задачи минимизации в исходной вариационной постановке сформулирована экви-
валентная постановка в виде краевой задачи. Для одномерного случая (балка с разрезом)
получено аналитическое решение и исследованы его свойства.
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