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C использованием сеточных уравнений Больцмана моделируется процесс теплообмена в
течении за тремя эллиптическими или круглыми цилиндрами при изотермическом гра-
ничном условии. Также с использованием сеточных уравнений Больцмана и тепловой
модели столкновения Бхатнагара — Гросса — Крука при 30 6 Re 6 100, Pr = 0,71
моделируется двумерная вынужденная конвекция. Получены распределения давления,
изотермы и линии тока, а для ряда случаев — вихревые дорожки. Показано, что полу-
ченные результаты хорошо согласуются с экспериментальными и численными данными.
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Введение. Решение задачи о вынужденной конвекции в течении жидкости за цилин-
драми является важным направлением теоретических и прикладных исследований [1–3].
Изучение течений за телами с плохо обтекаемой формой составляет важный класс за-
дач гидроаэромеханики. Одним из таких тел является эллиптический цилиндр, обтека-
ние которого зависит от соотношения размеров и угла атаки [4]. (Заметим, что эллип-
тические цилиндры оказывают меньшее сопротивление течению и имеют более высокую

скорость теплообмена, чем круглые цилиндры.) Используемый в последние десятилетия
метод сеточных уравнений Больцмана показал, что с его помощью можно моделировать
различные течения жидкости. Установлено, что для случая изотермических потоков жид-
кости данный метод является более точным, устойчивым и экономичным по сравнению с
классическими вычислительными методами гидроаэродинамики [5]. Совместное исполь-
зование метода сеточных уравнений Больцмана и тепловой модели предложено в рабо-
те [6]. Основным препятствием для использования метода сеточных уравнений Больцмана
в технических приложениях является отсутствие адекватной модели для решения задач о

теплопереносе жидкости. Чтобы вычислить макроскопическую температуру, применяется
многоскоростной подход, заключающийся в расширении функции распределения [7, 8]. Од-
нако этот подход требует громоздких вычислений вследствие численной неустойчивости

и введения дополнительных дискретных скоростей. Альтернативный подход заключается
в том, что скорость находится путем решения сеточных уравнений Больцмана, а темпе-
ратура — независимого макроскопического уравнения, связь которого с сеточными урав-
нениями Больцмана достигается путем добавления потенциала к уравнению для функции

распределения [9, 10]. Результаты численного исследования поля течения и теплообмена
в канале, содержащем три препятствия: два присоединенных к нижней стенке одно —
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к верхней стенке, показали, что в этом случае переход из стационарного в нестационарное
течение происходит при значениях числа Рейнольдса, меньших, чем в канале с препят-
ствиями, присоединенными только к нижней стенке [11]. В [12] исследовалось стационарное
течение вокруг двух круглых цилиндров с тандемным расположением при четырех зна-
чениях числа Прандтля (Pr = 0,1; 1,0; 10,0; 100,0). В [13, 14] с использованием метода
конечного объема и сеточных уравнений Больцмана проведено численное моделирование

вынужденного конвективного несжимаемого течения и теплообмена в плоском горизон-
тальном канале для более чем двух изотермических тандемных цилиндров с квадратным

сечением и показано влияние расстояния между двумя цилиндрами, числа Рейнольдса
Re = 100 ÷ 1000 и коэффициента загрузки рабочего сечения на характеристики поля те-
чения и теплообмена. Данное исследование позволяет сравнить результаты, полученные
с использованием сеточных уравнений Больцмана, с результатами, полученными с ис-
пользованием уравнений Навье — Стокса и метода конечных элементов. Моделирование
проводилось при Pr = 0,71, 30 6 Re 6 100.

1. Метод cеточных уравнений Больцмана. Метод cеточных уравнений Больц-
мана развивался как метод, альтернативный традиционным методам решения уравнений
газодинамики [15–17].

1.1. Управляющее уравнение. Метод сеточных уравнений Больцмана создан на основе
сеточных методов уравнений газовой динамики, может рассматриваться как явная дис-
кретизация первого порядка уравнения Больцмана в фазовом пространстве и использу-
ется для моделирования течений жидкости [15, 18, 19] и теплообмена [20, 21]. В отличие
от классического макроскопического подхода Навье — Стокса в методе сеточных уравне-
ний Больцмана для моделирования течения жидкости применяется мезоскопическая мо-
дель [20]. Для описания макроскопических параметров течения жидкости, таких как ско-
рость и давление, моделируется движение частиц жидкости. При этом область течения
жидкости дискретизируется равномерными декартовыми ячейками, каждая из которых
содержит фиксированное число функций распределения, описывающих некоторое коли-
чество частиц жидкости, перемещающихся в дискретных направлениях. Следовательно,
модели различаются размерностью задачи и числом дискретных направлений скорости. В
настоящей работе рассматриваются двумерное течение и двумерная квадратная решетка

с девятью скоростями. Векторы скорости c0, . . . , c8 для данной модели показаны на рис. 1.
Для каждого вектора скорости сохраняется функция распределения. Скорости в модели
(см. рис. 1) вычисляются по формулам

ck =


(0, 0), k = 0,

(±1, 0)c, (0,±1)c, k = 1, 2, 3, 4,
(±1,±1)c, k = 5, 6, 7, 8,

где c = ∆x/∆t; k — номер направления скорости на решетке.
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Рис. 1. Схема расчетной ячейки с девятью скоростями
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В настоящей работе используется модель решетки для уравнения Больцмана из [20].
Функции распределения вычисляются путем решения сеточного уравнения Больцмана.
В приближении Бхатнагара — Гросса — Крука уравнение Больцмана можно записать

в виде [22]

fk(x + ck ∆t, t + ∆t) = fk(x, t) +
∆t

τ
[feq

k (x, t)− fk(x, t)],

где ∆t — временной шаг; ck — дискретная скорость в направлении k; τ — время ре-
лаксации; feq

k — равновесная функция распределения, соответствующая скорости ck и

вычисляемая по формуле

feq
k = ωkρ

(
1 +

ck · u
c2
s

+
1

2

(ck · u)2

c4
s

− 1

2

u2

c2
s

)
, (1)

ωk = 4/9 при k = 0, ωk = 1/9 при k = 1, 2, 3, 4, ωk = 1/36 при k = 5, 6, 7, 8; cs = ck/
√

3 —
сеточная скорость звука. Макроскопические переменные жидкости — плотность и ско-
рость — вычисляются как первые два момента функции распределения для каждой клет-
ки [22]:

ρ =
8∑

k=0

fk, u =
1

ρ

8∑
k=0

fkck. (2)

Для поля температуры распределение g имеет вид

gk(x + ck ∆t, t + ∆t) = gk(x, t) +
∆t

τg
[geq

k (x, t)− gk(x, t)].

Соответствующие равновесные функции распределения для жидкости и твердого тела

определяются следующим образом [18]:

geq
k = ωkT

(
1 +

ck · u
c2
s

)
, geq

k = ωkT.

Температурное поле вычисляется по формуле

T =
∑

gk.

1.2. Случай криволинейной границы. Рассмотрим геометрию участка произвольной

криволинейной стенки (рис. 2). Для реализации условия непротекания необходимо задать
функцию f(xb, t). Доля области жидкости ∆ в ячейке, которую пересекает граница, опре-
деляется по формуле

∆ =
‖xf − xw‖
‖xf − xb‖

.

В соответствии со стандартным граничным условием прилипания ∆ = 0,5 на гранич-
ной стенке. Вследствие криволинейности границ возможны значения ∆ = 0÷1. На рис. 2,б
приведена схема отскока на поверхности при ∆ < 0,5. Отраженная функция распределения
fa(x, t+∆t) в xf является неизвестной. При использовании сеточных уравнений Больцмана
полагается, что за временной шаг частицы жидкости перемещаются на расстояние, равное
длине одной клетки. Для того чтобы вычислить отраженную функцию распределения в

узле xf , применялась схема интерполяции [23]. Чтобы вычислить функцию распределения
в области твердого тела fa(xb, t), комбинировались граничные условия для отскока с ин-
терполяциями, включающими коррекцию на половине сеточного интервала на границах.
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Рис. 2. Распределение узлов в окрестности криволинейной границы (а) и схема
отскока с интерполяцией после столкновения (б):
1 — граничные узлы на границе xw, 2 — граничные узлы в области течения жидко-
сти xf , 3 — граничные узлы в области твердого тела xb

Тогда разложение Чепмена — Энскога для постстолкновительной функции распределения

принимает вид

f̃ᾱ(xb, t + ∆t) = (1− λ)f̃α(xf , t + ∆t) + λf0
α(xb, t + ∆t)− 2

3

c2
wαρ(xf , t + ∆t)eαuw,

где

f0
α(xb, t + ∆t) = feq

α (xf , t + ∆t) +
3

c2
wαρ(xf , t + ∆t)eα(ubf − uf ),

ubf = uff , λ =
2∆− 1

τm − 2
при 0 < ∆ 6

1

2
,

ubf =
(
1− 3

2∆

)
uf +

3

2∆
uw, λ =

2∆− 1

τm + 1/2
при

1

2
< ∆ 6 1.

1.3. Оценка силы сопротивления и теплообмена. Теплообмен между горячими и хо-
лодными стенками определялся с использованием локального и среднего чисел Нуссельта:

Nul = −∂T

∂n

∣∣∣
wall

, Num =
1

2π

2π∫
0

Nul dθ.

Коэффициент сопротивления и коэффициент давления определяются следующим образом:

CD =
FD

ρU2
∞D/2

, CP =
P − P∞
ρU2
∞/2

.

1.4. Алгоритм решения сеточных уравнений Больцмана. На рис. 3 приведена схе-
ма вычислительной области. Треугольная система из цилиндров установлена в канале,
имеющем ширину, достаточную для того, чтобы его стенки не оказывали значительно-
го влияния на характеристики поля течения. Цилиндры полагались настолько длинными,
чтобы можно было пренебречь концевыми эффектами. Температура стенок Tc, равная тем-
пературе поступающей жидкости T∞, является постоянной. Температура на поверхности
цилиндров Th также полагается постоянной, однако она выше температуры поступающей
жидкости.

В данной работе применялось три вида граничных условий: на поверхности цилин-
дров и стенках канала поддерживалось условие отскока, на входе и выходе задавались
постоянные скорость и давление. Граничные условия отскока имеют вид:
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Рис. 3. Схема вычислительной области
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Рис. 4. Функции распределения на границах области:
1 — вход в канал, 2 — выход из канала

— на верхней стенке канала

f7(x, t + ∆t) = f5(x, t), f4(x, t + ∆t) = f2(x, t), f8(x, t + ∆t) = f6(x, t);

— на нижней стенке канала

f5(x, t + ∆t) = f7(x, t), f2(x, t + ∆t) = f4(x, t), f6(x, t + ∆t) = f8(x, t).

На входе в канал задавалась скорость uin (рис. 4) и с использованием уравнения (2)
вычислялись три функции распределения:

ρin = f0 + f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + f8,

ρinuin = f1 + f5 + f8 − f3 − f6 − f7;

f1 − feq
1 = f3 − feq

3 . (3)

Заметим, что соотношение (3) следует из условия равновесия на границе. Здесь feq вы-
числяется с помощью (1):

feq
1 =

1

9
ρin

(
1 + 3uin +

9

2
u2

in −
3

2
u2

in

)
; (4)

feq
3 =

1

9
ρin

(
1− 3uin +

9

2
u2

in −
3

2
u2

in

)
. (5)

Подставляя уравнения (4), (5) в уравнение (3), получаем

f1 = f3 + (2/3)ρinuin.

Решая полученные уравнения, находим остальные функции распределения:

ρin =
(f0 + f2 + f4) + 2(f3 + f7 + f6)

1− uin
,

f5 = f7 −
1

2
(f2 − f4) +

1

6
ρinuin, f8 = f6 +

1

2
(f2 − f4) +

1

6
ρinuin.
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Рис. 5. Распределение коэффициента давления на поверхности круглого цилиндра:
1 — потенциальное течение, 2 — решение, полученное с использованием сеточных урав-
нений Больцмана (Re = 100), 3 — экспериментальные данные [2] (Re = 100)

Та бли ц а 1
Значения коэффициента сопротивления CD для круглого цилиндра при Re = 100

Работа CD Работа CD

Данная работа 1,45 Работа [26] 1,40
Работа [24] 1,33 Работа [27] 1,47
Работа [25] 1,45 Работа [28] 1,43

На выходе из канала задавались мягкие граничные условия. Полагалось, что давление
на выходе известно, т. е. известна плотность ρout. Вычислялись три неизвестные функции
распределения:

ux = −1 +
(f0 + f2 + f4) + 2(f1 + f5 + f8)

ρout
,

f3 = f1 −
2

3
ρoutux, f7 = f5 +

1

2
(f2 − f4)−

1

6
ρoutux, f6 = f8 −

1

2
(f2 − f4)−

1

6
ρoutux.

1.5. Проверка правильности кода. Численные расчеты проводились с использовани-
ем собственного кода, написанного на языке ФОРТРАН на основе сеточных уравнений

Больцмана. Выполнялись численные исследования для течения за одним круглым цилин-
дром, помещенным в канал. Сравнение значений коэффициента давления и коэффициента
сопротивления, полученных при значении числа Рейнольдса Re = 100 в настоящей работе
и в работах [24–28], показывает, что они хорошо согласуются (рис. 5, табл. 1).

2. Результаты исследования и их обсуждение. На рис. 6 показаны линии тока
при различных числах Рейнольдса. Видно, что при очень малых значениях числа Рей-
нольдса (Re < 60) линии тока стационарные и хорошо согласуются с экспериментальны-
ми данными. При Re > 60 линии тока меняют положение вследствие нестационарности
течения. Увеличение числа Рейнольдса приводит к уменьшению размера следа, что соот-
ветствует уменьшению сопротивления на поверхности цилиндра. При малых значениях
числа Рейнольдса два вихря ниже по течению за цилиндром, расположенным на одинако-
вом расстоянии от стенок канала, остаются присоединенными к цилиндру. В случае круг-
лого цилиндра размеры вихрей больше, чем в случае эллиптического, и увеличиваются
с увеличением числа Рейнольдса. Когда число Рейнольдса увеличивалось до некоторого
критического значения, линии тока на тыльной стороне цилиндра принимали волнооб-
разную и синусообразную форму и образовывалась нестационарная вихревая дорожка. На
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Рис. 6. Линии тока для стационарных течений за круглым (а, б, д, е) и эллип-
тическим (в, г, ж, з) цилиндрами при различных числах Рейнольдса:
а–г — Re = 30, д–з — Re = 100
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Рис. 7. Распределения локального числа Нуссельта (a, в, д) и изотермы (б, г, е)
для различной формы и расположения цилиндров при Re = 50:
а, б — круглые цилиндры, в–е — эллиптические цилиндры; 1–3 — номера цилиндров

рис. 6 показаны линии тока для течения за круглым и эллиптическим цилиндрами при
различных числах Рейнольдса. При увеличении числа Рейнольдса размеры вихрей, по-
видимому, также увеличивались. На рис. 6 видно, что при Re = 100 вихри сходят, образуя
вихревую дорожку Кармана.

На рис. 7 приведены распределения локального числа Нуссельта по поверхности ци-
линдра и изотермы при Re = 50. В окрестности цилиндра ниже по течению поток ускоря-
ется, линии тока приобретают волнообразную форму и нестационарная вихревая дорожка
становится более четко видимой. На рис. 7,а,в,д видно, что максимальное число Нус-
сельта для каждого цилиндра находится в точке торможения потока. При фиксированном
числе Рейнольдса максимальное значение скорости локального теплообмена на поверхно-
сти эллиптических цилиндров значительно больше, чем на поверхности круглых цилин-
дров. Средние значения числа Нуссельта для различных случаев расположения цилиндров
представлены в табл. 2. Видно, что для цилиндров, расположенных ниже по течению, зна-
чение Num меньше. Для круглых цилиндров значения числа Нуссельта меньше, чем для
цилиндров любой другой геометрии, рассматриваемой в настоящей работе, наличие ниже
по течению вертикально расположенного эллиптического цилиндра приводит к увеличе-
нию скорости теплоотдачи горячего цилиндра.
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Та бли ц а 2
Средние значения числа Нуссельта для различных случаев расположения цилиндров

Расположение цилиндров
Num

Цилиндр 1 Цилиндр 2 Цилиндр 3

Рис. 7,а 6,30 6,39 5,81
Рис. 7,б 5,65 5,66 5,15
Рис. 7,в 6,24 6,29 6,08

3. Выводы. Численно исследованы течение и теплообмен вблизи треугольной систе-
мы из трех изотермических цилиндров с различной конфигурацией. Для решения задач
о теплообмене развит двумерный метод сеточных уравнений Больцмана, отличающийся
от других методов вычислительной гидродинамики более простой процедурой вычисления

параметров, возможностью использования для описания течений в областях с границами
сложной формы. Гибкость метода подтверждают полученные с его использованием значе-
ния таких параметров, как коэффициент давления и коэффициент сопротивления, которые
хорошо согласуются с результатами, полученными ранее.

На основе проведенного исследования можно сделать следующие выводы.
Использование метода сеточных уравнений Больцмана позволяет описать особенности

течения за цилиндром.
Максимальная скорость теплообмена в треугольной системе достигается в точке тор-

можения потока на поверхности цилиндра.
Среднее значение числа Нуссельта для цилиндров, расположенных выше по течению,

больше среднего значения числа Нуссельта для цилиндров, расположенных ниже по тече-
нию.

На поверхности эллиптических цилиндров локальные скорости теплообмена значи-
тельно больше, чем на поверхности круглых цилиндров.

Наличие эллиптического цилиндра, расположенного вертикально ниже по течению,
вызывает увеличение скорости теплоотдачи горячего цилиндра.
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