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На основе модифицированной реологической модели Виноградова — Покровского с уче-
том теплопереноса исследуется процесс получения полимерной пленки. Найдены зави-
симости температуры пленки, ее скорости и ширины от расстояния до выхода из экс-
трудера и изучено влияние параметров модели на эти зависимости.
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Проектирование и производство изделий из полимерных материалов с использованием

математического моделирования имеет ряд преимуществ, к числу которых можно отнести
возможности управления качеством полимерных изделий и решения ряда оптимизацион-
ных задач. Широко распространенным процессом переработки полимерных материалов
является изготовление полимерной пленки с использованием экструдера, через который
продавливается полимерный расплав [1–4]. Затем полученная пленка попадает на охла-
ждающий барабан. В результате движения пленки от экструдера к барабану происходит
ее охлаждение, а также изменение ширины и толщины. При этом пленка растягивается
неравномерно, что приводит к появлению эффекта “шейки” [2, 3], заключающегося в суще-
ствовании на кривой зависимости ширины пленки от расстояния до выхода из экструдера

двух участков. На первом участке происходит существенное изменение ширины пленки
за счет интенсивного деформирования, на втором участке это изменение незначительно и
материал движется как единое целое. Поскольку все указанные процессы происходят од-
новременно, при их математическом моделировании необходимо совместно решать урав-
нения для скоростей, напряжений и теплопереноса. В данной работе для нахождения уста-
новившихся напряжений при растяжении используется обобщенная реологическая модель

Виноградова — Покровского [5], параметры которой являются известными функциями

температуры:

σik = −pδik + 3
η0

τ0
aik,

d

dt
aik − νijajk − νkjaji +

1 + (κ − β)I

τ0
aik =

2

3
γik − 3

β

τ0
aijajk.

(1)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код
проекта 09-01-00293).

c© Пышнограй Г. В., Третьяков И. В., Алтухов Ю. А., 2012



Г. В. Пышнограй, И. В. Третьяков, Ю. А. Алтухов 85

Здесь σik — тензор напряжений; p — гидростатическое давление; η0, τ0 — начальные

значения сдвиговой вязкости и времени релаксации; νik — тензор градиентов скорости;
aik — симметричный тензор анизотропии второго ранга; I = ajj — первый инвариант

тензора анизотропии; γik = (νik+νki)/2 — симметризованный тензор градиентов скорости;
κ, β — феноменологические параметры модели, учитывающие в уравнениях динамики
макромолекулы размеры и форму молекулярного клубка.

Результаты расчетов вискозиметрических течений с помощью данной реологической

модели хорошо согласуются с экспериментальными данными [6], что позволяет считать ее
адекватной и использовать при расчете более сложных течений. Например, в работах [7, 8]
рассмотрено установившееся движение между параллельными плоскостями под действием

постоянного перепада давления и показано, что модель (1) предсказывает непараболиче-
скую форму профиля скорости и наличие ненулевого перепада давления в направлении,
перпендикулярном к потоку.

Используем модель (1) для описания процесса формования полимерной пленки. По-
скольку в этом случае градиенты скорости неизвестны, для замыкания системы уравне-
ний (1) необходимо добавить уравнения сохранения массы и импульса [9, 10], которые
в неизотермическом случае должны быть дополнены уравнением переноса энергии

ρCV
dT

dt
= div (λ grad T )− µ

h
(T − T0), (2)

где CV — удельная теплоемкость при постоянном объеме; T — температура пленки; T0 —
температура окружающей среды; λ — теплопроводность; µ — коэффициент теплообмена;
h = S/p = ab/(2a + 2b) = b/2 — отношение площади сечения пленки к его периметру; a,
b — ширина и толщина пленки соответственно (для тонких пленок a � b) [10]. Последнее
слагаемое в (2) учитывает охлаждение пленки через ее поверхность. Заметим, что в (2) не
учитывается диссипативная функция, характеризующая поток тепла, возникающий при
ненулевых градиентах скорости.

Рассмотрим стационарную задачу в одномерном приближении. В такой постановке

учитывается, что толщина пленки достаточно мала, поэтому ее температуру можно счи-
тать постоянной по толщине. Начало координат находится в центре выходного отверстия
экструдера, ось Ox направлена вдоль направления движения пленки, а ось Oz — вдоль

щели экструдера. Будем искать решение системы (1), (2) vx = u(x), T = T (x), зависящее
только от переменной x. При этом кинематику процесса можно описывать в рамках модели
одноосного растяжения (см. [11]). Однако, как показали расчеты, в этом случае при посто-
янной кратности удлинения k = v1/v0 (v1 — скорость пленки на барабане; v0 — скорость

полимера на выходе из экструдера) для различных образцов ширина получающейся плен-
ки будет одинаковой, что противоречит экспериментальным данным [2]. Для устранения
этого противоречия в данной работе предлагается рассматривать движение полимерной

пленки в режиме двухосного растяжения. Следует отметить, что в этом случае необходимо
учесть дополнительное напряжение по оси Oz, величина которого определяется в соответ-
ствии с экспериментальными данными. Тогда в тензоре полных напряжений отличными
от нуля компонентами являются растягивающее напряжение σ11 и дополнительное напря-
жение σ33:

σ11 = 3
η0

τ0
(a11 − a22), σ33 = 3

η0

τ0
(a33 − a22). (3)

При этом скорость изменения ширины пленки отличается от скорости изменения ее тол-
щины, и выражение для тензора градиентов скорости имеет вид

νij =

 u′(x) 0 0
0 −(1− α)u′(x)/2 0
0 0 −(1 + α)u′(x)/2

 , (4)
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где α — параметр, характеризующий анизотропию растяжения потока. Такой режим те-
чения можно называть режимом анизотропного растяжения. В этом случае можно найти
зависимость скорости пленки u(x) от ее ширины и толщины. Так как ν22 = ∂u/∂y, то
∂u/∂y = −(1 − α)u′(x)/2, откуда находим Uy(x, y) = −y(1 − α)u′(x)/2. При y = a(x)
получаем

u =
dy

dt
=

da(x)

dt
= a′(x)

dx

dt
= u(x)a′(x).

Окончательно имеем

a′(x)

a(x)
= −1− α

2

u′(x)

u(x)
.

Интегрируя последнее уравнение, получаем выражение для ширины пленки

a(x) = a(0)(u(x)/v0)
−(1−α)/2. (5)

Аналогично можно найти распределение толщины пленки по координате x:

b(x) = b(0)(u(x)/v0)
−(1+α)/2. (6)

Из (1)–(6) получаем математическую модель процесса формования полимерной пленки
в одномерном приближении

ρu
du

dx
= 3

d

dx

(η0

τ0
(a11 − a33)

)
,

u
da11

dx
− 2

du

dx
a11 +

1 + (κ − β)(a11 + a22 + a33)

τ0
a11 =

2

3

du

dx
− 3βa2

11,

u
da22

dx
+ (1− α)

du

dx
a22 +

1 + (κ − β)(a11 + a22 + a33)

τ0
a22 = −1− α

3

du

dx
− 3βa2

22, (7)

u
da33

dx
+ (1 + α)

du

dx
a33 +

1 + (κ − β)(a11 + a22 + a33)

τ0
a33 = −1 + α

3

du

dx
− 3βa2

33,

ρCV u
dT

dx
= λ

d2T

dx2
− µ

h
(T − T0).

Система уравнений (7) представляет собой совокупность обыкновенных дифференци-
альных уравнений, четыре из которых являются уравнениями первого порядка и одно —
уравнением второго порядка. Поэтому система (7) должна быть дополнена шестью гра-
ничными условиями. Для функции vx эти условия имеют вид vx(0) = v0, vx(l) = kv0, где
k — коэффициент растяжения пленки.

Граничные условия для температуры будем рассматривать в случае, когда при сопри-
косновении пленки с барабаном ее температура совпадает с установившейся температурой

барабана и равна температуре окружающей среды: T (0) = T1, T (l) = T0. Здесь T1 — тем-
пература расплава на выходе из экструдера.

Два дополнительных условия для напряжений можно получить при расчете движения

полимерной жидкости в головке экструдера. Для того чтобы оценить напряжения a22 и a33,
используем результаты работы [7], в которой получены формулы для расчета плоскопа-
раллельного течения под действием постоянного перепада давления Ā = (τ0/η0) ∂p/∂x:

ayy = − β

12
Ā2(h− 2y)2, u(y) =

Ā

2τ0
y(h− y).
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Из этих выражений находим средние значения напряжений и скорости

āyy =
1

R

h∫
0

ayy(y) dy = − β

36
Ā2h2, ū =

1

R

h∫
0

u(y) dy = −Āh2

12
.

Следовательно,

āyy = −4β

h2
τ2
0 ū2.

При оценке a22 h — ширина пленки (достаточно большая), поэтому в качестве гра-
ничного условия можно выбрать условие a22(0) = 0. При оценке a33 h — толщина пленки.
В этом случае величина a33 становится неограниченной, что недопустимо. Это противо-
речие объясняется тем, что в работе [7] выражения для скорости и напряжений получены
с точностью до членов первого порядка по κ и β, поэтому при больших градиентах давле-
ния они не верны. В работе [8] найдено предельное значение ayy = −5/17, которое следует
использовать в качестве граничного условия для a33(0).

При проведении расчетов по модели (7) будем считать, что

η0(T ) = η0(T1) exp
[∆H

R

( 1

T + 273
− 1

T1

)]
, τ0(T ) =

η0(T )

nkB(T + 273)
,

где n — число макромолекул в единице объема; kB — постоянная Больцмана; R — уни-
версальная газовая постоянная; ∆H/R — энергия активации.

Пусть 0 6 x 6 l (l — расстояние от выхода из экструдера до охлаждающего ба-
рабана), V0 — скорость жидкости на выходе из экструдера, τ∗0 , η∗0 — вычисленные при

T = 150 ◦C значения времени релаксации и начальной вязкости соответственно. Тогда
можно ввести следующие характерные параметры: число Прандтля Pr = η∗0CV /λ, число
Нуссельта Nu = µl/λ, число Рейнольдcа Re = ρV0/η

∗
0, число Вайсенберга We = τ∗0 V0/l

(характеризует отношение времени релаксации жидкости к характерному времени про-
цесса) [12, 13]. С использованием этих параметров систему уравнений (7) можно записать
в безразмерном виде

Pr Re u
dT

dx
=

d2T

dx2
− 2 Nu

b0
u(1+α)/2(T − T0),

423 Re We
du

dx
= 3

d

dx

(η0

τ0
(a11 − a33)

)
,

u
da11

dx
− 2

du

dx
a11 +

1 + (κ − β)(a11 + a22 + a33)

We τ0
a11 =

2

3

du

dx
− 3βa2

11, (8)

u
da22

dx
+ (1− α)

du

dx
a22 +

1 + (κ − β)(a11 + a22 + a33)

We τ0
a11 = −1− α

3

du

dx
− 3βa2

22,

u
da33

dx
+ (1 + α)

du

dx
a33 +

1 + (κ − β)(a11 + a22 + a33)

We τ0
a11 = −1 + α

3

du

dx
− 3βa2

33,

где 0 6 x 6 1; b0 — безразмерная (отнесенная к l) начальная толщина пленки; τ0 —
безразмерное время релаксации; η0 — безразмерная сдвиговая вязкость. При этом тем-
пература измеряется по шкале Цельсия. Этим объясняется появление множителя 423 во
втором уравнении системы (8).

На основе модели (8) можно рассчитать зависимости скорости, температуры и на-
пряжений от расстояния до экструдера. Наибольший практический интерес представляет
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Рис. 1. Зависимость ширины пленки от координаты x при различных значени-
ях Re:
1 — Re = 5 · 10−6; 2 — Re = 5 · 10−5; 3 — Re = 5 · 10−4; 4 — Re = 5 · 10−3

Рис. 2. Зависимость ширины пленки от координаты x при различных значени-
ях α:
1 — α = 0,5; 2 — α = 0,25; 3 — α = 0,1; 4 — α = 0,05; 5 — α = 0

изучение зависимости ширины пленки от координаты x. Рассмотрим влияние парамет-
ров Pr, Re, Nu на эту зависимость. Заметим, что в модели присутствует также пара-
метр We, однако при изменении этого параметра в интервале 0,001 ÷ 0,100 его влияние
незначительно.

На рис. 1 представлена зависимость ширины пленки от безразмерной координаты x
при различных значениях параметра Re. Видно, что при увеличении значения Re процесс
остывания пленки замедляется. Это обусловливает более пологий выход ширины пленки
на постоянное значение.

Аналогичная зависимость имеет место при различных значениях числа Прандтля Pr.
С увеличением Pr теплообмен с окружающей средой уменьшается, наличие охлаждающего
барабана оказывает менее существенное влияние, что приводит к замедлению процесса

остывания пленки.
Увеличение числа Нусельта Nu обусловливает более резкое уменьшение ширины плен-

ки, что объясняется более быстрым ее остыванием за счет отдачи тепла в окружающий
воздух. В случае уменьшения параметра Nu время остывания пленки уменьшается.

Имеется обратная зависимость температуры от Pr и Re: c увеличением этих парамет-
ров пленка остывает быстрее.

Следует отметить, что изменение параметра анизотропии растяжения потока ока-
зывает наиболее существенное воздействие на ширину пленки (рис. 2), причем меньшие
значения этого параметра соответствуют большей ширине пленки.

Рассмотрим экспериментальные данные работы [2], в которой исследовалось течение
между экструдером и барабаном полиэтилена различного типа. Эксперименты проводи-
лись при следующих значениях параметров: l = 0,14 м, b0 = 0,0005 м, a0 = 0,051 м,
v0 = 0,000 82 м/с. При этих значениях параметров, а также при значениях теплопроводно-
сти и теплоемкости образцов, приведенных в [13], вычислены безразмерные значения Re,
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Значения параметров задачи для различных полимеров

Полимер η0, Па · с
(T = 150 ◦C)

∆H/R,
Дж

nkB α Pr ·107 Re ·10−5 We ·10−3

Exxon Exact3132 15 326 17 159 67,344 0,07 1,53 4,8 3,17
Mobil NTX101 17 813 14 070 62,100 0,15 1,78 4,2 3,90

Dow Affinity PL1880 33 084 18 956 64,722 0,20 3,30 2,2 7,00
Dow Affinity PL1840 33 480 19 475 86,388 0,30 3,35 2,2 5,40
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Рис. 3. Расчетные (линии) и экспериментальные (точки) зависимости ширины
пленки от расстояния до головки экструдера при различных значениях степени

растяжения:
а— образец 1 (ρ = 900), б— образец 2 (ρ = 917), в— образец 3 (ρ = 902), г— образец 4
(ρ = 909); 1 — k = 5, 2 — k = 10, 3 — k = 15, 4 — k = 20
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Pr, We (см. таблицу). Число Нуссельта вычислялось по формуле Nu = (5T )0,25 [12]. Па-
раметр α подбирался из условия наилучшего соответствия между расчетными и экспери-
ментальными данными.

Результаты расчетов приведены на рис. 3. Видно, что расчетные зависимости и зави-
симости, полученные в эксперименте, хорошо согласуются.

Таким образом, в работе исследовано влияние таких параметров модели, как началь-
ная сдвиговая вязкость, начальное время релаксации, температуропроводность, коэффи-
циент теплообмена, коэффициенты наведенной анизотропии и коэффициент анизотропии
потока, на зависимости продольной скорости, температуры и компонент тензора напря-
жений от расстояния до выхода из экструдера. Показано, что модифицированная модель
Виноградова — Покровского предсказывает появление “шейки” в процессе формования
полимерных пленок. Адекватное описание этого процесса в одномерном приближении воз-
можно только в рамках модели двухосного растяжения.
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