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Получено решение задачи о затухающем движении гидромеханической системы, состо-
ящей из вязкой жидкости и граничащих с ней твердых стенок. Определено условие, при
выполнении которого происходит резкое торможение гидромеханической системы.
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1. В работах [1–3] рассмотрены задачи о движении вязкой жидкости и находящегося
в ней “свободного” твердого включения.

В настоящей работе поставлена и решена задача о совместном затухающем движении

вязкой жидкости и “свободной” твердой стенки в присутствии другой — закрепленной —
твердой стенки.

Теоретическое изучение динамики гидромеханических систем, состоящих из вязкой
жидкости и двух твердых стенок, в течение длительного времени сохраняет актуаль-
ность [4–12]. Характерным для работ, касающихся данного направления исследований,
является то, что стенки испытывают внешние (по отношению к гидромеханической си-
стеме) силовые воздействия, покоятся либо совершают заданное движение. В частности,
в [4] рассмотрена задача о течении вязкой жидкости между твердыми стенками, которые
подвергаются внешним силовым воздействиям, обусловливающим то, что одна из стенок
неподвижна, а другая, изначально покоящаяся, движется с заданной постоянной скоро-
стью. В задаче, представленной в настоящей работе, гидромеханическая система также
испытывает внешние силовые воздействия: внешние силы приложены к одной из стенок,
обеспечивают ее неподвижность. Однако движение другой — “свободной” — стенки про-
исходит исключительно под действием внутренних сил; совместное движение “свободной”
стенки и жидкости подлежит определению. Такая задача ранее не рассматривалась.

1.1. Вязкая несжимаемая жидкость заполняет промежуток между двумя плоскими па-
раллельными абсолютно твердыми стенками Sп и Sс. В каждый момент времени t стен-
ка Sп покоится, а жидкость и стенка Sс движутся относительно инерциальной прямоуголь-
ной системы координат X, Y , Z. Границы стенок Sп, Sс совпадают с плоскостями Y = 0,
Y = H (H > 0 — постоянная). При t < 0 на стенку Sс оказываются внешние силовые воз-
действия; стенка Sс и жидкость совершают заданное стационарное движение вдоль оси X.
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При t > 0 внешние силовые воздействия на стенку Sс отсутствуют. Величины, характери-
зующие гидромеханическую систему, не зависят от координатX, Z. Требуется определить
совместное затухающее движение жидкости и стенки Sс в присутствии стенки Sп.

1.2. Пусть U = UeX — скорость стенки Sс (U = U(t); eX = {1, 0, 0}); V = V eX —
скорость жидкости (V = V (Y, t)); V0 = U0Y/H (U0 = U

∣∣
t=0

> 0); P — давление в жидкости;
ρ и ν — соответственно плотность и кинематическая вязкость жидкости; sс — часть

стенки Sс, движение которой происходит под действием силы

F = FeX = −σρν
∂V

∂Y

∣∣∣
Y =H

eX

со стороны жидкости (σ — площадь поверхности соприкосновения жидкости и части sс
стенки Sс); m — масса части sс стенки Sс.

1.3. Уравнение движения стенки Sс (части sс стенки Sс), уравнение Навье — Стокса и

условия, которые должны выполняться на границах стенок и в начальный момент времени,
имеют следующий вид:

m
dU

dt
= F ; (1.1)

∂V

∂t
= ν

∂2V

∂Y 2
; (1.2)

V = 0 при Y = 0; (1.3)

V = U при Y = H; (1.4)

V = V0 при t = 0. (1.5)

2. Для решения поставленной задачи будем применять операционное исчисле-
ние [13, 14].

Используя (1.1)–(1.5), получим

m(pU∗ − U0) = −σρν
∂V ∗

∂Y

∣∣∣
Y =H

; (2.1)

pV ∗ − V0 = ν
∂2V ∗

∂Y 2
; (2.2)

V ∗ = 0 при Y = 0; (2.3)

V ∗ = U∗ при Y = H, (2.4)

где p — комплексная переменная (|p| > 0, −π 6 arg p 6 π);

U∗ =

∞∫
0

U e−pt dt, V ∗ =

∞∫
0

V e−pt dt.

Согласно (2.1)–(2.4)

U∗ =
U0

p

(
1− sh η

ηΦ

)
; (2.5)

V ∗ =
(
U∗ − U0

p

)sh (ηy)

sh η
+

U0

p
y. (2.6)

Здесь η =
√

p/ν H; Φ = λη sh η + ch η (λ = m/(Hσρ)); y = Y/H.
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Таким образом,

U =
1

2πi

α+i∞∫
α−i∞

U∗ ept dp =
U0

2πi

α+i∞∫
α−i∞

(
1− sh η

ηΦ

)ept

p
dp; (2.7)

V =
1

2πi

α+i∞∫
α−i∞

V ∗ ept dp =
U0

2πi

α+i∞∫
α−i∞

(
y − sh (ηy)

ηΦ

)ept

p
dp, (2.8)

где α > 0 — постоянная.
Функция Φ = Φ(p) обращается в нуль тогда и только тогда, когда

p = pk = −(ν/H2)ξ2
k (k = 1, 2, . . .). (2.9)

Здесь

(k − 1)π < ξk < (k − 1/2)π — (2.10)

корни уравнения

λξ = ctg ξ. (2.11)

По теореме Коши ∫
acdefga

(
y − sh (ηy)

ηΦ

)ept

p
dp = 0; (2.12)

∫
abcdefga

sh (ηy)

ηΦ

dp

p
= 0, (2.13)

где интегрирование производится по контурам, представленным на рис. 1.
Используя (2.7)–(2.9), (2.12), (2.13), получим

u = 2
∞∑

k=1

e−ξ2
kτ

ξ2
k(λ2ξ2

k + λ + 1)
; (2.14)

v = 2
∞∑

k=1

e−ξ2
kτ sin (ξky)

ξ2
k(λ2ξ2

k + λ + 1) sin ξk
; (2.15)

2
∞∑

k=1

sin (ξky)

ξ2
k(λ2ξ2

k + λ + 1) sin ξk
= y. (2.16)

Здесь u = U/U0; v = V/U0; τ = νt/H2.
Отметим, что согласно (2.10), (2.11) ряд в правой части (2.14) сходится при τ > 0, ряд

в правой части (2.15) сходится при τ > 0, 1 > y > 0 (оба ряда мажорируются сходящимся

рядом

∞∑
k=1

1

ξ2
k

√
λ2ξ2

k + λ + 1
).

3. Из (2.14)–(2.16) следует, что

u → 0, v → 0 при τ →∞; (3.1)

du

dτ
< 0 при τ > 0;
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Рис. 1. Контуры интегрирования

v̄ = u/2 = 1/2 при τ = 0; (3.2)

u/2 < v̄ < u/2 + δ e−ξ2
1τ при τ > 0. (3.3)

Здесь

v̄ =
V̄

U0
=

1

U0H

H∫
0

V dY

(V̄ — среднее значение скорости V по координате Y );

δ =
2λ− (2λ + 1) cos ξ1

ξ2
1(λ2ξ2

1 + λ + 1) cos ξ1
. (3.4)

Формулы (3.1)–(3.3), в частности, свидетельствуют о том, что для любого 0 < λ < ∞
величина v̄ − u/2 имеет хотя бы один максимум.

На рис. 2 линиями 1–3 представлены данные о зависимости u от τ соответственно при
λ = 0,1; 1,0; 10,0.

На рис. 3 линиями 1–5 представлены данные о зависимости v от y соответственно при
τ = 0; λ = 0,1, τ = 0,25; λ = 0,1, τ = 0,5; λ = 0,1, τ = 0,75; λ = 0,1, τ = 1.

4. Пусть τ∗ = νt∗/H2, t∗ — характерное время торможения стенки Sс, которое опре-
деляется соотношением

U
∣∣
t=t∗ =

1

2
U0. (4.1)

Согласно (2.14), (4.1)

0 < θ < τ∗ < θ + ε; (4.2)

∞∑
k=1

e−(k−1/2)2π2τ∗0

(k − 1/2)2
=

π

4
. (4.3)
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость u от τ при различных значениях λ:
1 — λ = 0,1, 2 — λ = 1,0, 3 — λ = 10,0

Рис. 3. Зависимость v от y при различных значениях τ :
1 — τ = 0, 2 — λ = 0,1, τ = 0,25, 3 — λ = 0,1, τ = 0,5, 4 — λ = 0,1, τ = 0,75, 5 —
λ = 0,1, τ = 1

Здесь

θ =
1

ξ2
1

ln
4

ξ2
1(λ2ξ2

1 + λ + 1)
; (4.4)

ε = − 1

ξ2
1

ln
{

1− 8

π2
e−π2θ +

4√
π

√
θ

[
1− erf (π

√
θ )

]}
; (4.5)

τ∗0 — значение τ∗ при λ = 0.
Из (4.3) следует, что

τ∗0 ≈ 0,196 73. (4.6)

Используя (2.14), (4.1), (4.6), найдем

dτ∗

dλ

∣∣∣
λ=0

= 2τ∗0 +
(
4
∞∑

k=1

e−(k−1/2)2π2τ∗0
)−1

≈ 0,791 48.

На рис. 4 приведены графики функций θ = θ(λ) (линия 1), ε = ε(λ) (линия 2), а также
функции

τ∗ = 0,196 73 + 0,791 48λ ≈ τ∗0 +
dτ∗

dλ

∣∣∣
λ=0

λ (4.7)

(линия 3).
Данные, представленные на рис. 4, свидетельствуют о том, что согласно (4.2), (4.4),

(4.5), (4.7) имеет место приближенная формула

τ∗ = θ (4.8)

(для всех 0 < λ < ∞).
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Рис. 4. Зависимости θ (1), ε (2), τ∗ (3) от λ

Отметим, что

τ∗0 − θ
∣∣
λ=0

≈ 9,3 · 10−4,
dτ∗

dλ

∣∣∣
λ=0

− dθ

dλ

∣∣∣
λ=0

≈ −5,4 · 10−3.

5. Пусть характерное время торможения стенки Sс мало по сравнению с характерным
временем движения гидромеханической системы:

t∗ � H/U0. (5.1)

Выполнение соотношения (5.1) соответствует осуществлению резкого торможения стен-
ки Sс.

Из (4.8), (5.1) следует условие резкого торможения “свободной” стенки в виде

θ � ν/(HU0). (5.2)

6. Согласно (3.3), (3.4), (4.1), (4.2), (4.4), (4.5)

1/4 < v̄
∣∣
τ=τ∗ < 1/π. (6.1)

Из (6.1) следует, что характерное время t∗ торможения стенки Sс может рассмат-
риваться как характерное время торможения жидкости (как целого). Это, в частности,
означает, что при выполнении условия (5.2) происходит резкое торможение всей гидроме-
ханической системы.

Автор выражает благодарность О. С. Пятигорской за участие в проведении численных
расчетов.
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