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Построены уравнения теории оболочек в ортогональной криволинейной системе коорди-
нат с использованием аппроксимации напряжений и смещений полиномами Лежандра.
Порядок полученной системы дифференциальных уравнений не зависит от того, за-
даются ли на лицевых поверхностях оболочки напряжения, смещения или их линейная
комбинация, что обеспечивает корректную формулировку условий на этих поверхностях
как в перемещениях, так и в напряжениях. Это позволяет с использованием условий со-
пряжения перемещений и напряжений на контактных поверхностях построить систему
дифференциальных уравнений слоистых оболочек.

Ключевые слова: уравнения теории оболочек, полиномы Лежандра, упругий криво-
линейный слой.

Введение. При сведении трехмерной задачи теории упругости к двумерной (теории
оболочек) используются либо гипотезы кинематического и силового характера [1], либо
разложения решений уравнений теории упругости по некоторой полной системе функций

[2–5]. Гипотезы кинематического и силового характера накладывают достаточно сильные
ограничения на напряженно-деформированное состояние, поэтому, как правило, с исполь-
зованием таких гипотез уравнения теории оболочек строятся для случая, когда на ли-
цевых поверхностях оболочки заданы напряжения. Решение контактных задач на основе
таких уравнений зачастую приводит к эффектам нефизического характера. Применение
разложений решений уравнений теории упругости по некоторой полной системе функций

позволяет построить уравнения оболочек в различных приближениях. При этом одним из
основных вопросов является следующий: на основе каких дополнительных предположений
строится то или иное приближение, а именно: сколько членов в разложениях нужно удер-
живать при построении данного приближения? Поскольку полиномы Лежандра образуют
полную систему функций в пространстве L2[−1, 1], именно эта система функций обычно
используется при построении уравнений теории оболочек.

В данной работе на основе подходов, изложенных в [3, 4, 6–8], построены дифферен-
циальные уравнения упругих слоистых оболочек в первом приближении.

1. Уравнения трехмерной задачи теории упругости в криволинейной орто-
гональной системе координат. Запишем уравнения плоской задачи теории упругости
в области ω = {α1, α2, x3: αi ∈ [l−i , l+i ], x3 ∈ [−h/2, h/2], i = 1, 2}.
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Уравнения равновесия имеют вид

∂σ̂11

∂α1
+

∂σ̂12

∂α2
+

∂σ̂13

∂x3
+ σ̂21A12 + σ̂31A

′
1 − σ̂22A21 + q1H1H2 = 0 (1 � 2),

∂σ̂31

∂α1
+

∂σ̂32

∂α2
+

∂σ̂33

∂x3
− σ̂11A

′
1 − σ̂22A

′
2 + q3H1H2 = 0,

(1.1)

где

σ̂11 = H2σ11, σ̂12 = H1σ12, σ̂13 = H1H2σ13, σ̂31 = H2σ31,

H1 = A1

(
1 +

x3

R1

)
, A′1 =

A1

R1
, A12 =

1

A2

∂A1

∂α2
(1 � 2),

σ̂33 = H1H2σ33,

σij — напряжения; qi — объемные силы; A1, A2, R1, R2 — коэффициенты Ламе и радиусы

главных кривизн поверхности x3 = 0. Здесь и ниже запись 1 � 2 подразумевает наличие
уравнений и соотношений, которые получаются из предыдущих заменой индекса 1 на 2, а
индекса 2 на 1.

В линейной теории упругости компоненты тензора деформаций eij выражаются через

компоненты вектора перемещения U (u1, u2, u3) по формулам

e11 =
1

H1

(∂u1

∂α1
+ u2A12 + u3A

′
1

)
,

2e12 =
1

H1

(∂u2

∂α1
− u1A12

)
+

1

H2

(∂u1

∂α2
− u2A21

)
, (1.2)

2e31 = 2e13 =
1

H1

(∂u3

∂α1
− u1A

′
1

)
+

∂u1

∂x3
(1 � 2), e33 =

∂u3

∂x3
.

Связь между компонентами тензора напряжений и тензора деформаций запишем в виде

σij = aijmnemn, i, j = 1, 2, 3. (1.3)

В соотношениях (1.3) коэффициенты aijmn удовлетворяют условиям

aijmnεijεmn − c εijεij > 0, aijmn = ajimn = aijnm,

где c — неотрицательная постоянная; по немым индексам проводится суммирование от 1
до 3.

Предполагается, что краевые условия для напряжений и перемещений заданы в виде[
a±imui + (1− a±im)σ̂im

]
αm=x±m

= ϕ±im, m = 1, 2,[
a±i3ui + (1− a±i3)σ̂i3

]
x3=x±3

= ϕ±i3, i = 1, 2, 3,
(1.4)

где a±i3 — заданные кусочно-постоянные функции переменных α1, α2, равные нулю или

единице; ϕ±i3 — заданные кусочно-непрерывные функции переменных α1, α2; a±im — посто-
янные, равные нулю или единице.

Заметим, что уравнения равновесия элемента среды, размер которого в направлении
оси x3 равен h = x+

3 − x−3 , а размеры в направлениях α1 и α2 бесконечно малы, можно
записать в виде
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1∫
−1

(∂σ̂11

∂α1
+

∂σ̂12

∂α2
+

∂σ̂13

∂x3
+ σ̂21A12 + σ̂31A

′
1 − σ̂22A21 + q1H1H2

)
Pk dζ = 0

(1 � 2), k = 0, 1, (1.5)

1∫
−1

(∂σ̂31

∂α1
+

∂σ̂32

∂α2
+

∂σ̂33

∂x3
− σ̂11A

′
1 − σ̂22A

′
2 + q3H1H2

)
dζ = 0,

где Pk(ζ) — полиномы Лежандра; ζ = (2/h)(x3 − (x+
3 + x−3 )/2).

2. Сведение трехмерной задачи к двумерной. При сведении трехмерной задачи
теории упругости к двумерной уравнения (1.1) заменяются системой уравнений

1∫
−1

(∂σ̂11

∂α1
+

∂σ̂12

∂α2
+

∂σ̂13

∂x3
+ σ̂21A12 + σ̂31A

′
1 − σ̂22A21 + q1H1H2

)
Pk dζ

(1 � 2), k = 0, 1, . . . , N ;

(2.1)

1∫
−1

(∂σ̂31

∂α1
+

∂σ̂32

∂α2
+

∂σ̂33

∂x3
− σ̂11A

′
1 − σ̂22A

′
2 + q3H1H2

)
Pk dζ = 0,

k = 0, 1, . . . , N − 1.

(2.2)

В (2.1), (2.2) величины σ̂ij при построении уравнений оболочки в N -м приближении ап-
проксимируются полиномами Лежандра (для некоторых величин используется две аппрок-
симации), так чтобы все слагаемые в подынтегральных выражениях являлись разложени-
ями по полиномам Лежандра одной и той же степени:

σ̂′11 =
k=N∑
k=0

σ̂k
11Pk, σ̂′12 =

k=N∑
k=0

σ̂k
12Pk, σ̂′13 =

k=N+1∑
k=0

σ̂k
13Pk,

σ̂′31 =
k=N∑
k=0

σ̂k
31Pk, σ̂′33 =

k=N∑
k=0

σ̂k
33Pk, (2.3)

σ̂′′31 =
k=N−1∑

k=0

σ̂k
31Pk, σ̂′′11 =

k=N−1∑
k=0

σ̂k
11Pk (1 � 2).

Здесь

σ̂k
11 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

H2σ11Pk dζ, σ̂k
12 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

H1σ12Pk dζ,

σ̂k
13 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

H1H2σ13Pkdζ, σ̂k
31 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

H2σ31Pk dζ, (2.4)

σ̂k
33 =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

H1H2σ33Pk dζ (1 � 2), k = 0, 1, . . . , N + 1.
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С учетом (2.3), (2.4) уравнения (2.1), (2.2) можно записать в виде

∂σ̂′11

∂α1
+

∂σ̂′12

∂α2
+

∂σ̂′13

∂x3
+ σ̂′21A12 + σ̂′31A

′
1 − σ̂′22A21 + q̂1 = 0 (1 � 2); (2.5)

∂σ̂′′31

∂α1
+

∂σ̂′′32

∂α2
+

∂σ̂′′33

∂x3
− σ̂′′11A

′
1 − σ̂′′22A

′
2 + q̂3 = 0, (2.6)

где

q̂1 =
k=N∑
k=0

q̂k
1Pk (1 � 2), q̂3 =

k=N−1∑
k=0

q̂k
3Pk,

q̂k
i =

1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

qiH1H2Pk dζ, i = 1, 2, 3.

Компоненты вектора смещений ui аппроксимируются полиномами Лежандра u′i, так
чтобы полиномы σ̂′11, σ̂′12, σ̂′13, σ̂′′31 (1 � 2), σ̂′33 и полиномы ∂u′1/∂α1, ∂u′1/∂α2, ∂u′′1/∂x3,
∂u′3/∂α1 (1 � 2), ∂u′′3/∂x3 имели одинаковую степень соответственно. Поэтому для пере-
мещений принимаются следующие аппроксимации:

u′1 =
k=N∑
k=0

uk
1Pk, u′′1 =

k=N+2∑
k=0

uk
1Pk (1 � 2),

u′3 =
k=N−1∑

k=0

uk
3Pk, u′′3 =

k=N+1∑
k=0

uk
3Pk.

(2.7)

Умножая уравнения (2.5) на u′i, уравнение (2.6) на u′3, складывая полученные равен-
ства и интегрируя по области ω, получаем∫

ω

(∂σ̂′γδ

∂αδ
u′γ +

∂σ̂′γ3

∂x3
u′γ + (σ̂′21A12 + σ̂′31A

′
1 − σ̂′22A21)u

′
1 + (σ̂′12A21 + σ̂′32A

′
2 − σ̂′11A12)u

′
2 +

+
∂σ̂′33

∂x3
u′3 +

∂σ̂′′3γ

∂αγ
u′3 − (σ̂′′11A

′
1 + σ̂′′22A

′
2)u

′
3 + q̂iu

′
i

)
dω = 0. (2.8)

Так как ∂σ̂′γ3/∂x3 (γ = 1, 2) — разложения по полиномам Лежандра до степени N ,

то c учетом ортогональности полиномов Лежандра коэффициенты u′γ в подынтегральном
выражении можно заменить на u′′γ . Величина ∂σ̂′33/∂x3 — разложение по полиномам Ле-

жандра до степени N − 1, поэтому коэффициент u′3 можно заменить на u′′3. С учетом этих
замечаний (2.8) можно записать в виде∫

ω

(
σ̂′δγ

∂u′δ
∂αγ

+ σ̂′′3γ
∂u′3
∂αγ

+ σ̂′i3
∂u′′i
∂x3

− (σ̂′21A12 + σ̂′31A
′
1 − σ̂′22A21)u

′
1 −

− (σ̂′12A21 + σ̂′32A
′
2 − σ̂′11A12)u

′
2 + (σ̂′′11A

′
1 + σ̂′′22A

′
2)

)
dω =

=

∫
ω

( ∂

∂αδ
(σ̂′γδu

′
γ + σ̂′′3δu

′
3) +

∂

∂x3
(σ̂′i3u

′′
i ) + q̂iu

′
i

)
dω. (2.9)
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В подынтегральном выражении левой части равенства (2.9), которую обозначим че-
рез E, в силу ортогональности полиномов Лежандра разложения σ̂′ij , σ̂′′ij можно заменить
разложениями

σ̂ij =
k=∞∑
k=0

σk
ijPk(ζ).

Тогда

E =

∫
ω

(
σ̂11

(∂u′1
∂x1

+ A12u
′
2 + A′1u

′
3

)
+ σ̂22

(∂u′2
∂x2

+ A21u
′
1 + A′2u

′
3

)
+

+ σ̂12

(∂u′1
∂x2

− A21u
′
2

)
+ σ̂21

(∂u′2
∂x1

− A12u
′
1

)
+ σ̂13

∂u′′1
∂x3

+ σ̂31

(∂u′3
∂x1

− A′1u
′
1

)
+

+ σ̂23
∂u′′2
∂x3

+ σ̂32

(∂u′3
∂x2

− A′2u
′
2

)
+ σ̂33

∂u′′3
∂x3

)
dω.

Если для деформаций eij в (1.2) принять аппроксимацию

e11 =
1

H1

(∂u′1
∂α1

+ u′2A12 + u′3A
′
1

)
,

2e12 =
1

H1

(∂u′2
∂α1

− u′1A12

)
+

1

H2

(∂u′1
∂α2

− u′2A21

)
, (2.10)

2e31 = 2e13 =
1

H1

(∂u′3
∂α1

− u′1A
′
1

)
+

∂u′′1
∂x3

(1 � 2), e33 =
∂u′′3
∂x3

,

то

E =

∫
ω

σijeijH1H2 dω. (2.11)

Будем считать, что напряжения σij связаны с деформациями (2.10) уравнениями

σij = aijkseks, i, j, k, s = 1, 2, 3. (2.12)

Так как в подынтегральное выражение в правой части равенства (2.9) входят произ-
водные от произведений полиномов σ̂′γδu

′
γ , σ̂′′3δu

′
3, σ̂′i3u

′′
i , граничные условия (1.4) заменя-

ются условиями[
a±γmu′γ + (1− a±γm)σ̂′γm

]
xm=x±m

= ϕ̂±γm,
[
a±3mu′3 + (1− a±3m)σ̂′′3m

]
xm=x±m

= ϕ̂±3m,

γ = 1, 2, m = 1, 2; (2.13)[
a±i3u

′′
i + (1− a±i3)σ̂

′
i3

]
x3=x±3

= ϕ±i3, i = 1, 2, 3, (2.14)

где

ϕ̂±γm =
k=N∑
k=0

(ϕ±γm)kPk, γ = 1, 2, ϕ̂±3m =
k=N−1∑

k=0

(ϕ±3m)kPk,

(ϕ±im)k =
1

2
(1 + 2k)

1∫
−1

ϕ±imPk dζ, i = 1, 2, 3, m = 1, 2.
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Условия (2.13) при N = 1 означают, что на боковых поверхностях оболочки заданы
векторы сил, изгибающего и крутящего моментов либо соответствующие перемещения и
углы поворота.

Двумерная задача N -го приближения состоит в нахождении функций σ′ij , σ′′ij , u′i, u′′i ,
удовлетворяющих уравнениям (2.3)–(2.7), (2.10)–(2.14).

Функции σ̂′ij , σ̂′′ij , u′i, u′′i , производные по αi от которых содержатся в (2.5), (2.6), (2.10),

будем называть основными, остальные функции σ̂k
ij , uk

i — дополнительными. Соответ-

ственно коэффициенты при полиномах Pk(ζ) в разложениях

σ̂′11, σ̂′12, σ̂′′31 (1 � 2), u′i, i = 1, 2, 3 (2.15)

будем называть основными функциями переменных α1, α2 (основных функций 9N + 6), а
в разложениях

σ′31 − σ′′31, σ̂′32 − σ̂′′32, σ̂′i3, u′′i − u′i, i = 1, 2, 3 — (2.16)

дополнительными (дополнительных функций 3N + 13).
Из (2.3), (2.4), (2.12) следует

1∫
−1

(σ̂′13 −H1H2a13ijeij)Pk dζ = 0 (1 � 2), k = 0, 1, 2, . . . , N + 1,

1∫
−1

(σ̂′33 −H1H2a33ijeij)Pk dζ = 0, k = 0, 1, 2, . . . , N, (2.17)

1∫
−1

(σ̂′31 −H2a31ijeij)PN dζ = 0 (1 � 2).

Уравнения (2.14), (2.17) образуют замкнутую систему уравнений относительно допол-
нительных функций (2.16). При

u′i =
∂u′i
∂α1

=
∂u′i
∂α2

= ϕ±i3 = 0, i = 1, 2, 3 (2.18)

любое решение этой системы удовлетворяет равенствам

1∫
−1

∂

∂x3
(σ̂′i3u

′′
i ) dζ = 0,

1∫
−1

u′′i
∂σ̂′i3
∂x3

dζ = 0,

1∫
−1

σ̂′i3
∂u′′i
∂x3

dζ =

1∫
−1

aijkseksH1H2 dζ = 0, e11 = e12 = 0,

2e31 = e13 =
∂u′′i
∂x3

(1 � 2), e13 =
∂u′′3
∂x3

.

Таким образом, при выполнении равенств (2.18) нулевое решение системы (2.14),
(2.17) единственно и эта система разрешима относительно функций (2.16). Из решения
системы (2.14), (2.17) дополнительные функции выражаются через ϕ±i3 и коэффициенты
при полиномах u′i, ∂u′i/∂α1, ∂u′i/∂α2 (i = 1, 2, 3). Используя эти выражения, уравнения
двумерной задачи можно сформулировать только относительно основных функций (2.15).
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Из (2.3), (2.4), (2.12) следует

1∫
−1

(σ̂′11 −H2a11ijeij)Pk dζ = 0,

1∫
−1

(σ̂′12 −H1a12ijeij)Pk dζ = 0 (1 � 2), k = 0, 1, 2, . . . , N, (2.19)

1∫
−1

(σ̂′′31 −H2a31ijeij)Pk dζ = 0 (1 � 2), k = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

Выражая содержащиеся в уравнениях (2.2), (2.6), (2.19) дополнительные функции че-
рез основные, получим замкнутую систему уравнений относительно основных функций.
Эта система с краевыми условиями (2.13) представляет собой краевую задачу для 9N + 6
основных функций (2.15). Зная эти функции, можно определить дополнительные функции
и, следовательно, найти деформации по формулам (2.10) и напряжения по формулам (2.12)
в любой точке оболочки.

3. Уравнения упругого слоя в первом приближении. При построении двумер-
ных уравнений слоя в первом приближении потребуем выполнения следующих условий.

1. Требование, чтобы напряжения удовлетворяли уравнениям равновесия бесконечно
малого элемента, заменяется менее строгим, а именно: напряжения должны удовлетво-
рять уравнениям равновесия элемента, размеры которого бесконечно малы в направлениях
α1, α2 и конечны в направлении x3. Таким образом, напряжения должны удовлетворять
уравнениям (1.5).

2. Если толщина слоя мала, то в силу принципа Сен-Венана краевые условия на его
боковых поверхностях (2.13) можно разделить на две группы: условия, влияющие на ре-
шение во всей области, занятой слоем (будем называть их основными), и условия, вли-
яющие на решение лишь в окрестности торцевых сечений. При построении двумерных
уравнений потребуем, чтобы краевая задача была разрешима для любого вида основных
краевых условий (2.13) и порядок системы дифференциальных уравнений не зависел от
того, задаются ли на лицевых поверхностях слоя напряжения, смещения или их линейная
комбинация.

3. Решение двумерных уравнений слоя должно удовлетворять энергетическому тожде-
ству (2.9), что позволяет доказать единственность некоторого класса контактных задач [6].

Уравнения слоя, построенные на основе представлений для напряжений (2.3) и сме-
щений (2.7), при N = 1 удовлетворяют перечисленным выше требованиям. В уравнениях
первого приближения основными функциями являются используемые в теории оболочек

усилия, моменты и соответствующие им осредненные по толщине слоя перемещения и

углы поворотов поперечных сечений.
В общем случае напряженно-деформированного состояния система дифференциаль-

ных уравнений упругого слоя в первом приближении представляет собой систему диффе-
ренциальных уравнений в частных производных десятого порядка и решения краевых за-
дач можно получить лишь численными методами. Коэффициенты разложений (2.3) и (2.7)
являются функциями переменных α1 и α2. Заменяя эти функции в единичном квадрате
{−1 6 α1 6 1, −1 6 α2 6 1} отрезками полиномов Лежандра по переменным α1 и α2,
можно построить конечный моментный элемент [9]. В работе [10] с использованием анало-
гичных конечных элементов предложен итерационный алгоритм решения плоских задач



186 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2007. Т. 48, N-◦ 3

теории упругости и решена задача о растяжении плоскости с трещиной. Из результатов
сравнения численного решения с аналитическим следует, что уравнения слоя в первом
приближении могут быть эффективно использованы при решении задач, имеющих осо-
бенности в напряженном состоянии.

В случае одномерного напряженно-деформированного состояния система уравнений
упругого слоя в первом приближении является системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений шестого порядка (в общем случае— с переменными коэффициентами). Для
цилиндрической оболочки с круговым поперечным сечением и для плоского слоя эта систе-
ма становится системой дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами,
для которой можно построить общее решение. Приведем эти уравнения для цилиндриче-
ского слоя. В этом случае нужно положить

R1 = R, A1 = R, H1 = R(1 + x3/R), R2 = ∞, A2 = 1, H2 = 1,

σ̂11 = σ11, σ̂13 = R(1 + x3/R)σ13, σ̂31 = σ31, σ̂33 = Rσ33.

Усилия и моменты вычисляются по формулам

T11 =

h/2∫
−h/2

σ11 dx3 =
h

2

1∫
−1

σ11 dζ, M11 =

h/2∫
−h/2

σ11x3 dx3 =
h2

4

1∫
−1

σ11ζ dζ,

T31 =

h/2∫
−h/2

σ31 dx3 =
h

2

1∫
−1

σ31 dζ.

В первом приближении разложения для напряжений имеют вид

σ̂11 = σ11 = σ0
11P0 + σ1

11P1, σ̂31 = σ31 = σ0
31P0 + σ1

31P1,

σ̂13 = R
(
σ0

13 +
h

6R
σ1

13

)
P0 + Rσ1

13P1 + Rσ2
13P2.

(3.1)

Усилия и моменты выражаются через коэффициенты разложений для напряжений по фор-
мулам

T11 = hσ0
11, M11 = (h2/6)σ1

11, T31 = hσ0
31.

При этом уравнения равновесия записываются в виде

∂σ0
11

R ∂ϕ
+

2

h
σ1

31 +
σ0

31

R
+ q0

1 = 0,

∂σ1
11

R ∂ϕ
+

6

h
σ2

13 +
σ1

13

R
+ q1

1 = 0,
∂σ1

13

R ∂ϕ
+

2

h
σ1

33 −
σ0

11

R
+ q0

3 = 0.

(3.2)

Соотношения закона Гука представим в виде

σ11 = α(e11 + γe33), σ33 = α(e33 + γe11), σ13 = 2me13, (3.3)

где α = 2/(1 − γ); γ = ν/(1 − ν) для случая плоской деформации и γ = ν для случая
плоского напряженного состояния. В соотношениях (3.3) напряжения отнесены к модулю
сдвига µ.
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Перемещения аппроксимируются следующими разложениями по полиномам Ле-
жандра:

u′1 = u0
1P0 + u1

1P1, u′3 = u0
3P0,

u′′1 = u0
1P0 + u1

1P1 + u2
1P2 + u3

1P3, u′′3 = u0
3P0 + u1

3P1 + u2
3P2.

(3.4)

В соответствии с (3.4) для деформаций получаем представления

e11 = e0
11P0 + e1

11P1, e33 = e0
33P0 + e1

33P1, e13 = e0
13P0 + e1

13P1 + e2
13P2, (3.5)

где

e0
11 =

1

R

(∂u0
1

∂ϕ
+ u0

3

)
, e1

11 =
1

R

∂u1
1

∂ϕ
,

2e0
13 =

1

R

(∂u0
3

∂ϕ
− u0

1 +
2R

h
(u1

1 + u3
1)

)
, 2e1

13 =
1

R
u3

1 +
6

h
u2

1,

2e2
13 =

10

h
u3

1, e0
33 =

2

h
u1

3, e1
33 =

6

h
u2

3.

Из (3.1), (3.4), (3.5) получаем

σ0
11 = α

[ 1

R

(∂u0
1

∂ϕ
+ u0

3

)
+ γ

2

h
u1

3

]
, σ1

11 = α
( 1

R

∂u1
1

∂ϕ
+ γ

6

h
u2

3

)
,

σ0
33 = α

[
γ

2

h
u1

3 + γ
1

R

(∂u0
1

∂ϕ
+ u0

3

)]
, σ1

33 = α
(6

h
u2

3 + γ
1

R

∂u1
1

∂ϕ

)
, (3.6)

σ0
13 = m

1

R

(∂u0
3

∂ϕ
− u0

1 +
2R

h
(u1

1 + u3
1)

)
, σ1

13 = m
(u3

1

R
+

6

h
u2

1

)
, σ2

13 = m
10

h
u3

1.

Десять уравнений (3.2), (3.6) и четыре условия на лицевых поверхностях слоя

α(u0
1 + u1

1 + u2
1 + u3

1) + (1− α)(σ0
13 + (1 + 1/(6R))σ1

13 + σ2
13) = ϕ+

13(ξ),

α(u0
1 − u1

1 + u2
1 − u3

1) + (1− α)(σ0
13 − (1 + 1/(6R))σ1

13 + σ2
13) = ϕ−13(ξ),

α(u0
3 + u1

3 + u2
3) + (1− α)R(σ0

33 + σ1
33) = ϕ+

33(ξ),
(3.7)

α(u0
3 − u1

3 + u2
3) + (1− α)R(σ0

33 − σ1
33) = ϕ−33(ξ)

образуют замкнутую систему уравнений относительно шести основных функций

u0
1, u1

1, u0
3, σ0

11, σ1
11, σ0

13

и восьми дополнительных функций

u2
1, u3

1, u1
3, u2

3, σ2
13, σ3

11, σ0
33, σ1

33.

Введем безразмерные переменные:

σ̄ij =
σij

σ0
, ε̄ij =

εij

ε0
, ε0 =

σ0

µ
, ūi =

2ui

hε0
,

ξ =
x1

L0
, ζ =

2x3

h
, η =

h

2R
, q̄0

i =
q0
i h

2σ0

(σ0, L0 — характерные величины, имеющие размерности напряжения и длины соответ-
ственно; ε0 — характерная деформация). Черта над безразмерными величинами в даль-
нейшем опускается.
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В безразмерных переменных аппроксимации напряжений (3.1) и смещений (3.4) запи-
сываются в виде

σ′11 = t11 + m11P1, σ′13 = t13 + m13P1 + r13P2,

σ′31 = t31, σ′33 = t33 + m33P1, (3.8)

u′1 = u0 + u1P1, u′3 = v0, u′′1 = u0 + u1P1 + u2P2 + u3P3, u′′3 = v0 + v1P1 + v2P2,

где

t11 =
T11

hσ0
, t31 = t13 =

T21

hσ0
, m11 =

6M11

h2σ0
,

u0 =
1

hε0

h/2∫
−h/2

u1

h
dx3, u1 =

6

h2ε0

h/2∫
−h/2

u1

h
x3 dx3, v0 =

1

hε0

h/2∫
−h/2

u3

h
dx3.

Система дифференциальных уравнений для коэффициентов разложений (3.8) в безраз-
мерных переменных записывается в виде

η(t′11 + t13) + (σ+
13 − σ−13)/2 + q0

1 = 0, η(t′13 + t11) + (σ+
33 − σ−33)/2 + q0

3 = 0,

ηm′
11 − 3t13 + 3(σ+

13 + σ−13)/2 + q1
1 = 0,

t11 = α(η(u′0 + v0) + γv1), t33 = α(γη(u′0 + v0) + v1), (3.9)

m11 = α(ηu′1 + 3γ1v2), m33 = α(γηu′1 + 3v2),

t13 = (η(v′0 − u0) + u1 + u3), m13 = 3(u2 + v1), r12 = 5mu3.

Из уравнений (3.7) дополнительные величины можно выразить через основные и через
величины, заданные на поверхностях слоя. Подставляя эти выражения в уравнения (3.9),
получим систему дифференциальных уравнений шестого порядка относительно основных

величин, порядок которой не зависит от вида краевых условий на лицевых поверхностях
слоя.

Если ввести вектор

Z = [u0, u1, v0, t11, m11, t13]
т,

то систему уравнений цилиндрического слоя в первом приближении можно записать в

виде

Z ′ = HZ + F , (3.10)

где H — квадратная матрица размера 6× 6; F — вектор с шестью компонентами.
При ξ = ξ0 и ξ = ξ1 для системы (3.10) ставятся краевые условия вида

AX + BY = C,

где

X =

∥∥∥∥∥∥
u0

u1

v0

∥∥∥∥∥∥ , Y =

∥∥∥∥∥∥
t11

m11

t12

∥∥∥∥∥∥ ,

A, B — заданные матрицы размера 3× 3; C — заданный вектор с тремя компонентами.
Если в уравнениях (3.7), (3.9) величину 1/R заменить величиной η = h/L0, то они

перейдут в уравнения упругого плоского слоя [7]. В работе [7] выписаны общие решения
уравнений упругого плоского слоя для различных условий на его лицевых поверхностях.
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С использованием уравнений плоского упругого слоя и их общих решений, приведенных
в [7], решен ряд контактных задач и задач со смешанными краевыми условиями на лице-
вых поверхностях слоя [10–13].

4. Уравнения слоистых оболочек. Если оболочка состоит из нескольких упругих
слоев, то для каждого слоя можно записать уравнения, приведенные в пп. 1–3. К полу-
ченной системе уравнений необходимо добавить условия сопряжения для напряжений и

смещений на поверхностях, разделяющих слои. Эти условия формулируются в терминах
следующих отрезков полиномов Лежандра:

σ̂′13, σ̂′23, σ̂′′33

для напряжений и

u′′1, u′′2, u′′3

для смещений.
При определении напряженно-деформированного состояния в слоистых оболочках воз-

можны различные варианты численных алгоритмов построения решения. Используя усло-
вия сопряжения для напряжений и смещений на границах между слоями, можно построить
систему дифференциальных уравнений для слоистой оболочки. Однако такой вариант ока-
зывается недостаточно эффективным, если число слоев в пакете велико. В этом случае для
решения задачи может быть использован итерационный алгоритм [10].

Заключение. Уравнения, построенные в данной работе, допускают постановку сме-
шанных условий на лицевых поверхностях оболочки, что позволяет использовать их при
решении контактных задач с неизвестной границей, разделяющей области с различными
краевыми условиями. Кроме того, эти уравнения учитывают конечную сдвиговую жест-
кость. Изложенный в работе подход может быть использован для построения уравнений
оболочек и в других криволинейных системах координат [14–16]. Алгоритм построения
уравнений оболочек не изменится, если коэффициенты aijks в соотношениях (2.10) будут
являться функциями переменных α1, α2, x3. Поэтому предложенный подход может быть
использован для построения уравнений неоднородных анизотропных оболочек [17], а также
в случае нелинейных определяющих соотношений.
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