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Рассмотрена задача о влиянии скачкообразного изменения внешнего магнитного поля
на течение электропроводящей бингамовской жидкости в двумерном канале. Показа-
на возможность использования при исследовании магнитогидродинамических течений
бингамовских сред метода раздельного описания течений в пластической и вязкой об-
ластях. Получено точное уравнение, описывающее зависимость положения границы об-
ласти пластического течения от времени и от индукции магнитного поля. Показано,
что соответствующая задача Коши имеет единственное асимптотически устойчивое
решение. Для некоторых значений параметров представлены результаты численного
интегрирования, подтверждающие качественные выводы.
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Введение. В настоящее время в ряде магнитогидродинамических устройств в каче-
стве рабочих сред используются магнитореологические жидкости, в том числе бингамов-
ские жидкости [1–4]. Эти жидкости существенно отличаются от обычных ньютоновских, и
при их эксплуатации необходимо учитывать некоторые особенности, проявляющиеся при
течении в каналах [5].

В настоящей работе используется реологическая модель бингамовской жидкости, в
одномерном случае описываемая уравнением

τ = τ0 sign
dV

dZ
+ η

dV

dZ
,

где τ — касательное напряжение сдвига; τ0 — предельное напряжение сдвига; V — проек-
ция скорости V на ось X, направление которой противоположно направлению градиента
внешнего давления, ось Z перпендикулярна оси X; η — динамическая вязкость. Такая
модель используется при описании различных течений многих реальных бингамовских

сред [6].
При течении бингамовских жидкостей в канале возможно образование одновременно

двух областей: вязкого (сдвигового) течения (τ > τ0) и пластического течения (τ = τ0),
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Рис. 1. Схема течения:
1 — области вязкого течения, 2 — область пластического течения

однако в особых случаях зона пластического течения может отсутствовать [7]. Это поз-
воляет рассмотреть течение в каждой области независимо, а общее решение получить из
условий сопряжения решений задачи на границе раздела областей [8].

Примеры стационарных магнитогидродинамических течений в каналах свидетель-
ствуют о зависимости ширины зоны пластического течения от напряженности внешнего

магнитного поля [9]. Поэтому даже слабо проявляющиеся пластические свойства, наблю-
даемые практически у всех реальных сред, в случае магнитогидродинамических течений
могут существенно проявляться в сильных магнитных полях. Это позволяет измерить
предельное напряжение τ0 для бингамовских сред, даже незначительно отличающихся от
ньютоновских. В случае резкого увеличения напряженности внешнего магнитного поля

область пластического течения может заполнить большую часть канала или почти весь

канал.

Ниже изучается течение электропроводящей бингамовской жидкости в плоском кана-
ле при скачкообразном возрастании напряженности внешнего магнитного поля, что имеет
большое практическое значение, поскольку проточные части многих магнитогидродина-
мических машин выполнены в виде каналов с большим значением отношения ширины

канала к его высоте [10].

1. Постановка задачи и ее решение. Задача о течении электропроводящей бинга-
мовской жидкости в плоском канале рассматривается в постановке, аналогичной постанов-
ке известной задачи Гартмана. Будем полагать, что зона пластического течения занимает
центральную часть канала и симметрична относительно оси Z.

Схема течения приведена на рис. 1. Течение жидкости происходит в направлении
осиX в магнитном поле, которое является суперпозицией внешнего однородного магнитно-
го поля с индукциейB0 и поляBind, индуцированного токами, циркулирующими в области
течения. Иными словами, B = B0 + Bind = (BX ; 0; B0), где BX = ±Bind. Полагается, что
величина индукции внешнего магнитного поля B0 изменяется скачкообразно. Также пола-
гается, что проводимость стенок канала равна нулю, магнитная проницаемость близка к
единице, а резкое изменение напряженности магнитного поля не приводит к существенно-
му изменению параметров жидкости. В случае предельного напряжения сдвига в центре
канала возможно образование ядра потока (область пластического течения), движущегося
как твердое тело с касательным напряжением τ0 на границе.
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Граница, разделяющая области вязкого и пластического течений, считается функцией
времени Zb = Zb(t), подлежащей определению.

Поскольку проводимость стенок канала равна нулю, а проводимость жидкости не рав-
на нулю, вектор электрического поля может иметь единственную отличную от нуля ком-
поненту EY = EY (Zb).

Рассмотрим элемент области пластического течения длиной ∆X, высотой 2Zb и еди-
ничной толщины.

Масса выделенного элемента изменяется за счет перехода некоторого количества ве-
щества из зоны вязкого течения в область пластического течения либо наоборот. От-
носительная скорость вдоль оси X отделившейся (присоединившейся) части элемента и
измененной массы элемента равна нулю при Z = Zb, поэтому нестационарное уравнение
движения (уравнение Мещерского) для указанного элемента можно записать в виде

m(t)
dV (Zb)

dt
= 2∆p Zb − 2τ0 ∆X + (σEY B0 − σV (Zb)B

2
0)2Zb ∆X. (1)

Здесь m(t) = 2ρZb∆X — масса выделенного элемента; ρ — плотность жидкости; σ —
электропроводность жидкости; первый член в правой части равенства содержит градиент
давления вдоль оси X, второй представляет собой результирующую поверхностную силу,
действующую на выделенный элемент, последний член — результат действия объемной

магнитной силы. Обозначив через P = −dp/dX постоянный градиент внешнего давления,
уравнение (1) представим в виде

ρ
dV (Zb)

dt
= P + σEY B0 −

τ0

Zb
− σV (Zb)B

2
0 . (2)

Принимая в качестве характерных параметров безразмерные комбинации указанных

физических величин

x =
X

d
, z =

Z

d
, u = V

η

Pd2
, θ = t

η

ρd2
, S =

τ0

Pd
, Ha = B0d

√
σ

η

(S — число Сен-Венана; Ha — число Гартмана), уравнение (2) запишем в безразмерной
форме

du(zb)

dθ
= 1 + ε(zb)−

S

zb
− Ha2 u(zb), (3)

где ε(zb) = σEY B0/P — безразмерный параметр.
Для нахождения параметра ε(zb) используем одно из уравнений Максвелла

dBX

dZ
= µ0σ(EY (Zb)− V (z)B0),

в безразмерных переменных имеющее вид

dBx

dz
=

µ0σPd3

η Ha2 (ε(zb)− Ha2 u(z)), (4)

где Bx = BX/B0; µ0 — магнитная постоянная; u(z) — распределение скоростей в обла-
сти вязкого течения при zb 6 z 6 1 [9], полученное, в частности, с учетом равенства
касательных напряжений на границе раздела сред:

u(z) =
1 + ε(zb)

Ha2

(
1− ch Ha (z − zb)

ch Ha (1− zb)

)
. (5)



В. И. Вишняков, С. М. Вишнякова, П. В. Дружинин, Л. Д. Покровский 41

Уравнение (3) включает две неизвестные функции zb(t), u(zb), которые связаны соот-
ношением [9]

u(zb) =
1 + ε(zb)

Ha2

(
1− 1

ch Ha (1− zb)

)
, (6)

характеризующим скорость области пластического течения.
Граничные условия имеют следующий вид: в центре и на стенках канала, проводи-

мость которых равна нулю, Bx = 0; тангенциальные составляющие магнитного поля на

границе раздела областей непрерывны, т. е. Bvisc
x (zb) = Bplast

x (zb). С учетом (5) после
несложных преобразований решение уравнения (4) можно представить в виде

ε(zb) =
Ha ch Ha (1− zb)

Ha zb + sh Ha (1− zb)
− 1. (7)

Подставляя (6), (7) в (3), получаем дифференциальное уравнение для определения

функции zb(θ):

dzb

dθ
=

Ha

D

( S

Ha

1

zb
− 1

Ha zb + sh Ha (1− zb)

)
, (8)

где

D =
1

(Ha zb + sh Ha (1− zb)) ch Ha (1− zb)
×

×
(Ha zb sh Ha (1− zb) + ch Ha (1− zb)− 1

Ha zb + sh Ha (1− zb)
(ch Ha (1− zb)− 1) + sh Ha (1− zb)

)
.

Уравнение (8) решалось с помощью численных методов при начальном условии

zb(0) = z0. Координата z0 границы раздела областей для стационарного состояния в на-
чальный момент времени определялась из уравнения

Ha z0 =
S

1− S
sh Ha (1− z0),

которое в свою очередь получено из условия равенства нулю на этой границе равнодей-
ствующей сил трения, давления и магнитной силы, т. е. из условия равенства нулю правой
части уравнения (3) и соотношений (6), (7). Значение величины z0 находилось графиче-
ским способом.

Проанализируем уравнение (8), представив его в виде

dzb

dθ
= F (zb), (9)

где

F (zb) =
(

sh Ha (1− zb)−
1− S

S
Ha zb

)
Φ(zb),

Φ(zb) =
S (sh Ha (1− zb) + Ha zb)

zb(Ha zb sh Ha (1− zb) + 4 sh2 Ha (1− zb)/2)
.

Нетрудно показать, что Φ(zb) > 0 при 0 < zb < 1. Уравнение F (zb) = 0 имеет единственный
корень zr, удовлетворяющий неравенству 0 < zr < 1, и функция F (zb) определяет поле
направлений интегральных кривых уравнения (9) (рис. 2).
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Рис. 2. Интегральные кривые уравнения (9)

Выполнение неравенства F ′(zb) < 0 гарантирует асимптотическую устойчивость по
первому приближению решения zb(θ) при стремлении величины θ к бесконечности [11].

Покажем, что при увеличении числа Гартмана Ha величина zr(Ha) увеличивается,
при этом

lim
Ha→∞

zr(Ha) = 1. (10)

Действительно, вводя вспомогательную переменную α = Ha (1 − zb), из соотношения
F (zb) = 0 получаем уравнение

S

1− S
sh α = Ha−α,

решение которого αr существует при любом значении Ha. Очевидно также, что

lim
Ha→∞

αr(Ha) = ∞, однако αr(Ha) является бесконечно большой величиной меньшего по-

рядка, чем число Гартмана. Действительно,

lim
Ha→∞

αr(Ha)

Ha
= lim

Ha→∞

αr

(S /(1− S)) sh αr + αr
= lim

Ha→∞

1

1 + (S /(1− S)) sh αr/αr
= 0,

откуда с учетом zr(Ha) = 1− αr(Ha)/ Ha следует (10).
Таким образом, при стремлении числа Гартмана к бесконечности область пластиче-

ского течения в пределе заполняет весь канал.
2. Результаты численных расчетов. Численное решение уравнения (7) получе-

но с помощью метода Рунге — Кутты четвертого порядка и метода прогноза и кор-
рекции (прогноз с использованием метода Адамса — Башфорта, коррекция — метода

Адамса — Мултона) [12] при начальном условии zb(0) = z0. При этом шаг интегрирова-
ния одношаговых методов ∆θ, зависящий от значений правой части, выбран из условия
|F (0, zb(0))∆θ/zb(0)| < 1 % и принят равным 0,001.

На рис. 3 приведена зависимость zb(θ) при различных значениях определяющих па-
раметров задачи Ha и S, дающая представление о положении границы раздела областей
пластического и вязкого течений. На рис. 3 эти зависимости приведены для случая, ко-
гда электромагнитная индукция не учитывается, т. е. магнитогидродинамический канал
работает в режиме короткого замыкания (Ey = 0).

Заключение. Получено точное уравнение, определяющее зависимость положения
границы областей вязкого и пластического течений от времени при резком увеличении

индукции внешнего магнитного поля. Показано, что при возрастании индукции внешнего
магнитного поля область пластического течения увеличивается, причем процесс перехода
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Рис. 3. Зависимость функции zb(θ) при Ha0 = 0,5 и различных значениях S, z0, Ha:
1, 1 ′ — z0 = 0,2, S = 0,2, Ha = 2; 2 — z0 = 0,2, S = 0,2, Ha = 5; 3 — z0 = 0,5, S = 0,5, Ha = 2;
4, 4 ′ — z0 = 0,5, S = 0,5, Ha = 5; 1–4 — с учетом электромагнитной индукции, 1 ′, 4 ′ — без

учета электромагнитной индукции

к новому стационарному состоянию завершается за бесконечное время. Также показано,
что ширина зоны пластического течения существенно зависит от режима работы магни-
тогидродинамического канала.
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