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Изучено влияние предварительно накопленных пластических деформаций на условия су-
ществования и распространение поверхностей разрывов упругих деформаций, возника-
ющих при последующем ударном нагружении. Показано, что анизотропия свойств сре-
ды, определяемая наличием предварительных необратимых деформаций, влияет на про-
цесс распространения повторных граничных возмущений по упругопластической среде.
Подробно рассмотрены плоские ударные волны, распространяющиеся по одномерно и
однородно деформированной среде. Приведены решения задач о мгновенной нагрузке и
разгрузке упругопластического полупространства с необратимыми деформациями.

Введение. При моделировании деформирования материалов одной из основных явля-
ется гипотеза существования свободного состояния. При этом деформации отсчитывают-
ся от некоторого состояния, в котором они полагаются равными нулю. Также нулевыми
в свободном состоянии считаются напряжения. Из-за различных неоднородностей, при-
сущих реальным материалам, свободное состояние в них практически не реализуется.
В процессах предварительной обработки и изготовления изделий (прокатка, штамповка)
материалы могут приобретать значительные необратимые деформации. Такие деформа-
ции могут явиться причиной остаточных напряжений, которые при отжиге и закаливании
полностью не снимаются. Следовательно, накопленные необратимые деформации могут
влиять на процессы последующего деформирования, в частности на характер распростра-
нения граничных возмущений по деформированным таким способом материалам. В насто-
ящей работе изучаются такие эффекты при ударных воздействиях на тело с накопленными

пластическими деформациями.
Поверхности сильных разрывов в упругопластических телах изучались в [1–3]. Однако

в этих работах деформации считались малыми и изучались поверхности разрывов необ-
ратимых деформаций. В настоящей работе исследуется влияние предварительных необра-
тимых деформаций на условия существования и распространение поверхностей разрывов

обратимых деформаций. Очевидно, что такая постановка задачи бессмысленна в рамках
малых деформаций, поэтому в данной работе используется модель упругопластической
среды с конечными деформациями, как необратимыми, так и обратимыми.

1. Исходные модельные зависимости. В основе построения теории конечных де-
формаций лежит способ разделения наблюдаемых в экспериментах полных деформаций

на экспериментально не измеряемые обратимую (упругую) и необратимую (пластиче-
скую) составляющие. Существующие модели больших упругопластических деформаций
[4–9] различаются, главным образом, способом такого разделения. Чаще всего в этих мо-
делях используется гипотеза о соответствии любому актуальному состоянию деформиру-
емого тела другого единственного состояния, называемого состоянием разгрузки [4, 6, 9].
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В связи с этим возникает задача выбора [6] объективной производной, связывающей тен-
зор пластических деформаций с тензором скоростей необратимых деформаций. В [7, 8]
тензоры упругих и пластических деформаций определяются дифференциальными зависи-
мостями (уравнениями переноса). Не останавливаясь на подробностях, изложенных в [7,
8, 10], укажем зависимости, необходимые в дальнейшем. При разделении полных деформа-
ций на обратимую и необратимую части будем считать, что в процессе разгрузки пласти-
ческие деформации не изменяются, следовательно, компоненты этого тензора изменяются
так же, как при жестком вращении тела, т. е. pij = zkip

0
kmzmj . Здесь zij — компонен-

ты ортогонального тензора, которые, вообще говоря, в каждой точке среды могут быть
различными и определяются изменяющимися упругими деформациями eij и скоростью
деформирования εij . В качестве p0

km можно принять значения компонент pkm в момент

начала разгрузки, что эквивалентно следующей дифференциальной зависимости:

dpij

dt
= rikpkj − pikrkj , rij = −rij =

vi,j − vj,i

2
+Mij(eij , εij),

(1.1)

vi =
dui

dt
=
∂ui

∂t
+ vjui,j , εij =

vi,j + vj,i

2
,

где ui — компоненты вектора перемещений точек среды; кососимметричный тензор Mij

определяет нелинейное влияние упругого деформирования в процессе разгрузки на из-
менение компонент тензора пластических деформаций (в [7] приведено явное выражение
для него); латинским индексом после запятой обозначена частная производная по соот-
ветствующей пространственной координате (vi,j = ∂vi/∂xj); по повторяющимся индексам
проводится суммирование. В областях активного нагружения в соответствии с закона-
ми термодинамики вместе с (1.1) необходимо записать следующие уравнения изменения
(переноса [8]) тензоров упругих eij и пластических pij деформаций:

deij
dt

= εij − εpij −
1

2
(eikvk,j+vk,iekj−rikekj+eikrkj−εpikekj+eikε

p
kj),

(1.2)
dpij

dt
= εpij − εpikpkj − pikε

p
kj + rikpkj − pikrkj .

Отсюда для компонент метрического тензора gij = ak,iak,j (ak — материальные коор-
динаты точек среды) и для тензора деформаций Альманси dij = 0,5(δij − gij) следуют
алгебраические представления

gij = (δik − eik)(δkm − 2pkm)(δmj − emj),
(1.3)

dij = eij + pij − eikekj/2− eikpkj − pikekj + eikpksesj .

При разгрузке (εpij = 0) из второго равенства в (1.2) непосредственно следует (1.1),
т. е. неизменность тензора необратимых деформаций pij . Таким образом, дифференциаль-
ные зависимости (1.2) вместе с (1.3) можно рассматривать в качестве определения тензо-
ров eij , pij , ε

p
ij . В этом случае второе равенство в (1.2) представляет собой объективную

производную, связывающую тензор пластических деформаций pij с тензором скоростей

пластических деформаций εpij .

Следствием законов термодинамики наряду с (1.2) является аналог известной в нели-
нейной теории упругости формулы Мурнагана

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂eik
(δkj − ekj). (1.4)

Здесь ρ, ρ0 — плотности среды в текущем и недеформированном состояниях; σij — ком-
поненты тензора напряжений Эйлера — Коши. При получении (1.4) в [7] предполагалось,
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что плотность свободной энергии ψ = ρ−1
0 W является функцией только обратимых де-

формаций eij и не зависит от необратимых pij . Последние определяют диссипативный
механизм упругопластической среды. Упругие свойства изотропной среды можно задать
стандартным способом, принимая разложение упругого потенциала W = W (I1, I2, I3) в
степенной ряд относительно состояния с нулевыми упругими деформациями:

W = λI2
1/2 + µI2 + lI1I2 +mI3

1 + nI3 + . . . ,
(1.5)

I1 = ejj − ejkekj/2, I2 = eijeji − eijejkeki, I3 = eikeksesi.

Инварианты тензора обратимых деформаций в (1.5) выбраны таким образом, что за-
висимость (1.5) при стремлении пластических деформаций к нулю переходит в известные
в нелинейной теории упругости представления

W = λJ2
1/2 + µJ2 + lJ1J2 +mJ3

1 + nJ3 + . . . , J1 = dkk, J2 = dijdji, J3 = dijdjkdki,

(1.6)
σij =

ρ

ρ0

∂W

∂dik
(δkj − 2dkj).

Пластическое течение в дальнейшем будем считать идеальным, поэтому постулиру-
ем наличие неподвижной поверхности нагружения f(σij , pij) = k и принимаем условия
принципа максимума Мизеса, следствием которых при активном нагружении является

ассоциированный закон пластического течения.
2. Соотношения на поверхности разрывов. Пусть в упругопластической среде

распространяется поверхность Σ(t) разрывов обратимых деформаций. Положение поверх-
ности в любой момент времени укажем с помощью зависимостей

xi = xi(y
1, y2, t). (2.1)

Поверхностные координаты yβ (β = 1, 2) в (2.1) будем полагать ортогональными. В
каждой точке поверхности Σ(t), где определена единственная нормаль с компонентами νi

(νiνi = 1), имеем [11] νixi,β = 0. Разрывы компонент тензора градиента перемещений

представимы в виде

[ui,j ] = τνiνj + gαβταxi,βνj = τνiνj + τβxi,βνj = (τνi + γµi)νj ,
(2.2)

τ = [uk,k], γ2 = τβτβ, µi = τβγ−1xi,β, µiµi = 1, µiνi = 0.

Здесь gαβ — контравариантные компоненты метрического тензора поверхности, такие что
gαβgβγ = δαγ , gβγ = xi,βxi,γ . Единичные векторы с компонентами νi и µi определяют плос-
кость поляризации ударной волны Σ(t) в рассматриваемый момент времени. Величины τ ,
γ следует называть продольной и поперечной интенсивностями разрыва на Σ(t). Разрыв
величины в (2.2) обозначен квадратными скобками. Для определенности полагаем, что
[a] = a+ − a− (a+, a− — значения разрывной на Σ(t) величины, вычисленные перед и
непосредственно за поверхностью Σ(t)). Представление (2.2) позволяет записать следу-
ющие зависимости для разрывов полных деформаций dij и скоростей движения частиц

среды vi:

[dij ] = aijτ + bijγ + cijγ
2,

[vi] = −Gτ(1−G−1vjνj − τ)νi −G(1− τ)γµi −G(τνk + γµk)ui,k,
(2.3)

aij = (1 + τ/2)νiνj − (uk,iνj + uk,jνi)νk/2,

2bij = µiνj + µjνi − (uk,iνj + uk,jνi)µk, 2cij = νiνj .

В (2.3) знак “+” у величин, вычисляемых перед Σ(t), опущен, поскольку в дальнейшем
встречаются только такие величины и интенсивности разрывов; G — скорость движения

поверхности разрывов.
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Дальнейшие выкладки становятся наиболее простыми, если, следуя (1.3), предполо-
жить, что упругие деформации eij малы, несмотря на то что компоненты тензора гради-
ента перемещений ui,j малыми не являются. Тогда из (1.3)–(1.5) следует

eij = Nijkl(dkl − pkl), σij = R(λekkδij + 2µeij),

R =
√

1− 2pkk − 2(pkk)2 − 2pkmpmk − 4(pkk)3/3 + 4pkkpstpts − 8plkpkmpml/3, (2.4)

NijklKlkst = δisδjt, Klkst = δlkδst − δlkpst − plkδst.

Динамические условия совместности разрывов, следующие из закона сохранения им-
пульса, запишем в виде

[σij ]νiνj = ρ(vkνk −G)[vi]νj , [σij ]xi,βνj = ρ(vkνk −G)[vi]xi,β. (2.5)

Перепишем (2.5) в форме, не зависящей от введенных поверхностных координат. Под-
ставляя (2.2)–(2.4) в (2.5), получим соотношения

(A− ρG2)τ +Bγ+Dγ2 = 0, [(C− ρG2)γµi +(qijτ +nijγ+mijγ
2)νj +hijγµj ]xi,β = 0, (2.6)

где A = fijaji + ρ(vkνk − G)(Gτ + vsνs − Gui,jνiνj); B = fijbji + ρG(vkνk − G)ui,jµjνi;
C = ρ(2G − vkνk)vsνs − ρGτ(vkνk − G); D = fijcji; qij = 2µRNijklalk − ρGui,j(vkνk − G);
nij = 2µRNijklblk; mij = 2µRNijklclk; hij = ρGui,j(vkνk −G); fij = RNklij(λδkl + 2µνkνl).

Для того чтобы переписать три уравнения (2.6) (β = 1, 2) в форме, исключающей
произвол в выборе поверхностных координат, последние два равенства в (2.6) умножим
на компоненты вектора µi и ортогонального к нему вектора. Окончательно получим

(A− ρG2)τ +Bγ +Dγ2 = 0,

(C − ρG2)γ + (qijτ + nijγ +mijγ
2)µiνj + hijγµjµi = 0, (2.7)

[(qijτ + nijγ +mijγ
2)νj + hijγµj ]εistνsµt = 0, µiµi = 1, µiνi = 0,

где εist — единичный кососимметричный тензор. Следует отметить, что соотношения (2.7)
справедливы и в том случае, когда упругие деформации не предполагаются малыми. При
этом коэффициенты A, B, C, D, зависящие от предварительных деформаций в среде и
интенсивностей τ и γ разрывов на поверхности, включают слагаемые более высокого по-
рядка, чем первый, по компонентам тензора ui,j . То же относится и к тензорам fij , hij ,
qij , mij , nij , которые полностью определяются только деформациями перед поверхностью
разрывов. Данные соотношения здесь не приводятся из-за их громоздкости.

Таким образом, при наличии в среде предварительных необратимых деформаций даже
в предположении малости последующих обратимых деформаций задача сводится к нели-
нейной задаче распространения граничных возмущений по упругопластической среде. Это
связано как с нелинейностью представления (1.3) полных деформаций dij через упругую

и пластическую составляющие, так и с принципиальным отличием формулы Мурнага-
на (1.4) при наличии необратимых деформаций от формулы (1.6) в случае их отсутствия.

Если считать известными предварительные деформации, движение перед Σ(t) и гео-
метрию поверхности разрывов (т. е. если задать νj), то уравнения (2.7) будут представ-
лять собой систему пяти скалярных уравнений относительно шести неизвестных G, τ , γ,
µi. Следовательно, данные параметры краевой задачи вычисляются только в процессе ее
решения. Однако, если один из них считать заданным, то из условия разрешимости систе-
мы (2.7) можно получить важную информацию об условиях существования ударных волн
различного типа.

3. Одномерные плоские упругие ударные волны. Основные закономерности рас-
пространения поверхностей сильных разрывов имеют наиболее ясный механический смысл



166 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2002. Т. 43, N-◦ 5

в случае одномерных плоских волн [12, 13]. Поэтому ограничимся анализом возможных
решений (2.7) в этом простейшем случае. Будем считать, что в упругопластическом по-
лупространстве x1 > 0 до момента времени t = 0 имелись необратимые деформации и
при t = 0 оно было разгружено. Накопленные пластические деформации p11, p12 и p13

полагаем известными, другие компоненты тензора пластических деформаций считаем ну-
левыми. Наличие отличных от нуля необратимых деформаций после разгрузки приведет
к появлению остаточных напряжений и, следовательно, ненулевых упругих деформаций.
Последние в общем случае могут определяться также характером процесса разгрузки, по-
этому считаем их неизвестными.

Пусть с момента времени t = 0 упругопластическое полупространство ударно на-
гружается так, что компоненты вектора перемещений зависят только от одной простран-
ственной координаты x1 (ui = ui(x1, t)). Будем считать, что данное ударное нагружение не
приводит к новому пластическому течению, и исследуем способ распространения по среде
такого граничного возмущения. Поскольку в среде возможно распространение плоскостей
сильных разрывов, рассмотрим их особенности. В данном случае система уравнений (2.7)
упрощается и может быть записана в форме

Fτ − V [ϕ] = 0, Lητ + S[ϕ] = 0, Tγ(µ2p13 − µ3p12) = 0, (3.1)

где

ϕ = u2
2,1 + u2

3,1, [ϕ] = 2(u2,1µ2 + u3,1µ3)γ − γ2, η = p2
12 + p2

13,

F =
ρ0G

2

1− p11
− (λ+ 2µ)(1− p11)− 4µη

1− 2p11 − 4η
, V =

λ− (λ− 2µ)p11 + 4µη

4(1− p11)(1− 2p11 − 4η)
,

L = 2
( ρ0G

2

1− p11
− µ

1− 2p11 − 4η

)
, T = ρ0G

2 − µ

1− p11 − η
,

S =
ρ0G

2

4
− µ(1− 2p11 − 2η)

4(1− p11)(1− 2p11 − 4η)
.

Первые два уравнения в (3.1) являются однородной системой линейных уравнений
относительно τ и [ϕ]. Если τ и [ϕ] одновременно обращаются в нуль, то при γ 6= 0 из

последнего уравнения в (3.1) следует, что T = 0 или G =
√
µ/[ρ0(1− p11 − η)]. На такой

поверхности разрывов (u+
2,1)

2 + (u+
3,1)

2 = (u−2,1)
2 + (u−3,1)

2, т. е. на ней не может измениться
интенсивность предварительного сдвига, но может измениться его направленность. При
этом µ2 и µ3 остаются неопределенными и могут быть вычислены только c учетом воздей-
ствия на границе. Такую плоскость разрывов в дальнейшем будем называть поперечной
ударной волной (τ = 0) или волной круговой поляризации [14]. Следует отметить, что
последнему равенству в (3.1) нельзя удовлетворить, полагая γ = 0, так как при η 6= 0 это
приводит к тому, что и τ = 0.

Пусть последнее уравнение в (3.1) выполнено в силу условия

µ2/µ3 = p12/p13. (3.2)

Это означает, что возможные ударные волны плоскополяризованные и плоскость их поля-
ризации однозначно задается предварительными необратимыми деформациями. Скорости
распространения таких плоскостей разрывов вычисляются путем приравнивания к нулю

определителя однородной системы двух первых уравнений: FS+LV η = 0. Отсюда для G2

получаем два значения:

G2 = P ±
√
Q, (3.3)
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где

P =
λ+ 2µ

ρ0

1− 2p11 + p2
11 − 2η

2(1− 2p11 − 4η)
+
µ

ρ0

1− 2p11 − 2η(1 + 2p2
11 + 4η)

2(1− p11)(1− 2p2
11 − 4η)

,

Q = P 2 − (λ+ 2µ)µ

ρ2
0

1− p11

(1− 2p11 − 4η)2
.

Значение G2 = P +
√
Q соответствует квазипродольной ударной волне. При стрем-

лении пластических деформаций к нулю данная величина стремится к значению c21 =

(λ+2µ)ρ−1
0 , равному квадрату скорости безвихревых упругих волн. Однако наличие оста-

точных деформаций и напряжений не только изменяет значение скорости данной поверх-
ности разрывов, но и приводит к разрыву на ней сдвиговых деформаций (γ 6= 0). Данный
разрыв тем больше, чем значительнее уровень накопленных необратимых деформаций.
Если перед такой плоскостью разрывов η = 0, то ударная волна становится продольной
(γ = 0). В любом случае интенсивности разрывов τ и γ связаны друг с другом, и если,
например, τ известно, то γ вычисляется из соотношений (3.1). По аналогии с нелинейной
теорией упругости [14, 15] такую поверхность разрывов будем называть квазипродольной
ударной волной. Отметим, что данная ударная волна оказывается плоскополяризованной
при наличии предварительных необратимых деформаций. Плоскость ее поляризации зада-
ется соотношением (3.2) и не зависит от характера производимого ударного воздействия
на среду.

Другой плоскополяризованный разрыв связан со скоростью его распространения

G2=P−
√
Q. Плоскость поляризации такой ударной волны также жестко определяется

согласно (3.2) предварительными необратимыми деформациями. На ней одновременно τ
и γ отличны от нуля, причем в отличие от квазипродольной ударной волны невозможен
случай обращения одной из интенсивностей разрыва в нуль. Только в случае, когда пла-
стические деформации перед данной плоскостью разрывов стремятся к нулю, величина τ
также будет стремиться к нулю. Эту плоскость разрывов будем называть квазипоперечной
упругой ударной волной [15]. При уменьшении предварительных пластических деформа-

ций ее скорость стремится к значению c2 = (µρ−1
0 )1/2, равному скорости распространения

эквиволюминальных волн в линейной теории упругости.
В общем случае неплоских поверхностей разрывов ориентация плоскости поляриза-

ции квазипоперечной ударной волны зависит не только от предварительных пластиче-
ских деформаций, но и от характера производимого ударного воздействия. Ударная волна
круговой поляризации не является поперечной (τ 6= 0), а компоненты µi введенного единич-
ного вектора зависят от предварительных деформаций. Скорость распространения такой
поверхности разрывов, в отличие от рассмотренного случая, зависит не только от пред-
варительных деформаций, но и от интенсивностей разрыва γ или τ .

4. Примеры простейших модельных задач. Рассмотрим автомодельную задачу
об ударном нагружении упругопластического полупространства, в котором накопились
необратимые деформации. Распределение предварительных пластических деформаций по-
лагаем однородным и считаем, что p11 = η1 − const, p12 = η2 − const, а остальные ком-
поненты тензора пластических деформаций равны нулю. Заметим, что это справедливо в
общем случае постоянных одномерных деформаций. Равенство нулю p13 достигается со-
ответствующим выбором системы координат. Напряжения на границе полупространства
x1 = 0 считаем равными нулю (полная разгрузка) вплоть до момента времени t = 0. При
x1 > 0 присутствуют остаточные напряжения. Пусть с момента t = 0 на границе x1 = 0
прилагается постоянная нагрузка, так что

σ11(0, t) = σ
(0)
11 , σ21(0, t) = σ

(0)
21 , σ31(0, t) = σ

(0)
31 .
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Известно, что такая задача является автомодельной по переменной χ = x1(c1t)
−1 и изме-

нение параметров напряженно-деформированного состояния может происходить только в
виде разрывов на ударных волнах или внутри распространяющихся простых волн. Поло-

жим σ
(0)
11 6 0, σ

(0)
21 > 0. При положительном η2 это приводит к тому, что по среде будут

распространяться только ударные волны. Передним фронтом возмущений, распростра-
няющихся в упругопластическое полупространство, является квазипродольная ударная
волна со скоростью распространения

G1 =

√
P +

√
Q

(при вычислении P и Q согласно (3.3) следует принять η = η2
2). После прохождения по

среде данной ударной волны напряженно-деформированное состояние изменяется, так что

[ϕ] = −Lη2
2τ1/S, [u3,1] = 0,

σ11 = σ∗11 +
(λ+ 2µ)Rτ1[(1 + Lη2

2/(2S))(1− η1 − 2η2
2)− Lη2

2/(4S)]

(1− η1)(1− 2η1 − 4η2
2)

, (4.1)

σ21 = σ∗21 + 2µRη2τ1
1 + Lη2

2/(2S)− L(1− 2η1)/(8S)

(1− η1)(1− 2η1 − 4η2
2)

, σ31 = σ∗31.

Здесь σ∗11, σ
∗
21, σ

∗
31 — компоненты тензора остаточных напряжений, которые считаем из-

вестными; при вычислении L и S согласно (3.3) следует считать η = η2
2. Величина про-

дольного разрыва τ1 остается неизвестной и будет определена в дальнейшем из граничных
условий на нагружаемой граничной плоскости.

Расчеты показали, что за квазипродольной ударной волной в любом случае распро-
страняется квазипоперечная:

G2 =

√
P −

√
Q >

√
µ/[ρ0(1− η1 − η2

2)] = G3. (4.2)

Неравенство (4.2) имеет принципиальное значение при постановке краевых задач. После
прохождения квазипоперечной ударной волны напряженное состояние изменяется:

σ11 = σ∗11 +
(λ+ 2µ)R[U(1− η1 − 2η2

2)− Lη2
2τ1/(4S) + η2γ2]

(1− η1)(1− 2η1 − 4η2
2)

,

σ21 = σ∗21 +
2µR[Uη2 + (γ2 − Lη2τ1/(4S))(1− 2η1)/2]

(1− η1)(1− 2η1 − 4η2
2)

, σ31 = σ∗31, (4.3)

U = (1 + Lη2
2/(2S))τ1 + (4V /F − 2)γ2η2.

В (4.3) следует учитывать, что величины L и S согласно (3.1) вычисляются при
G = G1, а F и V — при G = G2. Как следует из (4.3), напряжения за квазипопереч-
ной плоскостью разрывов зависят от двух независимых параметров τ1 и γ2.

Наконец, за квазипоперечной ударной волной следует ударная волна круговой поляри-
зации, распространяющаяся со скоростью G = G3. Поскольку на этой плоскости разрывов
[ϕ] = 0, отсюда следует, что величина µ2 мала по сравнению с µ3. Следовательно, изме-
нение σ11, σ21 на данной волне мало по сравнению с величиной разрыва напряжения σ31.
Поэтому в области за волной круговой поляризации напряжения можно вычислять по со-
отношениям (4.3) и зависимости

σ31 = µγ3
(1− 2η1)(1− η1 − 2η2

2)− 2η2
2

(1− η1)(1− η1 − 2η2
2)(1− 2η1 − 4η2

2)
. (4.4)
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Параметры τ1, γ2, γ3 находим из условия на границе полупространства:

τ1 =
(1− η1)(1− 2η1 − 4η2

2)

R

{σ(0)
11 − σ∗11

λ+ 2µ

[(4V

F
− 2

)
η2
2 +

1− 2η1

2

]
−

−
σ

(0)
21 − σ∗21

2µ

[(4V

F
− 2

)
(1− η1 − 2η2

2) + 1
]
η2

}
,

γ2 =
(1−η1)(1−2η1−4η2

2)

R

{
−
σ

(0)
11 − σ∗11

λ+ 2µ

(
1 +

Lη2
2

2S
− L

8S
(1− 2η1)

)
η2 + (4.5)

+
σ

(0)
21 − σ∗21

2µ

[(
1 +

Lη2
2

2S

)
(1− η1 − 2η2

2)−
Lη2

2

4S

]}
,

γ3 =
σ

(0)
31

µ

(1− η1)(1− η1 − η2
2)(1− 2η1 − 4η2

2)

(1− 2η1)(1− η1 − 2η2
2)− 2η2

2

.

Таким образом, соотношения (4.1), (4.3), (4.4) с τ1, γ2, γ3, вычисленными соглас-
но (4.5), являются решением задачи об определении напряжений при нестационарном де-
формировании ударно нагружаемого полупространства. При этом следует только задать
распределение остаточных напряжений в нем, т. е. σ∗11, σ

∗
21 должны быть известны. Еще

раз отметим, что величины L и S вычисляются в (4.5) по соотношениям (3.1) при G = G1,
а F и V — по тем же соотношениям при G = G2. Итак, присутствие в среде накопленных
необратимых деформаций приводит к изменению характера распространения последую-
щих упругих деформаций по среде.

Рассмотрим другую нестационарную задачу о мгновенной разгрузке упругопластиче-
ского плоского слоя 0 6 x1 6 H. Полагаем, что предварительное напряженное состояние
в слое соответствует развитому пластическому течению [11]:

(σ∗11 − σ∗22)
2 − 4σ∗12 = 4k2. (4.6)

Окончательное деформированное состояние в слое существенно зависит от истории

процесса активного необратимого деформирования. Для целей настоящей работы оно необ-
ходимо в качестве начального условия задачи. Примем, что среди компонент тензора гра-
диента перемещений только u2,1 не равна нулю, более того, будем считать u2,1 = h−const.
Иначе говоря, для деформированного состояния принимается условие чистого сдвига.
В нелинейных средах это возможно только при σ∗11(0) 6= 0. Из (1.3) следует, что среди ком-
понент тензора пластических деформаций отличной от нуля будет только p12 = η2−const.
Для компонент тензора упругих деформаций в таком деформированном состоянии имеем

e11 =
−h2(1− 2η2

2) + 2η2(h− 2η2)

2(1− 4η2
2)

, e12 =
−h2η2 + h− 2η2

2(1− 4η2
2)

.

Здесь постоянная h определяется равенством (4.6), а η2 должна быть задана.
Пусть в момент t = 0 постоянная нагрузка на плоскости x1 = 0 мгновенно снимается.

В силу выбранных начальных условий задача вновь оказывается автомодельной. Введем
новую зависимую переменную w(ξ) преобразованием u2 = c2tw(ξ), ξ = x1(c2t)

−1, c22 = µρ−1
0 .

Из уравнения движения следует

[(1− 2w′η2)/(1− 4η2
2)− ξ2]w′′ = 0. (4.7)

Итак, w′ = const всюду, где выражение, стоящее в скобках в (4.7), не равно нулю.
Однако в отличие от ранее рассмотренного случая, когда данное выражение обращалось
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в нуль только при некоторых значениях ξ, здесь возможно его обращение в нуль на интер-
вале [ξ−, ξ+] (простая волна). Значение ξ+ находим, используя начальные условия, соглас-
но которым u+

2,1 = w′ = h, а ξ− — из условия отсутствия упругих деформаций w′ = 2η2:

ξ+ =
√

(1− 2η2h)/(1− 4η2
2), ξ− = 1.

Таким образом, при разгрузке ударная волна не возникает. Нестационарное изме-
нение напряженно-деформированного состояния происходит вследствие распространения
простой волны Римана.
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