
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2004. Т. 45, N-◦ 2 111

УДК 532.522.2 + 537.84
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Изучается задача линейной устойчивости установившихся осесимметричных струйных
сдвиговых течений невязкой идеально проводящей несжимаемой жидкости со свобод-
ной поверхностью в азимутальном магнитном поле. Прямым методом Ляпунова полу-
чено необходимое и достаточное условие устойчивости этих течений по отношению к
малым осесимметричным длинноволновым возмущениям специального вида. Показано,
что в случае, когда данное условие устойчивости не выполняется, рассматриваемые ста-
ционарные течения неустойчивы относительно произвольных малых осесимметричных
длинноволновых возмущений. Построены априорные экспоненциальные оценки роста ма-
лых возмущений. Приведены примеры стационарных течений и налагаемых на них ма-
лых возмущений, которые эволюционируют во времени согласно построенным оценкам.
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1. Постановка точной задачи. Изучается бесконечная по длине цилиндрическая
струя невязкой идеально проводящей несжимаемой жидкости, находящаяся в безгранич-
ном пространстве. Предполагается, что в вещество струи “вморожено” азимутальное маг-
нитное поле, а по ее свободной поверхности течет продольный постоянный электрический
ток, который создает в неограниченном пространстве, окружающем струю, квазистацио-
нарное азимутальное магнитное поле. Кроме того, полагается, что исследуемые струйные
магнитогидродинамические течения идеальной жидкости являются осесимметричными,
причем азимутальная составляющая поля скорости тождественно равна нулю. Считает-
ся также, что действие сил поверхностного натяжения на свободной границе проводящей
струи можно не учитывать.

В силу этих предположений система уравнений одножидкостной идеальной магнитной

гидродинамики [1] принимает вид
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(1.1)

где ρ ≡ const — поле плотности; v1, v3 — радиальная и осевая компоненты поля скорости;
H2 — азимутальная составляющая магнитного поля внутри струи; P — поле давления;
P∗ ≡ P + H2

2/(8π) — модифицированное поле давления; t∗ — время; r∗, z∗ — цилиндриче-
ские координаты. Полагается, что ось z∗ цилиндрической системы координат совпадает
с осью проводящей струи.
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Азимутальная компонентаH∗
2 магнитного поля снаружи струи в пренебрежении током

смещения определяется формулой

H∗
2 = 2J/r∗ (1.2)

(J ≡ const — величина поверхностного продольного постоянного электрического тока).
На оси проводящей струи и ее свободной границе ставятся следующие краевые усло-

вия:

v1 = 0, |H2/r
∗| < +∞ (r∗ = 0),

P∗ =
H∗2

2

8π
, v1 =

∂r1

∂t∗
+ v3

∂r1

∂z∗
(r∗ = r1(t

∗, z∗)).
(1.3)

Начальные данные для первых трех соотношений системы (1.1) и последнего краевого
условия (1.3) задаются в виде

v1(0, r
∗, z∗) = v10(r

∗, z∗), v3(0, r
∗, z∗) = v30(r

∗, z∗),

H2(0, r
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∗) = r10(z

∗),
(1.4)

при этом требуется, чтобы функции v10, v30, H20, r10 не противоречили четвертому урав-
нению системы (1.1) и первым трем соотношениям в (1.3).

Далее в смешанной задаче (1.1)–(1.4) осуществляется переход к длинноволновому при-
ближению, предваряемый процедурой обезразмеривания. В качестве обезразмеривающих
параметров выбираются следующие: L — характерный пространственный масштаб изме-
нения гидродинамических и магнитных полей вдоль оси z∗, v0 — характерная скорость

жидкости, r0 — характерный радиус струи. С использованием данных параметров вво-
дятся безразмерные величины t, η, z, q, w, p∗, h, æ так, что имеют место соотношения

t∗ = tL/v0, r∗2 = ηL2δ2, z∗ = zL, 2v1r
∗ = qv0Lδ2,

v3 = wv0, P∗ = p∗ρv2
0, H2 = hr∗

√
4πρv2

0 /(Lδ), H∗
2r∗ = æ

√
4πρv2

0 Lδ,

где δ = r0/L � 1 — безразмерный характерный радиус проводящей струи.
В результате обезразмеривания с применением приведенных выше соотношений сис-

тема уравнений (1.1) запишется следующим образом:

δ2(qt + qqη − q2/(2η) + wqz)/2 + ηh2 = −2ηp∗η,

wt + qwη + wwz = −p∗z, ht + qhη + whz = 0, qη + wz = 0.
(1.5)

С учетом соотношения (1.2) краевые условия (1.3) преобразуются к виду

q = 0, |h| < +∞ (η = 0),

p∗ = æ2/(2η1), q = η1t + wη1z (η = η1(t, z)),
(1.6)

где æ ≡ J/(r0

√
πρv2

0 ) = const.

Начальные данные (1.4) запишутся в виде

q(0, η, z) = q0(η, z), w(0, η, z) = w0(η, z),

h(0, η, z) = h0(η, z), η1(0, z) = η10(z).
(1.7)

Если в первом уравнении системы (1.5) опустить слагаемые, пропорциональные δ2, а
из соотношений (1.7) исключить выражение для функции q(0, η, z), то начально-краевая за-
дача (1.5)–(1.7) сведется к виду, отвечающему длинноволновому приближению. Это пред-
ставление задачи (1.5)–(1.7) нельзя признать окончательным, так как она может быть
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еще упрощена за счет замены эйлеровых независимых переменных t, z, η смешанными
эйлерово-лагранжевыми независимыми переменными t′, z′, ν [2]. По аналогии с работой [3]
такая замена производится по формулам

t = t′, z = z′, η = R(t′, z′, ν), ν ∈ [0, 1].

Предполагается, что функция R удовлетворяет уравнению

q = Rt′ + wRz′ (1.8)

и краевым условиям

R(t′, z′, 0) = 0, R(t′, z′, 1) = η1(t
′, z′). (1.9)

Суть данной замены независимых переменных состоит в том, что при помощи ла-
гранжевой переменной ν оказывается возможным пронумеровать траектории движения
жидких частиц в струе. Кроме того, из определения функции R (см. (1.8), (1.9)) следует,
что краевые условия (1.6) выполняются для функции q автоматически. Наконец (и это
главное), согласно осуществляемой замене независимых переменных неизвестная свобод-
ная поверхность проводящей струи η = η1 перейдет в известную фиксированную границу

ν = 1.
Итак, в новых смешанных эйлерово-лагранжевых независимых переменных (если пре-

небречь слагаемыми с δ2) система соотношений (1.5) запишется в виде

Rνh
2 = −2p∗ν , Rν(wt + wwz) = −Rνp∗z + Rzp∗ν ,

ht + whz = 0, qν + Rνwz −Rzwν = 0,
(1.10)

где для удобства записи последующих формул штрихи у переменных t′, z′ опущены. Дан-
ные уравнения дополняются начальными условиями

w(0, z, ν) = w0(z, ν), h(0, z, ν) = h0(z, ν), R(0, z, ν) = R0(z, ν). (1.11)

Здесь исходя из требования взаимной однозначности произведенной замены независимых

переменных функция R0(z, ν) предполагается монотонно возрастающей по аргументу ν.
Для придания системе (1.10) более наглядной формы выполняется интегрирование по

переменной ν первого соотношения в пределах от ν до 1, а затем с использованием краевых
условий (1.6) из него исключается безразмерное модифицированное поле давления p∗ и
подставляется во второе уравнение той же системы соотношений, что позволяет получить
уравнение

wt + wwz =
æ2R1z

2R2
1

− (h2
1R1)z
2

+
(h2)zR

2
+

1

2

( 1∫
ν

R(h2)ν1 dν1

)
z
, (1.12)

где h1, R1 — соответственно значения функций h, R на свободной поверхности струи ν = 1,
причем в силу второго краевого условия системы (1.9) R1(t, z) ≡ η1(t, z).

В последнем уравнении системы (1.10) функция q заменяется соответствующим ей
выражением (1.8), в результате чего данное уравнение принимает вид

(Rν)t + (wRν)z = 0. (1.13)

Ниже полагается, что азимутальная составляющая магнитного поля внутри прово-
дящей струи прямо пропорциональна радиальной координате: h ≡ h1 = const [3]. Это
допущение приводит, с одной стороны, к обращению в тождество третьего соотношения
системы (1.10), а с другой — к заметному упрощению уравнения (1.12), которое теперь
может быть записано в виде

wt + wwz = [(æ/R1)
2 − h2

1]R1z/2. (1.14)
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Начальными условиями для соотношений (1.13), (1.14) будут условия (1.11) для функ-
ций R, w:

R(0, z, ν) = R0(z, ν), w(0, z, ν) = w0(z, ν). (1.15)

Следует отметить, что уравнения, подобные соотношениям (1.13), (1.14), можно вы-
вести и тогда, когда R считается монотонно убывающей по аргументу ν функцией. При
этом отличие от изложенного выше заключается лишь в том, что роль свободной границы
исследуемой струи будет играть прямая ν = 0, а роль оси симметрии — прямая ν = 1.

Начально-краевая задача (1.13)–(1.15) имеет интеграл энергии вида

E1 ≡
1

2

+∞∫
−∞

( 1∫
0

w2Rν dν + æ2 ln R1 +
h2

1

2
R2

1

)
dz = const (1.16)

в предположении, что решения данной задачи либо периодичны вдоль оси z, либо локали-
зованы на ней (в последнем случае на бесконечности будет реализовываться однородное
по координате z течение жидкости).

Нетрудно показать, что у смешанной задачи (1.13)–(1.15) имеется еще один интеграл
движения. А именно, продифференцировав (1.14) по независимой переменной ν, получим

wνt + (wwz)ν = 0. (1.17)

Далее, из уравнений (1.13), (1.17) следует важное соотношение

Ct + wCz = 0 (1.18)

(C ≡ Rν/wν), использование которого совместно с (1.17) позволяет показать, что функцио-
нал

I ≡
+∞∫
−∞

1∫
0

wνF (C) dν dz (1.19)

(F (C) — произвольная функция) является искомым добавочным интегралом движе-
ния [3, 4].

Точные стационарные решения начально-краевой задачи (1.13)–(1.15) могут быть
представлены в виде

w = w0(ν), R = R0(ν), R1 = R0
1 ≡ 1. (1.20)

Здесь w0, R0 — произвольная и монотонно возрастающая функции независимой перемен-
ной ν; установившийся радиус проводящей струи принимается равным ее характерному
радиусу r0. Легко убедиться, что функции w0, R0, R0

1 (см. (1.20)) тождественно удовле-
творяют уравнениям (1.13), (1.14).

Цель дальнейшего исследования состоит в том, чтобы выяснить, при выполнении ка-
ких условий стационарные течения (1.20) окажутся устойчивыми по отношению к малым
осесимметричным длинноволновым возмущениям w′(t, z, ν), R′(t, z, ν) и R′

1(t, z).
2. Устойчивость произвольных установившихся осесимметричных струй-

ных сдвиговых течений идеальной жидкости со свободной поверхностью

в азимутальном магнитном поле. Проводится линеаризация смешанной задачи

(1.13)–(1.15), а также соотношений (1.17), (1.18) на точных стационарных решениях (1.20).
В результате линеаризации получим начально-краевую задачу вида

w′
t + w0w′

z =
1

2
(æ2 − h2

1)R
′
1z, R′

νt + w0R′
νz +

dR0

dν
w′

z = 0,
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w′
νt +

dw0

dν
w′

z + w0w′
zν = 0, C ′

t + w0C ′
z = 0,

C ′ ≡
(dw0

dν

)−1
[R′

ν − C0w′
ν ], C0 ≡ dR0

dν

(dw0

dν

)−1
,

(2.1)

w′(0, z, ν) = w′
0(z, ν), R′(0, z, ν) = R′

0(z, ν),

на решениях которой с течением времени сохраняется функционал

E ≡
+∞∫
−∞

1∫
0

[1

2

dR0

dν
w′2 + w0w′R′

ν +
1

2

dw0

dν

d2F

dC2
(C0)C ′2

]
dν dz +

+
h2

1 − æ2

4

+∞∫
−∞

R′2
1 dz = const . (2.2)

Можно проверить, что первая вариация δJ1 интеграла J1 ≡ E1 + I = const (см. (1.16),
(1.19)) обращается в нуль на установившихся течениях (1.20), если функции w0, R0, F
превращают в тождество уравнение

dF

dC
(C0) = −w02

2
,

а его вторая вариация δ2J1, записанная в соответствующих обозначениях, совпадает по
форме с функционалом E.

Точные стационарные решения (1.20) смешанной задачи (1.13)–(1.15) устойчивы по
отношению к малым осесимметричным длинноволновым возмущениям (2.1) тогда и толь-
ко тогда, когда интеграл E в (2.2) является знакоопределенным.

Для того чтобы установить, обладает ли функционал E свойством знакоопределенно-
сти, его удобно записать в виде

E =

+∞∫
−∞

1∫
0

(Au, u) dν dz, u ≡ (w′, R′
ν , C

′, R′
1)
т, (2.3)

где A = ‖aik‖ — квадратная матрица размером 4× 4 с отличными от нуля элементами:

a11 =
1

2

dR0

dν
, a12 = a21 =

w0

2
, a24 = a42 =

h2
1 − æ2

8
, a33 =

1

2

dw0

dν

d2F

dC2
(C0).

Согласно критерию Сильвестра [5] подынтегральное выражение функционала E
в (2.3) положительно (отрицательно) определено в том и только том случае, если главные
миноры матрицы A положительны (имеют множитель (−1)m, где m — порядок того или

иного главного минора).
Нетрудно установить, что главные миноры матрицы A не обладают требуемым свой-

ством знакоопределенности. Так, для положительной определенности подынтегрального
выражения функционала E должны быть, в частности, истинны неравенства

dR0

dν
> 0, −w02 > 0.

Видно, что второе неравенство невыполнимо в принципе, поскольку отрицательное число,
естественно, меньше нуля. В то же время для отрицательной определенности данного

подынтегрального выражения необходимо выполнение неравенств

dR0

dν
< 0, −w02 > 0.
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Первое неравенство не выполняется в силу характера монотонности функции R0, а второе
не выполняется, так как величина w02 положительная.

Таким образом, ни положительной, ни отрицательной определенности у функциона-
ла E (см. (2.3)) нет. Это, в свою очередь, означает, что достаточные условия устойчиво-
сти точных стационарных решений (1.20) начально-краевой задачи (1.13)–(1.15) относи-
тельно малых осесимметричных длинноволновых возмущений w′(t, z, ν), R′(t, z, ν), R′

1(t, z)
(см. (2.1)), понимаемые как условия знакоопределенности энергетического, вообще говоря,
интеграла движения E, отсутствуют. По-видимому, аналогичная ситуация будет наблю-
даться и при рассмотрении более общих постановок задач об устойчивости установивших-
ся струйных сдвиговых магнитогидродинамических течений со свободной границей.

3. Устойчивость частных стационарных осесимметричных струйных сдви-
говых течений идеальной жидкости со свободной поверхностью в азимуталь-
ном магнитном поле. Ниже прямым методом Ляпунова [6, 7] будет получено необходи-
мое и достаточное условие устойчивости подкласса установившихся течений (1.20)

d

dν
(w0C0) 6 0 (3.1)

по отношению к малым осесимметричным длинноволновым возмущениям (2.1), которые
для каждой жидкой частицы оставляют неизменным значение функции C0(ν), а также
удовлетворяют ряду ограничений на оси симметрии исследуемой струи и ее свободной

границе.
Для того чтобы показать неустойчивость какого-либо точного стационарного реше-

ния (1.20), (3.1) смешанной задачи (1.13)–(1.15) по отношению к малым осесимметричным
длинноволновым возмущениям w′(t, z, ν), R′(t, z, ν), R′

1(t, z) (см. (2.1)), необходимо выде-
лить среди данных возмущений хотя бы одно экспоненциально быстро нарастающее во

времени. С этой целью изучается частный класс осесимметричных струйных сдвиговых
течений невязкой идеально проводящей несжимаемой жидкости со свободной поверхно-
стью в азимутальном магнитном поле, обладающий тем свойством, что для принадле-
жащих ему течений малые возмущения C ′(t, z, ν) (см. (1.18), (2.1)) равны нулю. Иными
словами, полагается, что для любой жидкой частицы значение функции C0 (см. (1.20),
(2.1), (3.1)) при возмущениях не меняется, т. е. данные возмущения представляют собой
отклонения траекторий движения жидких частиц от соответствующих линий тока уста-
новившихся течений (1.20), (3.1).

С физической точки зрения предъявленное выше требование к малым возмущениям

обосновывается тем, что циркуляция скорости по любому жидкому контуру в осевой плос-
кости, заданная в начальный момент времени, будет сохраняться и в процессе развития
возмущений, так как согласно начально-краевой задаче (1.13)–(1.15) в жидких частицах
не изменяется значение функции C (см. (1.18)). Эти возмущения могут быть введены с
помощью поля лагранжевых смещений ξ = ξ(t, z, ν) [8], определяемого уравнением

ξt = w′ − w0ξz. (3.2)

Используя соотношения (3.2), смешанную задачу (2.1) можно записать в виде

w′
t + w0w′

z =
1

2
(æ2 − h2

1)R
′
1z, R′

ν = −dR0

dν
ξz,

w′
ν = −dw0

dν
ξz, R′

ν = C0w′
ν , (3.3)

ξ(0, z, ν) = ξ0(z, ν), w′(0, z, ν) = w′
0(z, ν).
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Непосредственными вычислениями функционал E в (2.2) может быть преобразован к
виду

E =
1

2

+∞∫
−∞

[ 1∫
0

d

dν
(R0 − w0C0)w′2 dν +

h2
1 − æ2

2
R′2

1

]
dz (3.4)

и будет служить интегралом движения для начально-краевой задачи (3.2), (3.3), если име-
ют место равенства

+∞∫
−∞

(w0C0w′2)
∣∣
ν=1

dz =

+∞∫
−∞

(w0C0w′2)
∣∣
ν=0

dz,

+∞∫
−∞

(w0C0w′)
∣∣
ν=1

R′
1z dz =

+∞∫
−∞

(w0C0w′)
∣∣
ν=0

R′
1z dz.

(3.5)

Важно заметить, что из выполнения одного условия (3.5) следует выполнение другого.
Кроме того, поскольку функция w′(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3)) как функция независимой пере-
менной ν обладает некоторым произволом на оси симметрии ν = 0 проводящей струи и
ее свободной поверхности ν = 1, данные равенства можно интерпретировать как краевые
условия смешанной задачи (3.2), (3.3).

Анализ выражения для функционала E в (3.4) показывает, что если справедливо нера-
венство

h2
1 > æ2, (3.6)

то с учетом свойств монотонности функции R0 и независимости интеграла E от времени из
него следует устойчивость точных стационарных решений (1.20), (3.1) начально-краевой
задачи (1.13)–(1.15) относительно малых осесимметричных длинноволновых возмущений
ξ(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3), (3.5)).

Пусть неравенство (3.6) нарушено, т. е. выполняется соотношение

h2
1 < æ2. (3.7)

Тогда можно показать неустойчивость установившихся течений (1.20), (3.1) по отношению
к малым осесимметричным длинноволновым возмущениям (3.2), (3.3), (3.5).

Действительно, дважды дифференцируя по независимой переменной t вспомогатель-
ный функционал

M ≡
+∞∫
−∞

1∫
0

dR0

dν
ξ2 dν dz (3.8)

и применяя связи (3.2)–(3.5), получим так называемое вириальное равенство [8–10]

d2M

dt2
= 4(T − Π), (3.9)

где

T ≡ 1

2

+∞∫
−∞

1∫
0

dR0

dν
w′2 dν dz, Π ≡ h2

1 − æ2

4

+∞∫
−∞

R′2
1 dz.
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Умножая равенство (3.9) на некоторую постоянную λ и учитывая соотношение

E ≡ T + T1 + Π = const, (3.10)

где

T1 ≡ −
1

2

+∞∫
−∞

1∫
0

d

dν
(w0C0)w′2 dν dz > 0,

получим основное для последующего исследования уравнение

dEλ

dt
= 2λEλ − 4λTλ − 2λT1, (3.11)

где

Eλ ≡ Πλ + Tλ, 2Πλ ≡ 2(Π + T1) + λ2M,

2Tλ ≡ 2T − λ
dM

dt
+ λ2M =

+∞∫
−∞

1∫
0

dR0

dν
(w′ − λξ)2 dν dz > 0.

В силу неотрицательности величин T1 (см. (3.10)) и Tλ из соотношения (3.11) при
λ > 0 следует дифференциальное неравенство

dEλ

dt
6 2λEλ,

интегрируя которое несложно получить важную оценку

Eλ(t) 6 Eλ(0) exp (2λt). (3.12)

Соотношение (3.12) истинно как для любых решений смешанной задачи (3.2), (3.3),
(3.5), так и для произвольных положительных значений λ. Кроме того, при нахождении
данного неравенства не налагалось никаких ограничений на знак функционала Π в (3.9).

Из соотношения (3.12) следует, что интеграл Eλ, вообще говоря, меняется со временем
монотонным образом. Это обстоятельство позволяет рассматривать данный функционал
как функционал Ляпунова [6, 7, 9, 10].

Далее с помощью неравенства (3.12) будут построены двусторонние экспоненциальные
оценки роста малых осесимметричных длинноволновых возмущений ξ(t, z, ν) (см. (3.2),
(3.3), (3.5)), причем среди последних будут выделены и описаны наиболее быстро нарас-
тающие малые возмущения.

Используя соотношение (3.7), путем подбора надлежащих начальных поля лагранже-
вых смещений ξ0(z, ν) и возмущений поля скорости w′

0(z, ν) (см. (3.3)) нетрудно обеспечить
справедливость неравенств Π(0) < 0, T (0) + T1(0) < |Π(0)|. В результате интеграл Eλ(0),
как следует из (3.11), будет полиномом второй степени по параметру λ с положитель-
ным коэффициентом M(0) (см. (3.8)) при λ2 и отрицательным свободным членом E(0)
(см. (3.4)):

Eλ(0) = E(0)− λ

2

dM

dt
(0) + λ2M(0). (3.13)

Если значения λ берутся из интервала

0 < λ < Λ ≡ A1 +
√

A2, (3.14)

где

A1 ≡ [4M(0)]−1dM

dt
(0), A2 ≡ A2

1 −
E(0)

M(0)
,
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то из соотношения (3.13) следует оценка Eλ(0) < 0. Данная оценка и неравенство (3.12)
свидетельствуют об экспоненциальном во времени росте малых осесимметричных длин-
новолновых возмущений (3.2), (3.3), (3.5).

При условии, что λ ≡ Λ − δ1 (с любым параметром δ1 из интервала ] 0, Λ [ ), соотно-
шение (3.12) можно представить в виде

EΛ−δ1(t) 6 EΛ−δ1(0) exp [2(Λ− δ1)t] (EΛ−δ1(0) < 0). (3.15)

Поскольку в силу представления (3.11) выполняется неравенство Eλ(t) > Π(t), соотноше-
ние (3.15) можно записать в виде

−Π(t) > |EΛ−δ1(0)| exp [2(Λ− δ1)t]

или окончательно

(æ2 − h2
1)

+∞∫
−∞

R′2
1 dz > 4|EΛ−δ1(0)| exp [2(Λ− δ1)t]. (3.16)

Из неравенства (3.16) следует, что величина Λ−δ1 (см. (3.14), (3.15)) является нижней
границей значений инкрементов малых осесимметричных длинноволновых возмущений

ξ(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3), (3.5)).
Оценка (3.16) может быть существенно улучшена, если начальные поле лагранжевых

смещений ξ0(z, ν) и возмущения поля скорости w′
0(z, ν) (см. (3.3)) дополнительно подчи-

нить требованию

w′
0(z, ν) = λξ0(z, ν). (3.17)

Действительно, из соотношений (3.11), (3.13) следует, что Tλ(0) = 0, Eλ(0) = Πλ(0).
В свою очередь, эти равенства позволяют убедиться, что на интервале

0 < λ < Λ1 ≡
√
−2Π(0)/M(0) (3.18)

верна оценка Πλ(0) < 0. Отсюда следует, что, считая λ ≡ Λ1 − δ2 (с произвольным пара-
метром δ2 из интервала ] 0, Λ1[ ), можно преобразовать неравенство (3.12) к виду

EΛ1−δ2(t) 6 ΠΛ1−δ2(0) exp [2(Λ1 − δ2)t] (ΠΛ1−δ2(0) < 0). (3.19)

Если выполнить вычисления, аналогичные проведенным при обосновании оценки

(3.16), то неравенство (3.19) можно записать в виде

−Π(t) > |ΠΛ1−δ2(0)| exp [2(Λ1 − δ2)t]

либо окончательно

(æ2 − h2
1)

+∞∫
−∞

R′2
1 dz > 4|ΠΛ1−δ2(0)| exp [2(Λ1 − δ2)t]. (3.20)

Согласно соотношению (3.20) величина Λ1 − δ2 (см. (3.18), (3.19)) является оценкой
снизу значений инкрементов малых осесимметричных длинноволновых возмущений (3.2),
(3.3), (3.5), (3.17).

Из сопоставления неравенств (3.16) и (3.20) следует, что малые осесимметричные
длинноволновые возмущения ξ(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3), (3.5)), начальные данные которых
удовлетворяют ограничению (3.17), нарастают быстрее остальных возмущений исследуе-
мого подкласса, а наиболее быстро растущие среди них те, инкременты которых, как будет
показано ниже, вычисляются по формуле

Λ+
1 ≡ sup

ξ0(z,ν)
Λ1. (3.21)
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Действительно, пусть λ > Λ+
1 . В этом случае для всех возможных начальных по-

лей лагранжевых смещений ξ0(z, ν) (см. (3.3)) будет справедливо соотношение Πλ(0) > 0.
Значит, интеграл Eλ(0) (см. (3.11), (3.13)) также будет положительно определен для всех
допустимых начальных полей лагранжевых смещений ξ0(z, ν) и возмущений поля скорости
w′

0(z, ν) (см. (3.3)).
При λ ≡ Λ+

1 + δ3 (δ3 > 0 — параметр) из неравенства (3.12) вытекает оценка

E
Λ+

1 +δ3
(t) 6 E

Λ+
1 +δ3

(0) exp [2(Λ+
1 + δ3)t]. (3.22)

В силу (3.22) величина Λ+
1 + δ3 является верхней границей значений инкрементов малых

осесимметричных длинноволновых возмущений (3.2), (3.3), (3.5).
Сравнение неравенств (3.20) и (3.22) позволяет сделать вывод, что величина Λ+

1 (см.
(3.18), (3.21)) оценивает скорость нарастания ω малых возмущений (3.2), (3.3), (3.5) как
снизу, так и сверху:

Λ+
1 − δ2 6 ω 6 Λ+

1 + δ3. (3.23)

Соотношение (3.23) показывает, что быстрее растут малые осесимметричные длинновол-
новые возмущения ξ(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3), (3.5)), инкремент которых близок по величине
к Λ+

1 .
Таким образом, если условие (3.7) справедливо, то, определив с учетом соотношений

(3.18), (3.21) величину Λ+
1 , оценивающую скорость нарастания ω (см. (3.23)) наиболее

быстро растущих малых возмущений (3.2), (3.3), (3.5), (3.17), можно ответить на вопрос,
за какие характерные времена малые осесимметричные длинноволновые возмущения (3.2),
(3.3), (3.5) будут вызывать разрушение стационарных осесимметричных струйных сдви-
говых течений (1.20), (3.1) невязкой идеально проводящей несжимаемой жидкости со сво-
бодной поверхностью в азимутальном магнитном поле.

Далее строится пример установившихся течений (1.20), (3.1) и налагаемых на них
начальных малых осесимметричных длинноволновых возмущений (3.2), (3.3), (3.5), кото-
рые будут, вообще говоря, эволюционировать со временем в соответствии с полученными
оценками (3.16), (3.22). Исследуются стационарные осесимметричные струйные сдвиговые
магнитогидродинамические течения

w0(ν) = C1 exp (−C2ν), R0(ν) = ν, R0
1 = 1 (3.24)

(C1, C2 — положительные постоянные) идеальной жидкости в области, представляющей
собой бесконечную полосу[

(z, ν): −∞ < z < +∞, 0 6 ν 6 1
]
. (3.25)

Эти течения, в чем несложно убедиться, являются типичными представителями частного
класса (3.1) установившихся течений (1.20).

Если неравенство (3.7) выполнено, то стационарные течения (3.24), (3.25) будут
неустойчивы, например, по отношению к малым осесимметричным длинноволновым воз-
мущениям ξ(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3), (3.5)), для которых начальное поле лагранжевых сме-
щений ξ0(z, ν) задается в виде

ξ0(z, ν) = (2ν − 1) exp (C2ν) sin (2πz/l), (3.26)

где l — произвольная положительная постоянная. С физической точки зрения данные воз-
мущения есть периодические (с длиной волны l) флуктуации свободной границы изучаемой
струи и осевой скорости текущей внутри нее жидкости.

Действительно, используя определение функции R1(t, z) (см. (1.9), (1.12)) и уравнения
(3.3), нетрудно вывести соотношения

R′
0ν(z, ν) = −(2π/l)(2ν − 1) exp (C2ν) cos (2πz/l),
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R′
1(0, z) ≡

1∫
0

R′
0ν(z, ν) dν = − 2π

lC2

[(
1− 2

C2

)
exp (C2) +

2

C2
+ 1

]
cos

2πz

l
,

w′
0ν(z, ν) = (2πC1C2/l)(2ν − 1) cos (2πz/l),

w′
0(z, ν) =

ν∫
0

w′
0ν1

(z, ν1) dν1 =
2πC1C2

l
(ν2 − ν) cos

2πz

l
.

Следует отметить, что, поскольку здесь

w′
0(z, 0) = 0, w′

0(z, 1) = 0, (3.27)

краевые условия (3.5) удовлетворяются тождественно, и поэтому при t = 0 они согласова-
ны с начальными условиями (3.3), (3.27).

Учитывая периодичность поля ξ0(z, ν) (см. (3.26)) по независимой переменной z и
выражения (3.9), (3.10) для функционалов T , T1, Π, можно вычислить значения последних
в начальный момент времени:

T (0) ≡ 1

2

l∫
0

1∫
0

dR0

dν
w′2

0 (z, ν) dν dz =
π2C2

1C2
2

30l
,

T1(0) ≡ −1

2

l∫
0

1∫
0

d

dν
(w0C0)w′2

0 (z, ν) dν dz = 0,

Π(0) ≡ h2
1 − æ2

4

l∫
0

R′2
1 (0, z) dz =

π2(h2
1 − æ2)

2lC2
2

[(
1− 2

C2

)
exp (C2) +

2

C2
+ 1

]2
.

Отсюда следует, что неравенство Π(0) < 0 истинно, а неравенство T (0) + T1(0) <
|Π(0)| будет справедливо, если постоянные C1, C2 выбраны должным образом, например:

0 < C1 < (3− e)
√

15(æ2 − h2
1), C2 = 1.

В итоге для установившихся течений (3.24), (3.25) в явном виде могут быть записаны
оценки снизу (3.16) и сверху (3.22) (вторая — с параметром Λ1 вместо Λ+

1 ), характери-
зующие процесс нарастания малых осесимметричных длинноволновых возмущений (3.2),
(3.3), (3.5), (3.26), что свидетельствует о неустойчивости этих течений. Важно заметить,
что скорость роста ω в (3.23) малых возмущений (3.2), (3.3), (3.5), (3.26) оценивается и
снизу, и сверху величиной Λ1 (3.18), а не Λ+

1 (3.21).

Наконец, наиболее быстро нарастающими малыми осесимметричными длинновол-
новыми возмущениями стационарных течений (3.24), (3.25) будут те, начальное поле
лагранжевых смещений которых в силу уравнений (3.3) и равенства (3.17) имеет вид
ξ0(z, ν) = f(w0−λz). При этом функция f должна быть или периодической, или локализо-
ванной по координате z. Тогда о характере роста данных возмущений можно будет судить
на основании оценок снизу (3.20) и сверху (3.22), а скорость их нарастания ω (см. (3.23))
может быть найдена с помощью величины Λ+

1 (см. (3.18), (3.21)).
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4. Неустойчивость произвольных установившихся осесимметричных

струйных сдвиговых течений идеальной жидкости со свободной поверхностью

в азимутальном магнитном поле. Ниже с использованием прямого метода Ляпунова
будет показано, что неравенство (3.7) является достаточным условием неустойчивости

точных стационарных решений (1.20) начально-краевой задачи (1.13)–(1.15) относитель-
но малых осесимметричных длинноволновых возмущений w′(t, z, ν), R′(t, z, ν), R′

1(t, z)
(см. (2.1)), причем экспоненциально растущее во времени возмущение будет отыскиваться
среди представителей подкласса (3.2), (3.3) последних. Это означает, что установившиеся
течения (1.20) считаются далее свободными от ограничения (3.1), а малые возмущения
(3.2), (3.3) — от требований (3.5).

Согласно сделанным предположениям интеграл E в (2.2), сохраняющийся, естествен-
но, не только на решениях смешанной задачи (2.1), но и на решениях начально-краевой
задачи (3.2), (3.3), будет иметь вид (3.10) с тем лишь исключением, что через T1 теперь

обозначен функционал

T1 ≡
+∞∫
−∞

1∫
0

w0w′R′
ν dν dz (4.1)

(существенно, что интеграл T1 в виде (4.1) уже не является знакоопределенным). Вири-
альное равенство (3.9) и основное уравнение (3.11) в данном случае также останутся в
силе.

Принимая во внимание отмеченные выше обстоятельства и полагая, что условие (3.7)
справедливо, из соотношения (3.11) можно получить дифференциальное неравенство

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2λ2M > 0 (4.2)

(λ — некоторая положительная постоянная). Интегрирование этого неравенства позволя-
ет, в свою очередь, получить следующую оценку снизу:

M(t) > (C3 cos λt + C4 sin λt) exp (λt) (4.3)

(C3, C4 — известные постоянные).
Так как функционал M (см. (3.8)) по определению неотрицателен, а в правой части

неравенства (4.3) содержатся ограниченные по абсолютной величине тригонометрические
функции, то соотношение (4.3) без потери общности может быть преобразовано к виду

M(t) > C5 exp (λt) (4.4)

(C5 — известная положительная постоянная).
Соотношение (4.4) показывает, что малые осесимметричные длинноволновые возму-

щения ξ(t, z, ν) (см. (3.2), (3.3)) точных стационарных решений (1.20) смешанной задачи
(1.13)–(1.15) нарастают со временем экспоненциально. Следует отметить, что на пара-
метр λ в неравенстве (4.4) не налагается никаких дополнительных ограничений. В этом
смысле обнаруженную неустойчивость можно истолковать как своего рода “прорыв” мел-
комасштабных возмущений, которые были ранее исключены из рассмотрения переходом
к длинноволновому приближению, в область исследуемых крупномасштабных движений
жидкости.

Далее строится пример установившихся течений (1.20) и наложенных на них малых
осесимметричных длинноволновых возмущений (3.2), (3.3), которые при выполнении со-
отношения (3.7) развиваются во времени в соответствии с найденной оценкой снизу (4.4).
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Изучаются стационарные осесимметричные струйные сдвиговые магнитогидродина-
мические течения идеальной жидкости

w0(ν) = a− ν, R0(ν) = ν, R0
1 = 1 (4.5)

(a > 1 — постоянная величина) в бесконечной полосе (3.25). Очевидно, что данные течения
принадлежат классу установившихся течений (1.20).

Если неравенство (3.7) истинно, то стационарные течения (4.5), (3.25) будут неустой-
чивы по отношению к малым осесимметричным длинноволновым возмущениям ξ(t, z, ν)
(см. (3.2), (3.3)) вида

ξ(t, z, ν) = α exp (σβt)
[
(σ2 − (1/2− ν)2)(cos γβt cos βz − sin γβt sin βz) +

+ 2σ(1/2− ν)(cos γβt sin βz + sin γβt cos βz)
]
/[σ2 + (1/2− ν)2]2. (4.6)

Здесь α — произвольная, а β — положительная постоянные, тогда как σ ≡√
(æ2 − h2

1)/2− 1/4, γ ≡ 1/2− a.

Непосредственной проверкой несложно убедиться, что функция ξ(t, z, ν) в (4.6) явля-
ется решением начально-краевой задачи (3.2), (3.3), а также удовлетворяет соотношениям
(3.9), (3.10) (с интегралом T1 в виде (4.1)) и (4.4). Кроме того, она может быть использова-
на в качестве примера Адамара [11], поскольку допускается некоторый произвол в выборе
величины β в показателе экспоненты в правой части выражения (4.6).

Учитывая определенную универсальность дифференциального неравенства (4.2), мож-
но надеяться на эффективность его применения при рассмотрении широкого круга задач

теории гидродинамической устойчивости.
Автор выражает благодарность А. М. Блохину и Б. А. Луговцову за внимание к ра-

боте.
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