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Решена задача о точечных и линейных ламинарных тепловых факелах при естественной
конвекции. С использованием степенных рядов получены рекуррентные соотношения,
которые вместе с начальными условиями представляют собой решения уравнений по-
граничного слоя в замкнутом виде для любого числа Прандтля, существующие в обла-
сти сходимости рядов. Начальные условия определяются максимальными значениями
температуры и скорости. Эти значения, а также значение радиуса сходимости ряда
получены численно при различных числах Прандтля, предложены функции их наилуч-
шего приближения. Проведено сравнение полученных решений с известными решени-
ями в замкнутом виде, подтвердившее справедливость предложенного подхода. Уста-
новлено, что область применимости уравнений не распространяется на бесконечность,
однако проведенные тесты показывают, что при использовании преобразования Эйле-
ра область сходимости может быть расширена. В случае точечных источников тепла
показано, что для всех чисел Прандтля ближайшая к нулю особая точка находится в
комплексной плоскости и, следовательно, решение в ней не имеет физического смысла.

Ключевые слова: тепловые факелы, степенные ряды, рекуррентные соотношения,
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Введение. Исследование ламинарной свободной конвекции в случаях точечного и ли-
нейного источников тепла имеет большое значение. В [1–4] отмечено, что первой работой,
посвященной изучению тепловых факелов, является работа [5]. В [5] показано, что факе-
лы развиваются самоподобным способом, а скорость и температура записываются через
безразмерные функции, которые могут быть определены из системы двух обыкновенных
дифференциальных уравнений. В [6] с использованием подобного подхода получены и чис-
ленно решены при числе Прандтля Pr = 0,7 два связанных дифференциальных уравнения.
Аналогичные подходы применялись в других работах для получения решения в замкнутой

форме при Pr = 5/9; 2 в случае линейных источников [7–10] и Pr = 1, 2 в случае точечных
источников [9–11]. Для точечных источников функциональная зависимость параметров те-
чения от расстояния от источника исследована в [12]. Случай линейных источников при
бесконечном Pr рассмотрен в [13, 14]. В работе [14] исследована также система при Pr ≈ 0.
Осесимметричные факелы, развивающиеся в области больших значений Pr, изучены в [15],
в [16, 17] рассмотрена область небольших чисел Грасгофа в случае линейных и точечных
источников тепла соответственно.

Ограниченность результатов обусловлена тем, что при больших значениях Pr необхо-
димо использовать численные методы для определения профилей скорости и температуры
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факелов [8. P. 75]. В [2, 9, 10] с помощью численных методов получены профили для раз-
личных чисел Прандтля. Однако расчеты с использованием данного подхода являются

трудоемкими, что не позволяет применять его для любых чисел Прандтля.
Для решения рассматриваемой задачи использовались различные методы приближен-

ных вычислений. В [3] с помощью переменной подобия рассмотрено координатное разло-
жение в случае линейных источников и выведено несколько первых членов ряда. В [18]
построены приближенные решения в замкнутом виде для осесимметричного случая. В [4]
получено разложение возмущения по Pr в замкнутом виде в окрестности известного реше-
ния в случае как линейного, так и точечного источников тепла.

Целью данной работы является получение полных решений с помощью разложения

в виде степенного ряда по переменной подобия. Используемый метод впервые применен
в классической работе [19] при исследовании потока вблизи пластины и цилиндра. Однако
в случае плавучих факелов этот метод использовался только в работе [3]. В данной работе
показано, что предлагаемый подход позволяет получить решение в замкнутой форме в
области, где ряд сходится. Единственным условием построения разложения в ряд явля-
ется наличие максимумов безразмерных значений температуры и скорости. Эти значения
получены численно при различных значениях Pr, кроме того, предложены функции их

наилучшего приближения.
1. Случай линейного источника. Ниже приведены результаты решения задачи о

естественной конвекции в случае линейного источника.
1.1. Вывод степенных рядов. В случае ламинарного линейного источника при наличии

естественной конвекции для приведения уравнений задачи к обыкновенным дифференци-
альным уравнениям применяются различные способы анализа подобия [2, 3, 7, 9, 10]. При
наиболее общем анализе не используются точные зависимости параметров течения от рас-
стояния от источника, но используется некоторое ограничение, чтобы определить их [2,
7, 10]. Тем не менее подход, применяемый в данной работе, аналогичен подходу, применен-
ному в работе [9], в которой зависимость решения от вертикальной координаты полагается
известной.

В выбранной системе координат ось z направлена вертикально вверх, ось y — вдоль

линейного источника, ось x — перпендикулярно осям y, z. В этом случае уравнения по-
граничного слоя имеют вид [9]

∂uL

∂x
+
∂wL

∂z
= 0; (1)

uL
∂wL

∂x
+ wL

∂wL

∂z
= ν

∂2wL

∂x2
+ θLβg; (2)

uL
∂θL
∂x

+ wL
∂θL
∂z

= κ
∂2θL
∂x2

, (3)

где w, u — компоненты скорости вдоль осей z, x соответственно; g — ускорение свобод-
ного падения; β — коэффициент объемного теплового расширения; κ — температуропро-
водность; ν — кинематическая вязкость жидкости; θ — превышение температуры над

температурой в дальней области; нижним индексом L отмечены величины, соответству-
ющие линейному источнику.

Интегрируя уравнения импульса (2) и энергии (3), получаем соответственно инте-
гральные равенства [9]

∞∫
−∞

w2
L dx = gβ

z∫
0

∞∫
−∞

θL dx dz, QL =

∞∫
−∞

cpρwLθL dx,
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где cp — удельная теплоемкость при постоянном давлении; ρ — плотность на бесконечно-
сти; QL — теплота, выделяющаяся из источника единичной длины в единицу времени.

Граничные условия имеют вид

x = 0: uL =
∂wL

∂x
=
∂θL
∂x

= 0, x→ ±∞: wL → 0, θL → 0.

Эти условия следуют из требования симметрии и условия затухания возмущения на гра-
нице пограничного слоя.

Переменная подобия определяется формулой

ηL = Gr
1/5
Lz

x

z
,

где GrLz — число Грасгофа, в случае линейного источника зависящее от расстояния от
источника z:

GrLz =
gβQLz

3

ρcpν3
.

Это позволяет принять для функции тока ψ и температурного превышения следующие
зависимости от переменной подобия:

ψL = νGr
1/5
Lz fL(ηL), θL =

1

Gr
1/5
Lz

QL

cpρν
hL(ηL), (4)

где f , h — функции ψ, θ соответственно в безразмерной форме (далее— функции скорости

и температуры). Подставляя уравнения (4) в (2), (3), получаем обыкновенные дифферен-
циальные уравнения (ОДУ)

5hL − f ′2L + 3fLf
′′
L + 5f ′′′L = 0; (5)

3 Pr (fLhL)′ + 5h′′L = 0, (6)

где штрихи обозначают производные по переменной подобия.Уравнение неразрывности (1)
автоматически выполняется в силу соотношений между ψ и скоростями

∂ψL

∂x
= wL,

∂ψL

∂z
= −uL.

Безразмерное уравнение энергии (6) может быть упрощено путем однократного интегри-
рирования с использованием граничных условий [2]:

3 Pr (fLhL) + 5h′L = 0. (7)

В новой параметризации граничные условия и интегральные ограничения записываются

в виде

ηL = 0: fL = f ′′L = h′L = 0, ηL → ±∞: f ′L → 0, hL → 0; (8)
∞∫

−∞

f ′LhL dηL = 1; (9)

∞∫
−∞

f ′2L dηL =
5

4

∞∫
−∞

hL dηL. (10)

Найдем решение в виде степенных рядов. Эти ряды можно выбрать в следующем

виде:

fL = ηn
L

∞∑
i=0

aiη
i
L, hL = ηm

L

∞∑
i=0

biη
i
L.
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Однако, как показано в [3], вычисления можно упростить, если предварительно провести
некоторый анализ. Из соотношения между θL и hL (4) следует, что hL(0) > 0, т. е. m = 0.
Из уравнения (4) также следует, что hL, так же как и θ, является четной функцией ηL.

Рассматривая разложения fL с учетом выражения wL = νGr
2/5
Lz z

−1f ′L, можно сделать
вывод, что функция f ′L, так же как и wL, является четной, следовательно, fL — нечетная

функция. Кроме того, так как wL(0) > 0, то fL(0) > 0 и n = 0. Следовательно, разложения
fL и hL могут быть записаны в виде

fL =
∞∑
i=0

a2i+1η
2i+1
L , hL =

∞∑
i=0

b2iη
2i
L . (11)

Подставляя (11) в (5), (7) и используя равенство Коши( ∞∑
i=0

aiη
i
)( ∞∑

j=0

bjη
j
)

=
∞∑
i=0

( i∑
j=0

ajbi−j

)
ηi, (12)

получаем следующие рекуррентные соотношения:

a2i+3 = −

b2i +
1

5

i∑
j=0

a2j+1a2i−2j+1(2i− 2j + 1)(6i− 8j − 1)

(2i+ 3)(2i+ 2)(2i+ 1)
,

b2i+2 = − 3 Pr

10(i+ 1)

i∑
j=0

a2i−2j+1b2j .

(13)

При выводе соотношений (13) использовалось математическое программное обеспечение
Maxima (версия 5.23.1).

Для начала итераций необходимы начальные условия

a1 = f ′L(0), b0 = hL(0).

Эти условия определяются максимальными значениями вертикальной составляющей ско-
рости и температуры.

1.2. Анализ результатов. Выбрав пробную функцию в виде A th (BηL), подставив ее
в (5), (7) и найдя A, B, Pr с использованием условия нормировки (9), можно получить ре-
шения в замкнутой форме для некоторых значений Pr. Эти решения приведены в табл. 1 [7,
9, 10]. С помощью математического программного обеспечения Mathematica (версия 7.0)
результаты, полученные с использованием рекуррентных соотношений (13), сравнивались
с результатами, полученными путем разложения в ряд Тейлора решений в замкнутой фор-
ме. Установлено, что в обоих решениях первые 500 членов, вычисленные таким образом,
совпадают.

С использованием графиков К. Домба и М. Ф. Сайкса, на которых представлены зави-
симости an+1/an и bn+1/bn от n

−1, проведено исследование расходимости рядов [20–23]. Эти
зависимости приведены на рис. 1 для случая Pr = 2. С использованием линейной регрессии
можно показать, что при Pr = 2 ряд расходится в окрестности значения ηL = (80/81)1/5π,

а при Pr = 5/9 — в окрестности значения ηL = (24/5)1/5π. Эти значения соответствуют
значениям, полученным из точных решений с учетом того, что разложения в ряд Тейлора
th η и sh η сходятся, только если аргумент меньше π/2.

Из рис. 1 следует, что в случае Pr = 2 особые точки решения находятся в комплексной
плоскости, поэтому решения в этих точках не имеют физического смысла [21]. Кроме того,
поскольку при n→∞ зависимость стремится к линейной, поведение решения определяется
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Та бли ц а 1

Аналитические решения, полученные для скорости и температурных функций
при некоторых значениях числа Прандтля в случае ламинарного линейного источника тепла
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Рис. 1. Графики К. Домба и М. Ф. Сайкса для степенных рядов функций ско-
рости (a) и температуры (б) в случае линейного источника при Pr = 2

главной особенностью. Следовательно, сходимость ряда может быть улучшена с помощью
преобразования Эйлера [22], которое в рассматриваемом случае имеет вид

εL =
ηL√

η2
L,sing + η2

L

(14)

(нижним индексом sing отмечено значение η, при котором ряд является сингулярным и
расходится).

На рис. 2,а,б показаны графики К. Домба и М. Ф. Сайкса для коэффициентов Ai

и Bi рядов, полученных с помощью преобразования Эйлера при Pr = 2. Неупорядочен-
ное распределение точек на рис. 2,а,б свидетельствует о том, что поведение двух новых
рядов непредсказуемо. Проверка показала, что начиная с некоторого момента члены выс-
шего порядка расходятся. В [22] отмечено, что в таких случаях желательно эти члены
отбросить. На рис. 2,в,г показаны зависимости fL и hL от ηL при Pr = 2, полученные с
использованием первых 25 членов разложения в ряд. Видно, что результаты, полученные
с помощью обрезанного эйлерова ряда, в основном мажорируются решением в замкнутой
форме. Установлено, что относительная погрешность между решением в замкнутой форме
и обрезанным степенным рядом Эйлера незначительна. Исключением являются значения
hL < 10−4.

Для функций th η и sh η при использовании параметра разложения e−ηL ряд сходится

при всех значениях ηL [24], но для некоторых рассматриваемых ОДУ прямое разложе-
ние по показательным функциям невозможно, так как граничное условие fL(0) = 0 не
выполняется. Однако можно разложить функции th η и sh η по параметру 1 − e−ηL . Это
обеспечит выполнение граничного условия независимо от числа использованных членов.
Результаты, полученные при такой параметризации для Pr = 2, показывают, что ряд
будет сходиться при всех возможных значениях η. Однако, поскольку никаких других ре-
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Рис. 2. Графики К. Домба и М. Ф. Сайкса для эйлеризованных степенных рядов
для fL (a) и hL (б) и зависимости fL(ηL) (в) и hL(ηL) (г) в случае линейного
источника при Pr = 2:
сплошная линия — решение в замкнутой форме, штриховая — решение, полученное с
помощью обрезанных эйлеризованных рядов

шений в замкнутой форме, включающих функции th η и sh η, не было получено, в данной
работе использовались преобразования Эйлера.

Построение решения с использованием рекуррентных соотношений (13) возможно,
только если известны значения Pr, a1, b0. Поэтому дальнейший анализ проводился с по-
мощью численных методов. Прежде всего нужно было определить значения a1 и b0 при
0,01 6 Pr 6 100,00. Поскольку радиус сходимости полученного ряда конечен, начальные
условия не могли быть получены путем прямого интегрирования разложения степенного

ряда. Поэтому они были определены численно.
Использовался алгоритм, предложенный в [9]. Связанные ОДУ (5), (7) решались при

постоянном значении hL(0), в то время как значение f ′L(0) изменялось до тех пор, пока
не было выполнено условие (10). Затем проверялось соответствие возможных решений
граничным условиям (8). Результаты показали, что допустимы два численных решения.
В одном из этих решений скорость стремится к нулю из области отрицательных значе-
ний (снизу), а в другом — из области положительных значений (сверху). Первое решение
обеспечивало стремление к нулю на границе пограничного слоя и горизонтальной, и вер-
тикальной скоростей, в то время как во втором решении только вертикальная скорость
обращается в нуль в этой области [25]. Поскольку экспериментальные данные о том, что
значение wL должно быть отрицательным на любой стадии, отсутствуют, было сохране-
но только решение, в котором вертикальная скорость стремится к нулю сверху. Проверка
правильности вычислений была проведена путем сравнения результатов со значениями,
приведенными в работе [9]. Для этих результатов, показанных на рис. 3,а,б, с использова-
нием нелинейной регрессии построены аппроксимирующие зависимости

a1 = 0,819 + 0,034 22 log Pr − 4,861 · 10−3 log2 Pr + 3,939 · 10−4 log3 Pr; (15)
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Рис. 3. Зависимости величин f ′
L(0) (a) и hL(0) (б) от числа Прандтля Pr и

зависимость ηL,sing от Pr в диапазонах 0,01 6 Pr 6 100,00 (в) и 0,01 6 Pr 6
1,00 (г) в случае линейного источника:
точки — результаты расчетов, линии — функции наилучшего приближения

b0 = 0,427 + 0,1655 log Pr + 0,036 71 log2 Pr + 6,718 · 10−3 log3 Pr +

+ 9,161 · 10−4 log4 Pr + 9,456 · 10−5 log5 Pr + 7,271 · 10−6 log6 Pr (16)

(логарифм берется по основанию e). Установлено, что максимальное различие результатов
численных расчетов, полученных в данной работе, и результатов, полученных с помощью
функций наилучшего приближения, составляет менее 2 %.

После того как были определены начальные условия, с использованием первых 20 000
членов ряда вычислялись значения ηL,sing как функции Pr для построения графиков
К. Домба и М. Ф. Сайкса, линейная регрессия применялась к последним 5000 членам (см.
рис. 3,в). В рассматриваемом диапазоне сингулярности находятся в комплексной плос-
кости, что позволяет применить преобразование Эйлера в форме (14), чтобы расширить
область сходимости ряда. Для упрощения этого подхода по полученным точкам была по-
строена аппроксимирующая зависимость

η−2
L,sing =


0,066 32 + 0,024 88 log Pr + 8,428 · 10−3 log2 Pr +

+ 1,845 · 10−3 log3 Pr + 1,571 · 10−4 log4 Pr, 0,01 6 Pr 6 1,00,

0,029 79 + 0,036 23 Pr − 1,572 · 10−4 Pr2 +

+ 1,524 · 10−6 Pr3 − 5,903 · 10−9 Pr4, 1 6 Pr 6 100.

(17)

На данном этапе, используя степенной ряд (11), можно получить решения в замкнутой
форме для уравнений пограничного слоя. Прежде всего требуется определить начальные
значения из (15), (16) и подставить их в рекуррентные соотношения (13), чтобы полу-
чить необходимое число членов. При этом может быть получено решение в замкнутом
виде. Чтобы расширить область применимости ряда, можно использовать преобразование
Эйлера (14), где величина η2

L,sing вычисляется из (17).



П. С. Фарруджа, А. Микалеф 71

hL á

5 1510 20

0,1

0,2

0,3

0

0,4

nL

fL à

5 1510 20

0,2

0,6

0,4

0,8

0

1,0

nL

0

Рис. 4. Зависимости безразмерных скорости f ′
L (a) и температуры hL (б) от

автомодельной переменной в случае линейного источника:
сплошная линия — результаты численного расчета, штриховая — результаты, полу-
ченные с использованием обрезанных эйлеризованных рядов

Для проверки алгоритма рассмотрен случай точечного источника в воздухе при

Pr = 0,7. На рис. 4 приведены результаты численных расчетов и результаты, полученные
с использованием рекуррентных соотношений (13) с начальными функциями (15)–(17) для
безразмерных скорости и температуры. Для определения f ′L использовалось пять членов
эйлеризованного степенного ряда, для определения hL — восемь членов. Из рис. 4 следует,
что в большей части исследованного диапазона результаты численных и аналитических

расчетов согласуются. Различие результатов наблюдается при ηL > 5 и является след-
ствием использования аппроксимирующих зависимостей (15)–(17).

2. Случай точечного источника. Ниже приведены результаты решения задачи о
естественной конвекции в случае точечного источника.

2.1. Вывод степенного ряда. В случае ламинарных точечных источников тепла урав-
нения задачи выводятся так же, как и в случае линейных источников. В цилиндрических
координатах уравнения пограничного слоя имеют вид [9]

∂ (rwP )

∂z
+
∂(rvP )

∂r
= 0; (18)

wP
∂wP

∂z
+ vP

∂wP

∂r
= gβθP +

ν

r

∂

∂r

(
r
∂wP

∂r

)
,

wP
∂θP
∂z

+ vP
∂θP
∂r

=
κ
r

∂

∂r

(
r
∂θP
∂r

)
,

(19)

где z — координата на оси, направленной вертикально вверх; r — расстояние от источни-
ка; w, v — скорости в направлениях z, r соответственно; нижним индексом P отмечены

величины, соответствующие точечному источнику тепла. Из (19) получаем интегральные
соотношения

∞∫
0

w2
P 2πr dr = gβ

z∫
0

∞∫
0

θP 2πr dr dz, QP = cpρ

∞∫
0

θPwP 2πr dr,

где QP — поток тепла через горизонтальную плоскость в единицу времени. Для системы
уравнений (18), (19) граничные условия имеют вид

r = 0: vP =
∂wP

∂r
=
∂θP
∂r

= 0, r →∞: wP → 0, θP → 0.

В этом случае выражения для переменной подобия, функции тока и превышения темпера-
туры принимают форму

ηP = Gr
1/4
Pz

r

z
, ψP = νzfP (ηP ), θP =

QP

2πcpρνz
hP (ηP ),



72 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2014. Т. 55, N-◦ 5

где GrPz — число Грасгофа в случае точечного источника:

GrPz =
gβQP z

2

2πcpρν3
.

При использовании функции ψ, определяемой формулами

1

r

∂ψP

∂x
= wP ,

1

r

∂ψP

∂z
= −vP ,

уравнение неразрывности (18) выполняется тождественно, при этом уравнения (19) при-
нимают вид

f ′′′P

ηP
+
fP − 1

ηP

(f ′P
ηP

)′
+ hP = 0; (20)

(ηPh
′
P )′ + Pr(fPhP )′ = 0. (21)

Решения уравнений (20), (21) удовлетворяют интегральным равенствам

∞∫
0

f ′PhP dηP = 1,

∞∫
0

f ′2P
ηP

dηP =

∞∫
0

hP ηP dηP

и граничным условиям

ηP = 0:
fP

ηP
−
f ′P
2

=
(f ′P
ηP

)′
= h′P = 0, ηP →∞:

f ′P
ηP
→ 0, hP → 0.

Проинтегрировав уравнение энергии (21), с учетом граничных условий получаем

ηPh
′
P + Pr fPhP = 0. (22)

Аналогично случаю линейного источника разложения функций для скорости и темпе-
ратуры могут быть представлены в следующем виде:

fP =
∞∑
i=0

c2i+2η
2i+2
P , hP =

∞∑
i=0

d2iη
2i
P . (23)

Подставляя (23) в (20), (22) и используя равенство Коши (12), получаем рекуррентные
соотношения

c2i+4 = −

d2i + 4
i−1∑
j=0

c2j+4c2i−2j(j + 2)(j + 1)

8(i+ 1)2(i+ 2)
, d2i = −Pr

2i

i−1∑
j=0

d2jc2i−2j

с начальными условиями

c2 = f ′′P (0)/2!, d0 = hP (0).

2.2. Анализ результатов. В случае ламинарных точечных тепловых факелов можно
определить решения в замкнутой форме, полагая fP = AηP (1+Bη2

P )−1 [9–11]. Эти решения
приведены в табл. 2. Используя данные результаты, можно провести сравнение значений,
полученных с использованием представления решения в виде степенного ряда, с соответ-
ствующими значениями, полученными при разложении решений в замкнутой форме в ряд
Тейлора. Эти значения согласуются для всех 500 членов, которые были вычислены.
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Таб ли ц а 2

Аналитические решения, полученные для скорости и температуры
при некоторых значениях числа Прандтля в случае ламинарного точечного источника тепла

Pr fP hP

1
η2

P

2(1 + η2
P /12)

2
3(1 + η2

P /12)3

2
√

5 η2
P

4(1 +
√

5 η2
P /16)

5
4(1 +

√
5 η2

P /16)4

c2n+2/c2n à á
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Рис. 5. Графики К. Домба и М. Ф. Сайкса для степенных рядов скорости (a)
и температуры (б) в случае точечного источника при Pr = 1

Дальнейшее исследование полученного ряда проведено для случая Pr = 1. Результаты
вычисления показывают, что решения расходятся при ηP,sing =

√
12 (рис. 5). Это ожида-

емый результат, поскольку разложение точного решения соответствует биномиальному
ряду, который сходится в том случае, если аргумент меньше единицы.

При Pr = 1 значение ηP,sing соответствует тому, что особенности находятся в ком-
плексной плоскости и, следовательно, не имеет физического смысла [21]. Таким образом,
используя преобразование Эйлера в виде

εP = ηP /
√
η2
P + η2

P,sing , (24)

можно расширить область сходимости ряда. Фактически применение (24) при Pr = 1 дает
решение в замкнутом виде (см. табл. 2).

При определении решения для других значений числа Прандтля использовалось ма-
тематическое программное обеспечение Mathematica (версия 5.23.1), найдены первые 50
ненулевых членов для произвольных значений Pr, c2, d0. Сравнение соседних членов по-
казало, что они имеют разные знаки. Это означает, что и все последующие члены будут
знакопеременными [21], кроме того, наиболее близкими особенностями являются комплекс-
ные, следовательно, использование эйлерова преобразования должно улучшить сходимость
степенных рядов.

Чтобы определить начальные условия для рекуррентных соотношений, нужно исполь-
зовать численные методы. Применяемый алгоритм подобен алгоритму для линейных ис-
точников [9]. Различие заключается в том, что использовалось несколько первых членов
рекуррентного соотношения. Это позволяло начать интегрирование уравнений при ηP > 0.
Такая процедура необходима, поскольку уравнение (20) имеет слабую особенность в на-
чале координат. Так же как в случае линейного источника, возможны два решения, ко-
торые удовлетворяют граничным условиям, при этом для одного решения величина wP
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Рис. 6. Зависимости величин 2c2 (a) и d0 (б) от числа Прандтля Pr и зависи-
мость η−2

P,sing от Pr в диапазонах 0,01 6 Pr 6 100,00 (в) и 0,01 6 Pr 6 1,00 (г)
в случае точечного источника:
точки — результаты расчетов, линии — функции наилучшего приближения

стремится к нулю на бесконечности сверху, а для другого — снизу. Однако в отличие
от результатов, полученных в случае линейных источников, в обоих решениях на грани-
це пограничного слоя горизонтальные и вертикальные составляющие скорости стремят-
ся к нулю. Экспериментальные данные, указывающие на существование отрицательных
значений вертикальной составляющей скорости, отсутствуют. Поэтому решения с wP < 0
были отброшены. Результаты расчетов, полученные при 0,01 6 Pr 6 100,00, показаны на
рис. 6,а,б. С использованием нелинейной регрессии построена аппроксимирующая кривая,
найдены функции, аппроксимирующие данные с относительной погрешностью, не превы-
шающей 2 %:

2c2 = 0,9982 + 0,1767 log Pr − 1,603 · 10−3 log2 Pr + 2,937 · 10−4 log3 Pr +

+ 1,445 · 10−4 log4 Pr − 3,793 · 10−5 log5 Pr,

d0 =



2,31 · 10−4 + 0,7920 Pr − 0,2361 Pr2 +

+ 0,1612 Pr3 − 0,050 73 Pr4, 0,01 6 Pr 6 1,00,

0,1070 + 0,5755 Pr − 3,613 · 10−3 Pr2 +

+ 1,727 · 10−4 Pr3 − 5,010 · 10−6 Pr4 + 8,737 · 10−8 Pr5 −
− 8,948 · 10−10 Pr6 + 4,950 · 10−12 Pr7 − 1,140 · 10−14 Pr8, 1 6 Pr 6 100.

С использованием процедуры, описанной для случая линейных источников, опреде-
лены значения η2

P,sing при различных значениях числа Прандтля. На рис. 6,в приведены
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Рис. 7. Зависимости безразмерных скорости (a) и температуры (б) от автомо-
дельной переменной:
сплошная линия — результаты численного расчета, штриховая — результаты, полу-
ченные с использованием обрезанных эйлеризованных рядов

результаты расчетов η2
P,sing для функции наилучшего приближения

η−2
P,sing =



8,3197 · 10−2 + 4,764 · 10−2 log Pr +

+ 2,020 · 10−2 log2 Pr + 6,410 · 10−3 log3 Pr +

+ 1,136 · 10−3 log4 Pr + 8,038 · 10−5 log5 Pr, 0,01 6 Pr 6 1,00,

2,433 · 10−2 + 5,659 · 10−2 Pr +

+ 1,369 · 10−3 Pr2 − 7,901 · 10−5 Pr3 +

+ 2,920 · 10−6 Pr4 − 6,761 · 10−8 Pr5 +

+ 9,781 · 10−10 Pr6 − 8,578 · 10−12 Pr7 +

+ 4,167 · 10−14 Pr8 − 8,597 · 10−17 Pr9, 1 6 Pr 6 100.

Следует отметить, что главная особенность является мнимой величиной и, следовательно,
не имеет физического смысла. Таким образом, для расширения области сходимости ряда
можно использовать преобразование Эйлера. На рис. 7 приведены безразмерные значения
скорости и температуры, полученные с использованием функций наилучшего приближе-
ния и рекуррентных соотношений, выведенных в данном пункте, а также результаты чис-
ленных расчетов для случая, когда сплошная среда представляет собой воздух с Pr = 0,7.
Для безразмерной скорости использовалось пять членов обрезанного эйлеризованного ряда,
в то время как для безразмерной температуры — восемь членов. Необходимость исполь-
зования большего количества членов для улучшения соответствия отсутствовала.

Заключение. С использованием степенных рядов, коэффициенты которых могут

быть определены с помощью рекуррентного соотношения, получены аналитические реше-
ния уравнений пограничного слоя в случаях ламинарных линейных и точечных источников

тепла в приближении Буссинеска. Существование и единственность таких решений следу-
ют из теоремы Коши — Ковалевской [26], при этом область ее применимости ограничена
радиусом сходимости степенного ряда.

С использованием метода интегрирования, описанного в [9], численно получены на-
чальные условия для различных значений Pr. Анализ результатов показал, что можно
построить аппроксимирующую кривую, задаваемую функциями наилучшего приближе-
ния, предложенными в настоящей работе. Использование начальных условий с рекуррент-
ными соотношениями обеспечивает получение решения дифференциальных уравнений в

замкнутой форме в области, где степенной ряд сходится.
Показано, что при использовании преобразования Эйлера возможно расширение об-

ласти сходимости степенного ряда. Определено значение автомодельной переменной, при



76 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2014. Т. 55, N-◦ 5

котором ряд расходится, получены функции наилучшего приближения. Установлено, что
наиболее близкие к нулю особые точки в рассматриваемой области Pr расположены в

комплексной плоскости и, следовательно, не имеют физического смысла [21]. В случае то-
чечного источника обнаружено, что первые 50 ненулевых коэффициентов ряда являются
знакопеременными независимо от значения Pr. Это означает, что наиболее близкая к ну-
лю особая точка всегда будет находиться в комплексной плоскости [21]. Это позволяет
предположить, что с использованием преобразования Эйлера можно расширить область
сходимости ряда.

Справедливость предложенной схемы проверена для частного случая Pr = 0,7. Срав-
нение результатов численных и аналитических расчетов показывает, что с использованием
небольшого количества членов степенного ряда можно достичь их хорошего соответствия.
Использование большего количества членов для улучшения сходимости нецелесообразно,
поскольку в этом случае эйлеризованный ряд расходится.
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