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Рассмотрена модель динамики и нагрева сгустка плазмы в магнитном поле в двухтемпе-
ратурном приближении. На основе неявной разностной схемы типа предиктор-корректор
проведено численное моделирование разлета плазменного облака во внешнем магнитном
поле и выполнена оценка влияния этого поля на динамику разлета.
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Введение. В экспериментах по нагреву и удержанию плазмы в многопробочной маг-
нитной системе на установке ГОЛ-3 быстрого нагрева плазмы можно достигнуть, исполь-
зуя релятивистский пучок электронов. Эксперименты показали, что нагрев электронной
компоненты плазмы происходит в условиях развитой ленгмюровской турбулентности, по-
давляющей электронную теплопроводность. При этом наблюдается быстрый нагрев ионов
плазмы до температуры, сравнимой с электронной. Этот нагрев можно объяснить не
электрон-ионными столкновениями [1, 2], а коллективным характером ускорения ионов
под действием градиента электронного давления плазмы. Для исследования описанного
выше механизма быстрой передачи энергии от электронов к ионам в работах [3, 4] с ис-
пользованием различных численных методов проведено моделирование динамики двухком-
понентной плазмы в гидродинамическом одномерном приближении. Результаты расчетов
и экспериментов показывают, что движение плазмы в этих условиях сопровождается воз-
никновением нелинейных волн большой амплитуды. Это потребовало разработки специ-
ального численного метода [4, 5], устойчивого в широком диапазоне параметров плазмы и
обладающего достаточной точностью для решения подобного класса задач.

В настоящей работе предложена уточненная двумерная модель для описания движения

одножидкостной двухтемпературной плазмы с учетом эффектов тепло- и электропровод-
ности, термосилы и сил трения при столкновениях ионов с электронами. Для численного
решения задач магнитной гидродинамики в одномерном и многомерном приближениях

в [5, 6] предложена неявная разностная схема типа предиктор-корректор. Ниже дано ее
обобщение на случай двухтемпературной плазмы. Решена задача о разлете горячего плаз-
менного сгустка начальной сферической формы под воздействием гидродинамических сил

и магнитного поля. На этом этапе исследования пренебрегалось влиянием диссипативных
эффектов, но допускалось, что значения ионной и электронной температур в начальный
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момент времени могут различаться. Исследовано влияние внешнего магнитного поля и
начального распределения температур на характеристики движения плазмы в широком

диапазоне их значений.
Физико-математическая модель. Рассматривается задача о распространении

плотного плазменного облака во внешнем магнитном поле. В начальный момент облако
плазмы предполагается сферическим с параметрами (давление, плотность или температу-
ра), значения которых на несколько порядков превышают фоновые значения. Под воздей-
ствием гидродинамического и магнитного давлений это облако начинает расширяться по

фоновой плазме. Течение полагается осесимметричным и моделируется как распростра-
нение плазменного облака в некотором объеме при наличии внешнего магнитного поля. В
магнитогидродинамическом приближении система уравнений переноса плазмы содержит

уравнения неразрывности, движения, магнитного поля, теплового баланса для электронов
и ионов и в векторной форме имеет вид [6]

∂n

∂t
+ div (nv) = 0, min

dv

dt
= −∇p+

1

c
(j ×B),

1

γ − 1
n
dTi

dt
+ pi div v = − div qi +

3me

miτe
(pe − pi),

1

γ − 1
n
dTe

dt
+ pe div v = − div qe +

j2

σ
+
j2⊥
σ⊥

+
1

en
j ·RT −

3me

miτe
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(1)

∂B

∂t
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( j
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×B

)
− c

en
(∇n×∇T )− c

e
rot

RT

n
− c rot

( j

σ
+

j⊥
σ⊥

)
.

Здесь d/dt = ∂/∂t + (v · ∇); t — время; n, v — плотность и скорость плазмы; Te, Ti —
температуры электронов и ионов; B — вектор магнитного поля; c — скорость звука; e —
заряд электрона;me,mi — массы электрона и иона; qi, qe — ионный и электронный потоки

тепла, задаваемые соотношениями

qi = −κi∇ Ti − κi
⊥∇⊥Ti +

5

2

cpi

eB
(h×∇Ti),

qe = −κe∇ Ti − κe
⊥∇⊥Ti −

5

2

cpe

eB
(h×∇Te) + 0,71peu − 3

2

pe

ωeτe
(h× u);

h = B/B — единичный вектор вдоль магнитного поля; κi = 3,9piτi/mi, κe = 3,16peτe/me,

κi
⊥ = 2piTe/(miω

2
i τi), κe

⊥ = 4,66pe/(meω
2
eτe) — продольные и поперечные коэффициен-

ты теплопроводности для ионов и электронов; j = (c/(4π)) rot B — плотность тока;
ωi,e = eB/(mi,ec) — циклотронные частоты электронов и ионов; a = h(a · h), a⊥ =
h×(a×h) — параллельная и перпендикулярная магнитному полю компоненты вектора a;

u = − 1

en
j; τe =

3,5 · 104

λ/10

T
3/2
e

n
, τi =
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λ/10

√
mi

2mp

T
3/2
i

n
— “время между столкновениями”

электронов и ионов; σ1 = 9 · 1012/(λ/10); σ = 1,96σ1T
3/2
e , σ⊥ = σ1T

3/2
e — коэффициенты

электропроводности; λ — кулоновский логарифм: λ = 23,4− 1,15 lg n+ 3,45 lg Te при Te 6

50 эВ, λ = 25,3−1,15 lg n+2,3 lg Te при Te > 50 эВ; RT = −0,71n∇ Te−
3

2

n

ωeτε
(h×∇Te) —

термосила.
Система уравнений (1) замыкается уравнением состояния в виде

pe = nTe, pi = nTi, p = pe + pi (2)

и соотношением

div B =
1

r

∂

∂r
(rBr) +

∂Bz

∂z
= 0. (3)
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Будем полагать, что течение симметрично относительно угловой координаты, т. е.
∂/∂ϕ = 0. Решение уравнений не зависит от угловой координаты, однако содержит все
компоненты скорости и магнитного поля по направлениям цилиндрической системы коор-
динат z, r и ϕ.

Для удобства численного моделирования и анализа результатов уравнения (1) запи-
шем в безразмерном виде, задавая в качестве безразмерных параметров длину L, ско-
рость U0, магнитное поле B0, плотность плазмы n0, температуру T0. В качестве искомых
функций выберем плотность плазмы, компоненты скорости, ионное и электронное давле-
ния, компоненты магнитного поля. Тогда в цилиндрической системе координат систему
уравнений (1)–(3) можно представить в безразмерном виде
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Здесь
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;
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⊥
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⊥

n0LU0
;

d1 = shϕhr + ψhz; d2 = shϕhz − ψhr; d3 = sh2
r;

d4 = shrhz + ψhϕ; d5 = shzhr − ψhϕ; d6 = sh2
z; s = 0,71;

ψ0 = ψ(jzhϕ − jϕhz); ψ1 = ψ(jϕhr − jrhϕ);

j0 = jrhr + jϕhϕ + jzhz; j1 = sj0;

κi,e
rr = h2

rκi,e + κi,e
1 ; κi,e

zz = h2
zκi,e + κi,e

1 ;

κi,e
rz = hrhzκi,e

1 ∓ κi,e
0 hϕ; κi,e

zr = hrhzκi,e
1 ± κi,e

0 hϕ;

κi,e
1 = ki,e

1 κi,e
⊥ ; κi,e

2 = ki,e
2 κi,e; κi,e

0 = γϕ(κi,e
2 − κi,e

1 ); κi,e = T
5/2
i,e ; κi,e

⊥ =
n

BT
1/2
i,e

;

a1 = jhr + ψ0; a2 = j1hz + ψ1; b1 = −j1hr + ψ0; b2 = −j1hz + ψ1;

µrr = σ1(k1h
2
r − 1); µϕϕ = σ1(k1h

2
ϕ − 1); µzz = σ1(k1h

2
z − 1);

µrϕ = k1σ1hϕhr; µrz = k1σ1hrhz; µϕz = k1σ1hϕhz.

Краевые условия задаются следующим образом. В начальный момент времени во всей
расчетной области, за исключением плазменного облака диаметром d, задавались фоновые
значения плазмы

n = 1, vr = 0, vϕ = 0, vz = 0,

pe = pe,нач, pi = pi,нач, Br = 0, Bϕ = 0, Bz = 1,
(5)

а в плазменном облаке при
√
r2 + z2 6 d — фоновые значения

n = nобл, vr = 0, vϕ = 0, vz = 0,

pe = pe,обл, pi = pi,обл, Br = 0, Bϕ = 0, Bz = 1.
(6)

Как правило, расчеты проводились в течение времени, пока возмущения от облака
не достигали границ (в противном случае на этих границах задавались мягкие краевые
условия — условия вытекания). Решение задачи находилось для верхней полуплоскости,
поэтому в силу симметрии задачи на оси r = 0 задавались условия

∂n

∂z
= vr = vϕ =

∂vz

∂z
=
∂pe

∂z
=
∂pi

∂z
=
∂Br

∂z
= Bϕ =

∂Bz

∂z
= 0. (7)
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Решение уравнений (4) с краевыми условиями (5)–(7) находилось численно по разност-
ной схеме предиктор-корректор [5] с расщеплением по пространственным направлениям
и специальным расщеплением одномерных операторов по физическим процессам. Кратко
остановимся на принципах построения этой схемы для системы уравнений (4) в отсут-
ствие диссипативных членов. Представим систему уравнений (4) в дифференциальном
виде в консервативной форме

∂U

∂t
= W , W = −

2∑
j=1

∂Wj

∂xj
(8)

(U , Wj —векторы искомых функций и потоков в направлении xj ; x1 = z, x2 = r), затем
запишем ее в недивергентном виде, разрешенном относительно вектора искомых функ-
ций f :

∂f

∂t
+

2∑
j=1

Bj
∂f

∂xj
= 0. (9)

Здесь f = (n, vz, vr, vϕ, pe, pi, Bz, Br, Bϕ)т; Bj — дифференциальные матричные операторы

по каждому пространственному направлению. Введем расщепление одномерных матрич-
ных операторов на сумму матриц более простой структуры Bj = B1

j +B2
j таким образом,

чтобы разностная схема для расщепленных уравнений

∂f

∂t
+Bi

j
∂f

∂xj
= 0 (i, j = 1, 2)

реализовывалась эффективными алгоритмами (например, скалярными прогонками для
каждой компоненты вектора f), а дополнительные члены вида Bl

j · Bs
j (s 6= l), возникаю-

щие вследствие расщепления, имели минимальное число ненулевых элементов [5]. Тогда
систему уравнений (9) можно представить в виде

∂f

∂t
+

2∑
j=1

2∑
i=1

Bi
jf = 0,

где в цилиндрической системе координат (x1 = z, x2 = r) матрицы Bi
j равны

B1
1 =



1

r

∂

∂r
rvr 0 0 0 0 0 0 0 0

0 vr
∂

∂r
0 0

k0

n

∂

∂r

k0

n

∂

∂r
0

MBϕ

rn

∂

∂r
r

MBz

n

∂

∂r

0 0 vr
∂

∂r
0 0 0 0 0 0

0 0 0 vr
∂

∂r
0 0 0 0 0

0
γpe

r

∂

∂r
r 0 0 0 0 0 0 0

0
γpi

r

∂

∂r
r 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 Bϕ
∂

∂r
0 0 0 0 0 0 0

0 Bz
∂

∂r
0 0 0 0 0 0 0



,



126 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2007. Т. 48, N-◦ 3
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Аппроксимируем первые производные ∂/xj разностными операторами Λj с поряд-

ком O(hk
j ). Введем разностные операторы Bl

jhΛj = Bl
j + O(hk

j ), аппроксимирующие со-

ответствующие дифференциальные операторы с порядком k. Тогда при α = 0,5 + O(τ)
разностная схема типа предиктор-корректор

fn+1/8 − fn

τα
+B1

1hΛ1f
n+1/8 = 0,

fn+1/4 − fn+1/8

τα
+B2

1hΛ1f
n+1/4 = 0,

fn+3/8 − fn+1/4

τα
+B1

2hΛ2f
n+3/8 = 0, (10)

fn+1/2 − fn+3/8

τα
+B1

2hΛ2f
n+1/2 = 0,

Un+1 − Un

τ
+

2∑
j=1

ΛjW
n+1/2
jh = 0

аппроксимирует исходные уравнения (8) в дивергентной форме с порядком O(τ2+hk
1 +hk

2).
Структура расщепленных матриц Bl

j выбрана таким образом, чтобы система разностных

уравнений (10), как и в схеме [6], на каждом дробном шаге могла быть решена скалярными

прогонками для каждой компоненты вектора fn+l/8(путем исключения других компонент
вектора из этого уравнения). Заметим, что в схеме (10) число скалярных прогонок по
каждому пространственному направлению не превышает числа исходных уравнений. На
этапе корректора схема реализуется явно. Из линейного анализа устойчивости следует,
что при заданном выше выборе расщепления разностная схема (10) абсолютно устойчива.
Расчеты подтвердили теоретические оценки устойчивости, что позволило при проведе-
нии численных экспериментов варьировать параметры схемы (шаги сетки по времени и
пространству) и физические параметры задачи в широком диапазоне их значений.

Результаты численного моделирования.По разностной схеме (10) проведены рас-
четы задачи о распространении облака плазмы. В силу симметрии задачи рассчитывалась
только 1/4 области. В первой серии расчетов в области r0 =

√
r2 + z2 6 0,1 в начальный

момент задан скачок давления pe,обл = pi,обл = 103pнач, превышающий фоновое на три
порядка. Изучалось распространение облака плазмы с течением времени при различных
значениях магнитного поля (различных значениях MA), начальных ионной и электронной
температур. Численное решение находилось по схеме (10) при весовом параметре α = 0,505
на расчетных сетках, содержащих 100, 200 узлов по каждому пространственному направ-
лению. На рис. 1 показан разлет плазмы в момент времени t = 0,3 при различных значени-
ях nобл. Под действием начального градиента давления облако начинает расширяться, при
этом формируются две волны плотности. Внутри облака образуется область с понижен-
ной плотностью (порядка плотности фоновой плазмы) и давлением на несколько порядков
ниже давления фоновой плазмы. Чем меньше nобл, тем быстрее происходит разлет плазмы
и уменьшается ее плотность в центре области.

В последующих расчетах было изучено влияние магнитного поля на распространение

облака плазмы при различных значенияхMA.Магнитное поле направлено вдоль оси z, как
следствие градиент магнитного давления направлен по радиусу, что должно приводить
к сжатию облака плазмы в радиальном направлении. На рис. 2 показан разлет плазмы в
момент времени t = 0,2 при nобл = 1000 и различных значениях MA. Видно, что с воз-
растанием магнитного поля (увеличением MA) разлет плазмы в радиальном направлении
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Рис. 1. Распределения плотности (а, в, д) и электронного давления (б, г, е) при
различных значениях nобл (t = 0,3; MA = 0):
а, б — nобл = 1000; в, г — nобл = 100; д, е — nобл = 10

становится меньше, чем в продольном направлении, при M2
A = 30 он практически пре-

кращается, облако разделяется на две части, которые разлетаются вдоль оси z. При этом
амплитуды плотности и давления значительно возрастают, а скорость разлета в направ-
лении оси z не зависит от магнитного поля. На рис. 3 показан разлет плазмы в момент
времени t = 0,15 при M2

A = 5 и различных значениях nобл. Видно, что чем больше значе-
ние nобл, тем медленнее происходит разлет плазмы и уменьшается ее плотность в центре
области.

В следующей серии расчетов исследовалось влияние неоднородных начальных рас-
пределений электронной и ионной температур на распространение плазменного облака

в фоновую плазму. Поскольку уравнения движения и магнитного поля зависят только от
полного давления или суммы электронной и ионной температур (см. (2)), а не от их отдель-
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Рис. 2. Распределения плотности (а, в, д) и электронного давления (б, г, е) при
различных значениях MA (t = 0,2; nобл = 1000):
а, б — M2

A = 5; в, г — M2
A = 15; д, е — M2

A = 30

ных значений, основные закономерности движения облака плазмы также зависят лишь от
суммарных значений этих температур. Распределение магнитного поля представлено на
рис. 4.

Из рис. 4 следует, что в центре облака возникает магнитная яма. Время выравни-
вания ионной и электронной температур в облаке плазмы при их различных начальных

распределениях существенно зависит от параметра k = k00n/σ, т. е. от “времени между
столкновениями” электронов. При k00 = 8,2 это время составляет 0,2, и при t > 0,2 плаз-
ма может рассматриваться как одножидкостная и однотемпературная. На рис. 5 показано
распределение электронной и ионной температур на радиальной оси (z = 0) в зависимо-
сти от параметра k00. Видно, что чем больше k00, тем быстрее происходит выравнивание
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Рис. 3. Распределения плотности (а, в, д) и электронного давления (б, г, е) при
различных значениях nобл (t = 0,15; M2

A = 5):
а, б — nобл = 1000; в, г — nобл = 100; д, е — nобл = 10

электронной и ионной температур, после чего плазма может рассматриваться как одно-
жидкостная и однотемпературная.

Результаты проведенных расчетов правильно передают физику исследуемого явления,
качественно и количественно согласуются с результатами, полученными в эксперименте
и численных расчетах [1–5, 8].

Теоретический анализ и проведенные расчеты позволяют сделать вывод об эффек-
тивности предложенного численного алгоритма и созданного на его основе программного

инструментария. Это дает возможность применять его для решения более сложных за-
дач о распространении плазмы в магнитном поле с учетом эффектов теплопроводности и

конечной проводимости плазмы.
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