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Рассматривается влияние совокупности последовательных и одновременных импульс-
ных нагрузок на прогиб и напряжения ледяного покрова жидкости. Анализируется вли-
яние глубины водоема, толщины пластины, режима нагружения импульсами и рассто-
яния между ними на высоту изгибно-гравитационной волны и изгибающие напряжения
в пластине.
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Одним из способов разрушения ледяного покрова является его подрыв. Для увеличе-
ния области разрушения часто используется несколько зарядных устройств, расположен-
ных на определенном расстоянии друг от друга и приводимых в действие одновременно

либо поочередно. Поэтому большой интерес представляет задача об использовании интер-
ференции изгибно-гравитационных волн, распространяющихся от различных источников
нагрузки на ледяной покров [1].

Поведение ледяного покрова под действием ударной нагрузки активно изучается на

протяжении последних десятилетий (см., например, работы [2, 3] и библиографию к ним).
Обзор исследований волнообразования в ледяном покрове и поведения на волнах очень

больших плавающих структур (very large floating structure (VLFS)) содержится в рабо-
те [4]. Среди последних работ, посвященных изучению воздействия ударного импульса на
ледяной покров, отметим работы [5–9]. Наряду с исследованиями импульсной нагрузки на
бесконечную пластину изучаются изгибно-гравитационные колебания упругой пластины
конечных размеров, подвергаемой периодической нагрузке [10–12].

В настоящей работе решается задача о прогибе вязкоупругой пластины, вызванном
несколькими одновременными или последовательными импульсными нагрузками, точки
приложения которых расположены на определенном расстоянии друг от друга.

1. Рассматриваемая задача является плоской. Пусть на поверхности идеальной несжи-
маемой жидкости плавает бесконечная вязкоупругая ледяная пластина, которая сначала
находится в состоянии равновесия, а затем в моменты времени t1, t2, . . . , tn нагружает-
ся ударными импульсами Y1, Y2, . . . , Yn. Рассматривается нечетное количество импульсов,
точки приложения которых находятся на расстоянии l друг от друга. Начало системы
координат совмещено с точкой приложения импульса Yi, расположенного в середине ряда
импульсов Y1, Y2, . . . , Yn (в частном случае, если импульс одиночный, начало координат
совмещено с точкой приложения этого импульса), ось Ox находится на невозмущенной по-
верхности раздела пластина — жидкость, ось Oz направлена вверх. Движение жидкости
полагается потенциальным, а ее плотность — равной ρ2.
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Согласно работам [13, 14] для льда принимается закон деформирования линейной
упругозапаздывающей среды Кельвина — Фойгта.

По аналогии с работой [2] полагается, что для описания прогиба ледяной пластины
можно использовать метод суперпозиции ее волновых возмущений, вызванных нагруже-
нием ударными импульсами Y1, Y2, . . . , Yn, приложенными в точках x1, x2, . . . , xn. В этом
случае дифференциальное уравнение малых колебаний плавающей пластины записывает-
ся в виде(Gh3
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где G = 0,5E/(1 + ν) — модуль упругости льда при сдвиге; E — модуль упругости льда

при растяжении и сжатии; ν — коэффициент Пуассона льда; h(x), ρ1(x) — толщина и

плотность льда соответственно; τK — время релаксации деформаций льда, или “время
запаздывания” [13, 14]; w(x, t) — прогиб ледяной пластины, вызванный ударными им-
пульсами Y1, Y2, . . . , Yn; Φ(x, z, t) — функция потенциала скорости жидкости, удовлетво-
ряющая уравнению Лапласа ∆Φ = 0; Y0δ(x− xr)δ(t− tr) — функция ударного импульса,
приложенного в точке xr в момент времени tr; δ(x), δ(t) — дельта-функции Дирака; g —
ускорение свободного падения. В дальнейшем величины ρ1, h полагаются постоянными.
В качестве расчетных величин модуля сдвига G и плотности пластины ρ1 следует при-
нимать их приведенные значения, определяемые как интегральные величины по толщине
пластины.

Начальные условия для функции w(x, t) являются однородными:

w(x, 0) = ẇ(x, 0) = 0.

Линеаризованное кинематическое условие на поверхности раздела лед — вода имеет вид
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Граничное условие на дне водоема для функции потенциала скорости жидкости Φ(x, z, t)
записывается в виде

∂Φ

∂z

∣∣∣
z=−H

= 0, (1.3)

где H = H1 − b; H1 — глубина водоема; b = ρ1h/ρ2 — глубина погружения льда при

статическом равновесии.
2. При аналитическом решении задачи полагается, что функции w(x, t), Φ(x, z, t) удо-

влетворяют необходимым условиям для применения к ним преобразования Фурье по пере-
менной x:

wF(γ, t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

exp (−i(γx))w(x, t) dx,

ΦF(γ, z, t) =
1√
2π

+∞∫
−∞

exp (−i(γx))Φ(x, z, t) dx.

Аналогично [7, 8, 13] применим к уравнению (1.1) преобразование Фурье с использо-
ванием условий (1.2), (1.3), в результате получаем следующее уравнение второго порядка
для трансформанты wF:

ẅFm(γ) + ẇFk(γ) + wFc(γ) = −
n∑

r=1

Y0 exp (−ixrγ)√
2π

δ(t− tr), (2.1)
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Используя преобразование Лапласа и однородные начальные условия, из уравнения (2.1)
для функции wF получаем
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После применения обратного преобразования Фурье искомая функция w(x, t) записы-
вается в виде

w(x, t) =
n∑

r=1

1

π

∞∫
0

Y0wrF cos (γ(x− xr)) dγ. (2.2)

Для вычисления изгибающих напряжений используется формула

σ(x, t) = −2Gh
(∂2w(x, t)

∂x2
+ τK

∂3w(x, t)

∂t ∂x2

)
. (2.3)

3. Вычисления по формулам (2.2), (2.3) проводились при следующих значениях па-
раметров ледяной пластины и водоема: ρ2 = 1000 кг/м3, ρ1 = 900 кг/м3, ν = 1/3,
E = 5 · 109 Н/м2, h = 0,5÷ 2,5 м, H = 1÷ 500 м, τK = 0,69 с, Y0 = 5 · 104 Н/м2. Значение
времени релаксации τK выбиралось в соответствии с экспериментальными данными [15].

Рассматриваются следующие режимы нагружения импульсами Y1, Y2, . . . , Yn:
— последовательный (импульсы активизируются в последовательности их располо-

жения Y1, Y2, . . . , Yn);
— последовательно-встречный (в начальный момент активизируются импульсы, рас-

положенные по краям ряда Y1 и Yn, затем — Y2 и Yn−1, и так далее, последним активизи-
руется импульс, находящийся в середине ряда импульсов);

— одновременный (в начальный момент времени активизируются все импульсы

Y1, Y2, . . . , Yn);
— одиночный (один импульс активизируется в начальный момент времени).
Для расчета временно́го интервала между импульсами при последовательном и

последовательно-встречном режимах используется формула

T = l/u, (3.1)

где u — предполагаемая скорость распространения наибольшего прогиба изгибно-
гравитационной волны в ледяном покрове.

На рис. 1 показаны прогибы ледяной пластины при различных режимах нагружения
тремя импульсами для глубины водоема H = 5 м и толщины ледяного покрова h = 0,5 м.
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Рис. 1. Зависимость прогибов ледяной пластины от координаты x при H = 5 м,
h = 0,5 м и различных режимах нагружения:
а–в — нагружение тремя импульсами: а — последовательный режим (x1 = −30 м,
t1 = 0; x2 = 0, t2 = 4,29 c; x3 = 30 м, t3 = 8,58 c); б — последовательно-встречный
режим (x1 = −30 м, t1 = 0; x2 = 0, t2 = 4,29 c; x3 = 30 м, t3 = 0); в — одновременный

режим (x1 = −30 м, x2 = 0, x3 = 30 м, t1 = t2 = t3 = 0); г — нагружение одиночным

импульсом (x1 = 0, t1 = 0); 1 — t = 0,1 c; 2 — t = 1 c; 3 — t = 5 c; 4 — t = 10 c

В предположении, что в условиях мелкой воды скорость изгибно-гравитационной волны
приближенно равна u =

√
gH [3, 13], временной интервал между срабатыванием ударных

импульсов для последовательного и последовательно-встречного режимов рассчитывается
по формуле (3.1).

Анализ рис. 1 показывает, что при последовательном и последовательно-встречном ре-
жимах нагружения прогибы ледяного покрова больше, чем в случае одновременного режи-
ма. Это обусловлено тем, что при последовательном и последовательно-встречном режимах
(см. рис. 1,а,б) каждый последующий импульс прикладывается к заданной точке пластины
приблизительно в тот момент, когда этой точки достигает подошва наибольшего прогиба
изгибно-гравитационной волны. Таким образом, каждый последующий импульс приводит
к увеличению амплитуды прогиба ледяной пластины. Это подтверждается модельными
экспериментами [1]. Анализ поведения прогиба ледяного покрова при одновременном режи-
ме нагружения (см. рис. 1,в) показывает, что с течением времени изгибно-гравитационные
волны, распространяющиеся от каждого источника импульса, гасят друг друга, при этом
абсолютная величина прогиба сопоставима с величиной прогиба в случае нагружения оди-
ночным импульсом (см. рис. 1,г).
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Рис. 2. Зависимость высоты изгибно-гравитационной волны от координаты x
при H = 5 м, h = 0,5 м и различных режимах нагружения:
1–3 — нагружение пятью импульсами: 1 — последовательный режим (t1 = 0, t2 = 4,29 c,
t3 = 8,57 c, t4 = 12,86 c, t5 = 17,14 c); 2 — последовательно-встречный (t1 = t5 = 0,
t2 = t4 = 4,29 c; t3 = 8,57 c); 3 — одновременный режим (t1 = t2 = t3 = t4 = t5 = 0);
штриховая линия — нагружение одиночным импульсом (x1 = 0, t1 = 0)

Очевидно, что с течением времени t прогиб пластины w(x, t) в любой точке x достига-
ет наибольшего и наименьшего значений. Разность наибольшего и наименьшего значений
прогиба w(x, t) в заданной точке x будем называть высотой изгибно-гравитационной вол-
ны в точке x и обозначать M(x).

На рис. 2 при H = 5 м и h = 0,5 м представлены зависимости M(x) для последо-
вательного, последовательно-встречного и одновременного режимов срабатывания пяти
ударников, расположенных в точках x1 = −60 м, x2 = −30 м, x3 = 0, x4 = 30 м, x5 = 60 м.
Для сравнения показана высота изгибно-гравитационной волны в случае одиночного им-
пульса, приложенного в момент t1 = 0 в точке x1 = 0 (штриховая линия на рис. 2).
Временной интервал между срабатыванием ударных импульсов для случаев последова-
тельного и последовательно-встречного нагружения рассчитывался по формуле (3.1) при
u =

√
gH.

На рис. 2 видно, что по сравнению с одновременным режимом срабатывания удар-
ных импульсов последовательный и последовательно-встречный режимы приводят к уве-
личению высоты изгибно-гравитационной волны M(x) более чем в четыре раза. Высота
волны M(x) достигает максимальных значений в точках приложения последних импуль-
сов для последовательного (x = 60 м) и последовательно-встречного режимов (x = 0). При
этом величинаM(0) для последовательно-встречного режима больше, чем величинаM(60)
для последовательного режима. В случае одновременного срабатывания пяти импульсов
максимальная высота волны сравнима с высотой волны в случае нагружения одиночным

импульсом, а воздействие импульса распространяется на более широкую область.

Проанализируем влияние скорости u в формуле для расчета временного интерва-
ла (3.1) на максимальную высоту волны M∗ при воздействии пяти импульсов, точки
приложения которых расположены на расстоянии друг от друга l = 30 м (x1 = −60 м,
x2 = −30 м, x3 = 0, x4 = 30 м, x5 = 60 м).
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Рис. 3. Зависимость максимальной высоты изгибно-гравитационной волны M∗
от скорости u для последовательного (1, 2) и последовательно-встречного (3, 4)
режимов нагружения при h = 0,5 м и различных значениях H:
1, 3 — H = 5 м, 2, 4 — H = 100 м

Рис. 4. Зависимости скорости u∗ (1–3), u = umin (4–6), u =
√

gH (7) от глубины
водоема H:
1, 4 — h = 2 м, 2, 5 — h = 1 м, 3, 6 — h = 0,5 м

На рис. 3 при h = 0,5 м приведены значения высоты волны M∗ = M(60) для по-
следовательного режима нагружения (кривые 1, 2) и M∗ = M(0) для последовательно-
встречного режима (кривые 3, 4). Видно, что при любых значениях скорости u в случае
последовательно-встречного режима высота волны больше, чем в случае последователь-
ного режима. Это подтверждается модельными экспериментами [1]. Путем выбора ско-
рости u наибольшее значение высоты изгибно-гравитационной волны в случае глубокой
воды можно существенно увеличить по сравнению со случаем мелкой воды. Заметим, что
кривые 1, 2 (последовательный режим) имеют более четко выраженные максимумы, чем
кривые 3, 4 (последовательно-встречный режим). В случае h = 0,5 м эти максимальные
значения имеют место при u ≈

√
gH для мелкой воды и при u ≈ umin для глубокой во-

ды (umin = 2(Dg3/(27ρ2))
1/8 — минимальная фазовая скорость изгибно-гравитационных

волн ледяного покрова для водоема большой глубины [3, 13]; D = Eh3/(12(1 − ν2)) —
цилиндрическая жесткость пластины (при h = 0,5 м и E = 5 · 109 Н/м2 umin ≈ 12,3 м/с)).

Обозначим через u∗ значение скорости u распространения наибольшего прогиба

изгибно-гравитационной волны, соответствующее наибольшему значению M∗ при после-
довательном режиме. Очевидно, что величина u∗ должна зависеть от параметров ледяного
покрова и глубины водоема.

На рис. 4 представлены зависимости скоростей u∗, u = umin, u =
√

gH от глубины

водоема H при различной толщине ледяного покрова h. Видно, что в случае мелкой во-
ды высота волны достигает максимума при значениях u, на 10 ÷ 20 % превышающих

значение u =
√

gH (это подтверждают модельные эксперименты [1]), в случае глубокой
воды — при u ≈ umin. Таким образом, для увеличения высоты изгибно-гравитационной
волны при использовании последовательного (или последовательно-встречного) режима
активации импульсных нагрузок временной интервал T между импульсами необходимо
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Рис. 5. Зависимость максимальной высоты волны M∗ от расстояния между точ-
ками приложения импульсов l при h = 0,5 м и различных режимах активации
пяти импульсов:
1, 4 — последовательно-встречный режим, 2, 5 — последовательный режим, 3, 6 —
одновременный режим; 1–3 — u = umin, H = 100 м, 4–6 — u =

√
gH, H = 5 м

рассчитывать с учетом скорости распространения этой волны u ≈ (1,1 ÷ 1,2)
√

gH для

мелкой воды и u = umin для глубокой воды. Заметим, что зависимости u∗(H) на рис. 4
соответствуют значениям критических скоростей перемещения постоянной нагрузки по

ледяному покрову [3, 13].

На рис. 5 для h = 0,5 м приведена зависимость максимальной высоты волны M∗ от
расстояния между точками приложения импульсов l при различных режимах активации
пяти импульсов для u = umin, H = 100 м (кривые 1–3) и u =

√
gH, H = 5 м (кри-

вые 4–6). Максимальные значения высоты волны M∗ при последовательном (кривые 2, 5)
и последовательно-встречном режимах (кривые 1, 4) вычисляются в точках приложения
последних импульсов, при одновременном режиме (кривые 3, 6) — в точке приложения

импульса, расположенного в середине ряда импульсов. Как следует из рис. 2, сложно вы-
делить точку x, в которой высота волны принимает наибольшее значение при одновре-
менном режиме, поэтому для результатов, представленных на рис. 5, при одновременном
режиме использовалось значение высоты волны в одной из точек локального максимума,
а именно в точке приложения импульса, расположенного в середине ряда импульсов.

Анализ рис. 5 показывает, что изгибно-гравитационная волна в ледяном покрове тол-
щиной h = 0,5 м достигает наибольшей высоты, в случае если расстояние между точ-
ками приложения импульсов l 6 1 м. При этом выбор режима не влияет на максималь-
ный прогиб ледяного покрова. Для малых расстояний между импульсами (при h = 0,5 м
1 м < l < 3 м для мелкой воды, 1 м < l < 5 м для глубокой воды) высота волны в случае
одновременного и последовательно-встречного режимов одна и та же и превышает высоту
волны в случае последовательного режима. При увеличении расстояния между импульса-
ми последовательный режим становится сопоставимым с последовательно-встречным, в
то время как одновременный режим менее эффективен, по крайней мере, в тех случаях,
когда расстояние между точками приложения импульсов l не равно длине волны.

На рис. 5 видно, что высота волны в случае последовательно-встречного режима на-
гружения больше, чем в случае одновременного режима, при всех l, за исключением об-
ласти малых расстояний l, в которой высота волны при указанных режимах одинакова.
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Рис. 6. Зависимость критического расстояния между точками приложения им-
пульсов l∗ от толщины ледяного покрова h при различной глубине водоема:
1 — H = 500 м, 2, 6 — H = 100 м, 3 — H = 25 м, 4, 7 — H = 5 м, 5 — H = 1 м; штрихо-
вые кривые — минимальные значения l∗, при которых наибольшее значение S(x) для
последовательно-встречного режима нагружения пятью импульсами превышает наи-
большее значение S(x) для одновременного режима более чем на 5 %

Выберем значение l∗ таким образом, чтобы при l > l∗ максимальное значение высоты
изгибно-гравитационной волны M∗ при последовательно-встречном режиме превышало

аналогичное значение для одновременного режима более чем на 5 %. На рис. 6 представ-
лена зависимость расстояния l∗ от толщины ледяного покрова h при различной глубине
водоема. Видно, что для множества всех значений h и l в области, лежащей выше кри-
вых 1–5 на рис. 6, высота изгибно-гравитационной волны при последовательно-встречном
режиме больше, чем при одновременном режиме. В области, лежащей ниже кривых 1–5,
максимальная высота волны при указанных режимах примерно одинакова. Назовем эту
область областью применимости одновременного режима. Из рис. 6 следует, что в случае
большой глубины водоема H данная область расширяется при увеличении толщины ледя-
ного покрова h. В случае малых глубин водоема H при любой толщине ледяного покрова h
область применимости одновременного режима ограничена малыми расстояниями l между
точками приложения импульсов.

Рассмотрим поведение изгибающего напряжения σ(x, t) в точках, соответствующих
максимальной высоте волны M∗. Из формул (2.2), (2.3) следует, что при τK 6= 0

σ(x, t)
t→tr−→∞. Однако численные расчеты показывают, что несобственный интеграл

∞∫
0

σ(x, t) dt является сходящимся для любого конечного числа импульсов, приложенных

к пластине. Поэтому для анализа влияния нескольких импульсов на изгибающие напря-
жения вводится интегральный показатель напряжений в пластине

S(x) =

∞∫
0

|σ(x, t)| dt,
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Рис. 7. Зависимость интегрального показателя напряжения S от координаты x
в пластине при H = 5 м, h = 0,5 м и различных режимах нагружения тремя
импульсами, расположенными в точках x1 = −30 м, x2 = 0, x3 = 30 м:
1 — одновременный режим (t1 = t2 = t3 = 0); 2 — последовательно-встречный (t1 =
t3 = 0, t2 = 4,29 c); 3 — последовательный режим (t1 = 0, t2 = 4,29 c, t3 = 8,57 c)

при вычислении которого сначала суммируются все изгибающие напряжения в пластине,
полученные в результате воздействия нескольких импульсов, а затем находится несоб-
ственный интеграл от абсолютного значения полученной величины.

На рис. 7 приведены зависимости S(x) для трех импульсов, приложенных к пластине
в точках x1 = −30 м, x2 = 0, x3 = 30 м, при глубине водоема H = 5 м и толщине ле-
дяного покрова h = 0,5 м. Временной интервал между последовательным воздействием
импульсов рассчитывался по формуле (3.1) при u =

√
gH. Видно, что при последователь-

ном и последовательно-встречном режимах нагружения напряжения в пластине в два раза
больше, чем при одновременном приложении импульсов. В точках приложения импульсов,
соответствующих максимальным значениям высоты волны M∗, интегральный показатель
напряжений S(x) также принимает максимальные значения.

Анализ влияния глубины водоема, толщины ледяного покрова и режима приложе-
ния импульсов на зависимость S(x) показывает, что наибольшие значения интегрально-
го показателя изгибающих напряжений S(x), так же как высоты волны, имеют место
при последовательно-встречном режиме нагружения. При этом диапазон значений па-
раметра l, в котором величина S(x) при одновременном режиме нагружения принима-
ет такие же большие значения, как при последовательно-встречном режиме, ограничи-
вается малыми расстояниями между точками приложения импульсов. Это подтверждает
рис. 6, где показаны минимальные значения l∗, при которых наибольшее значение S(x) при
последовательно-встречном режиме приложения пяти импульсов превышает аналогичное
значение для одновременного режима более чем на 5 % (кривые 6, 7 для H = 100, 5 м
соответственно).

На рис. 8 показаны зависимости максимальных высоты волны M∗ и интегрального
показателя S∗ от глубины водоема H при последовательно-встречном режиме воздействия
пяти импульсов, расположенных на расстоянии друг от друга l = 30 м. Видно, что уве-
личение глубины водоема от значения H = 5 м до значения H = 100 м приводит к суще-
ственному (почти в два раза) увеличению высоты волны, однако практически не влияет
на изгибные напряжения в ледяном покрове.
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Рис. 8. Зависимости максимальной высоты волны M∗ (а) и максимального
показателя изгибных напряжений в пластине (б) от глубины водоема H при

различных значениях толщины ледяного покрова:
1 — h = 0,5 м; 2 — h = 1 м; 3 — h = 2 м

Заметим, что увеличение мощности одиночного импульса приводит к увеличению из-
гибного напряжения в точке приложения нагрузки, при этом в непосредственной окрест-
ности данной точки величина изгибного напряжения может превысить предел прочности

льда на изгиб и вызвать разрушение пластины, однако область разрушения будет незна-
чительной.

4. Полученные результаты подтверждают предположения, сделанные в работе [1],
о том, что последовательный и последовательно-встречный режимы импульсных нагрузок
позволяют увеличить амплитуду прогиба ледяного покрова и изгибное напряжение в нем

по сравнению с одновременным режимом воздействия импульсов. Однако это возможно
только в случае, если расстояние между точками приложения импульсов больше неко-
торого значения l∗, зависящего от глубины водоема и толщины ледяного покрова. Если
расстояние между точками приложения импульсов меньше l∗, то высота волны и изги-
бающие напряжения при одновременном режиме принимают такие же значения, как при
последовательно-встречном режиме.

Максимальных значений высота волны и изгибающие напряжения достигают в точ-
ках приложения импульсов, причем при последовательном и последовательно-встречном
режимах наибольшие значения этих параметров имеют место в точках приложения по-
следних импульсов.

Для оптимизации использования последовательного и последовательно-встречного ре-
жимов временные интервалы между импульсами должны рассчитываться по формуле (3.1)
при значении скорости u ≈ (1,1 ÷ 1,2)

√
gH для мелкой воды или u ≈ umin для глубокой

воды. Высота волны и изгибающие напряжения при последовательно-встречном режиме
нагружения больше, чем при последовательном режиме.

Увеличение глубины водоема хотя и приводит к увеличению высоты изгибно-
гравитационной волны в точках приложения импульсов, но не вносит существенных из-
менений в изгибающие напряжения в ледяном покрове.
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