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В акустическом приближении получены решения задачи об отражении ступенчатой
волны давления в линейно сжимаемом флюиде от плоской границы пористой среды
бесконечной протяженности, насыщенной тем же флюидом. На основе аналитических
решений выполнен численный анализ с целью выявления особенностей отраженной и
проникающей волн в зависимости от пористости и проницаемости пористого полупро-
странства.
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Введение. Вопросы волновой динамики насыщенных пористых сред вызывают инте-
рес начиная с работ Я. Френкеля и М. Биота [1, 2]. В работах [3–6] развита теория волн для
случая, когда в пористой среде содержатся неоднородности в виде трещин или сферических
включений. В [7] впервые показано, что в некоторых насыщенных флюидом средах особен-
ности распространения продольных волн в значительной мере определяются межфазным

теплообменом. Взаимодействие ударных волн, распространяющихся в газе, с насыщенной
пористой перегородкой конечной толщины изучалось в работах [8, 9]. Отметим также ряд
исследований волновой динамики насыщенных пористых сред применительно к проблемам

геоакустики и механизмов интенсификации добычи нефти [10–15]. Большинство теорети-
ческих работ посвящено дисперсионному анализу или поиску численных решений исходной

системы уравнений насыщенных сред. В данной работе для предельной ситуации, а имен-
но для случая несжимаемого скелета пористой среды, удалось построить аналитические
решения, описывающие взаимодействие ступенчатой волны давления с пористой стенкой.

Основные уравнения и их решение. Рассмотрим процесс отражения плоской од-
номерной волны давления в линейно сжимаемом флюиде от плоской границы с пористой

и проницаемой средой, насыщенной тем же флюидом. Скелет пористой среды будем пола-
гать несжимаемым.Координатная ось направлена перпендикулярно фронту волны, начало
(x = 0) координат находится на плоскости границы. Тогда уравнения движения в области
чистого флюида (x < 0) и в пористой среде (x > 0) можно записать в виде [16]
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Здесь u — скорость (в области пористой среды — скорость фильтрации); p — возмущения

давления; ρ0 — плотность газа; m, k — пористость и проницаемость пористой среды; C —
скорость звука во флюиде; µ — вязкость флюида. Считаем, что в исходном состоянии в
пористой среде флюид неподвижен и давление однородно:

u = 0, p = 0 (x > 0, t 6 0).

Пусть в момент времени t = 0 на поверхность пористой среды со стороны чисто-
го флюида падает волна давления; p(0)(t) — закон изменения возмущения давления на

поверхности стенки. Тогда для скорости движения флюида под действием этой волны в
рамках линейной теории имеет место соотношение

u(0)(t) = p(0)(t)/(ρ0C). (2)

После достижения (в момент времени t = 0) фронтом волны поверхности x = 0 в зоне
чистого флюида формируется отраженная волна:

p(r) = p(r)(t + x/C), u(r) = −p(r)(t + x/C)/(ρ0C). (3)

Поэтому суммарные возмущения давления и скорости в этой зоне (x < 0) при t > 0 могут
быть записаны в виде

p = p(0)(t− x/C) + p(r)(t + x/C), u = [p(0)(t− x/C) + p(r)(t + x/C)]/(ρ0C). (4)

На рис. 1 схематично представлена волновая картина, реализующаяся при отражении
ударной волны от проницаемой перегородки бесконечной толщины.

Из уравнений (1) следует, что в области пористой среды возмущения давления p(g)

и скорости u(g) связаны соотношением

u(g)(x, t) = −m

ρ0

t∫
0

∂p(g)(x, t′)

∂x
e(t′−t)/tv dt′, tv =

ρ0k

mµ
. (5)

В процессе взаимодействия волны давления с границей возмущения давления и ско-
рости флюида со стороны чистого флюида (с левой границы) и со стороны флюида, нахо-
дящегося в пористой среде (с правой границы), должны быть равны. Тогда для границы
x = 0 при t > 0 справедливы соотношения

P (t) = p(0)(t) + p(r)(t) = p(g)(0, t), U(t) = u(0)(t) + u(r)(t) = u(g)(0, t),

2p(0)

0

p(0)

x

p

t>0
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I II

Рис. 1. Волновая картина при отражении ударной волны от проницаемой среды:
I — чистый флюид; II — пористая среда
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где P (t), U(t) — суммарные возмущения давления и скорости на границе x = 0. Отсюда
с учетом (2)–(5) получаем

2p(0) − P (t) = ρ0CU(t), U(t) = −m

ρ0

t∫
0

∂p(g)(0, t′)

∂x
e(t′−t)/tv dt′. (6)

Из уравнений (1) для p(g) следует уравнение

∂2p(g)

∂t2
+

1

tv

∂p(g)

∂t
= C2 ∂2p(g)

∂x2
,

решение которого, удовлетворяющее начальным и граничному условиям

p(g) = 0,
∂p(g)

∂t
= 0 (x > 0, t = 0), p(g) = P (t) (x = 0, t > 0),

может быть получено методом преобразования Лапласа в виде [17]

p(g)(t, x) =
1
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( ∞∫
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P (t′) e−λt′ dt′
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Ctv
. (7)

Отсюда получаем
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∂x
= − 1

2πi
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)
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Подставляя (8) в правую часть выражения для U(t) из (6), имеем

U(t) =
m

2πiρ0

t∫
0

[ ∞∫
0
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)
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]
e(t′′−t)/tv dt′′. (9)

Изменим в (9) порядок интегрирования, а именно запишем

U(t) =
m e−t/tv

2πiρ0

∞∫
0

[ σ+i∞∫
σ−i∞

( t∫
0

et′′(λ+1/tv) dt′′
)
k(λ) e−λt′ dλ

]
P (t′) dt′. (10)

Тогда выражение (10) можно представить в виде

U(t) =
m

ρ0C

∞∫
0

( 1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

ϕ(λ) eλ(t−t′) dλ
)
P (t′) dt′, ϕ(λ) =

√
λtv

1 + λtv
. (11)

Используя очевидное равенство

1

2πi

σ+i∞∫
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ϕ(λ) eλ(t−t′) dλ = − ∂

∂t′
1

2πi

σ+i∞∫
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ϕ(λ) eλ(t−t′) dλ

λ
, (12)

интеграл, находящийся под знаком производной по t′ в правой части (12), вычислим по
известной формуле [18]
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λ
=
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e−ρt I0(rt) + 2β

t∫
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e−ρτ I0(rτ) dτ
)
H(t), (13)
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H(t) =

{
0, t < 0,
1, t > 0,

ρ = α + β, r = α− β,

где H(t) — функция Хевисайда; I0(z) — функция Бесселя мнимого аргумента. В рассмат-
риваемом случае 2α = 1/tv и β = 0, поэтому

1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

ϕ(λ) eλ(t−t′) dλ

λ
= e−(t−t′)/(2tv) I0

(t− t′

2tv

)
H(t− t′). (14)

Подставляя (14) в правую часть (12), из (11) получим

U(t) =
m

ρ0C

t∫
0

e−(t−t′)/(2tv)

2tv

[
I1

(t− t′

2tv

)
− I0

(t− t′

2tv

)]
P (t′) dt′ +

m

ρ0C
P (t). (15)

Подставляя (15) в первое уравнение из (6), для P (t) получим следующее интегральное
уравнение Вольтерры второго рода типа свертки:

2p(0)(t)− (1 + m)P (t) = m

t∫
0

e−(t−t′)/(2tv)

2tv

[
I1

(t− t′

2tv

)
− I0

(t− t′

2tv

)]
P (t′) dt′. (16)

Если в интеграле произвести замену переменной z = (t− t′)/(2tv), то интегральное урав-
нение (16) примет вид

2p(0)(t)− (1 + m)P (t) = m

t/(2tv)∫
0

[I1(z)− I0(z)] e−z P (t− 2ztv) dz. (17)

Для функции Iν(z) имеет место разложение

Iν(z) =
∞∑

k=0

(z/2)2k+ν

Γ(k + ν + 1)k!
. (18)

Отсюда при z → 0 имеем

I0(0) = 1, I1(z) ≈ z/2.

Тогда из интегрального уравнения (17) предельным переходом при t→ 0 получим

P (0) = 2p(0)(0)/(1 + m).

Пусть при t→∞ амплитуда падающей волны имеет конечный предел p(0)(∞). Тогда
в интегральном уравнении (17), переходя к пределу при t→∞, имеем

2p(0)(∞)− (1 + m)P (∞) = m

∞∫
0

[I1(z)− I0(z)] e−z P (∞) dz. (19)

Учитывая, что

[I1(z)− I0(z)] e−z = [e−z I0(z)]′, I0(z) =
ez

√
2πz

[1 + O(1/z)], z →∞,

из (19) получаем

P (∞) = 2p(0)(∞).
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Уравнение (16) в общем виде представляет собой линейное интегральное уравнение
Вольтерры второго рода типа свертки с ядром

K(t− t′) = e−(t−t′)/(2tv)
[
I1

(t− t′

2tv

)
− I0

(t− t′

2tv

)]
.

Применяя для уравнения (16) преобразование Лапласа, получим

(1 + m)P̃ (λ) = 2p̃(0) − m

2tv
K̃(λ)P̃ (λ), P̃ (λ) =

∞∫
0

P (t) e−λt dλ,

p̃(0) =

∞∫
0

p(0)(t) e−λt dλ, K̃(λ) = 2tv

∞∫
0

[
I0

( t

2tv

)
e−t/(2tv)

]′
e−λt dt.

(20)

Интегрируя по частям, ядро интегрального уравнения представим в виде

K̃(λ) = 2tv

[
λ

∞∫
0

I0

( t

2tv

)
e−(1/(2tv)+λ)t dt− 1

]
.

Используя формулу [18]
∞∫
0

In(αz) e−βz dz =
(β −

√
β2 − α2 )n

αn
√

β2 − α2
,

для K̃(λ) окончательно можно записать соотношение

K̃(λ) = 2tv(ϕ(λ)− 1). (21)

Используя (21), на основе (20) для P̃ (λ) получаем

P̃ (λ) =
2p̃(0)

1 + mϕ(λ)
. (22)

Пусть падающая волна является ступенчатой: p(0)(t) = p(0) = const. Тогда вместо (22)
можно записать

P̃ (λ) =
2p(0)

[1 + mϕ(λ)]λ
.

Отсюда, переходя к обратному преобразованию Лапласа, получим решение уравнения (16)

P (t) =
p(0)

πi

σ+i∞∫
σ−i∞

eλt dλ

[1 + mϕ(λ)]λ
. (23)

Для вычисления этого интеграла подынтегральную функцию представим в виде

[1 + mϕ(λ)]−1 = A(λ)−B(λ),

A(λ) = 1 +
m2λtv

1 + (1−m2)λtv
, B(λ) = m

√
λtv(1 + λtv)

1 + (1−m2)λtv
.

Тогда выражение для P (t) можно записать следующим образом:

P (t) = 2p(0)(J1 − J2), J1 =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

A(λ) eλt

λ
dλ, J2 =

1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

B(λ) eλt

λ
dλ. (24)
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При этом для первого интеграла нетрудно получить выражение

J1 = 1 +
m2 e−γt/tv

1−m2
, (25)

где γ = 1/(1−m2). Второй интеграл представим в виде

J2 =
m2

1−m2

1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

√
λtv(1 + λtv)

(λtv + γ)λtv
eλt dλtv.

Отсюда, используя формулу (13), находим

J2 =
m

1−m2

[
e−t/(2tv) I0

( t

2tv

)
− m2

1−m2
e−γt/tv

t/tv∫
0

e(γ−1/2)τ I0

(τ

2

)
dτ

]
. (26)

Подставляя выражения для J1 и J2 из (25) и (26) в (24), получим следующее представление
решения (23):

P (t) = 2p(0)
[
1 +

m2 e−γt/tv

1−m2
− m e−t/(2tv)

1−m2
I0

( t

2tv

)
+

m3 e−γt/tv

(1−m2)2

t/tv∫
0

e(γ−1/2)τ I0

(τ

2

)
dτ

]
. (27)

На основе решения (27) можно получить асимптотическое решение P (t) при t → 0
(t� tv). Для этого надо найти первые два члена ряда Маклорена этой функции:

P (t) = P (0) + P ′(0)t + o(t), P (0) = 2p(0)/(1 + m). (28)

Из (27) нетрудно получить

P ′(0) =
p(0)m

(1 + m)2tv
. (29)

Подставляя (29) в (28), получим асимптотику решения P (t) при t→ 0 (t� tv):

P (t) =
2p(0)

1 + m

(
1 +

mt

(1 + m)2tv

)
.

Используя формулу (18) для I0(z), из решения (27) нетрудно получить асимптотическое
решение для P (t) при t→∞ (t� tv) в виде

P (t) = 2p(0)
(
1− m√

π

√
tv
t

)
. (30)

Для численной реализации решения (27) используем следующее интегральное представле-
ние функции Бесселя [18]:

I0(z) =
1

π

1∫
−1

ezy dy√
1− y2

.

Тогда интегральный комплекс, входящий в последнее слагаемое в (27), можно записать в
виде

t/tv∫
0

e(γ−1/2)τ I0

(τ

2

)
dτ =

2

π

1∫
−1

e(2γ−1+y)t/(2tv) dy√
1− y2 (2γ − 1 + y)

− 2

π

1∫
−1

dy√
1− y2 (2γ − 1 + y)

. (31)
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Последний интеграл в (31) с использованием известного табличного интеграла [19]
π∫

0

cos (nx) dx

1 + a cos x
=

π√
1− a2

(√1− a2 − 1

a

)n
, a2 < 1

вычисляется и имеет вид

2

π

1∫
−1

dy√
1− y2 (2γ − 1 + y)

=
π(1−m2)

2m
. (32)

Подставляя (31) с учетом (32) в (27), окончательно получим представление решения, удоб-
ное для численного анализа:

P (t) = 2p(0)
(
1− m

π

1∫
−1

√
1− y

1 + y

e−(y+1)t/(2tv) dy

(m2 − 1)y + m2 + 1

)
. (33)

При расчете была использована формула [20]

1∫
−1

√
1− y

1 + y
f(y) dy =

4π

2n + 1

n∑
k=1

sin2
( πk

2n + 1

)
f
(

cos
2πk

2n + 1

)
+ Rn,

Rn =
π

2n(2n)!
f (2n)(ξ), −1 6 ξ 6 1.

На рис. 2 представлены зависимости p/p(0)(t/tv). Видно, что при отражении волны
давления ступенчатой формы возмущение давления на границе пористого полупростран-
ства (x = 0) асимптотически увеличивается от значения P (0) = 2p(0)/(1 + m) до значения

P (∞) = 2p(0) согласно закону, определяемому формулой (30). Таким образом, амплитуда
переднего скачка отраженной волны и величина недосжатия

∆P0 = P (∞)− P (0) = 2p(0)m/(1 + m)

p/p(0)

t/tv

2,00

1,75

1,50

1,25

1,00
10 102 103110-1

1

2

3

Рис. 2. Давление в пористой среде при различных значениях пористости:
1 — m = 0,1; 2 — m = 0,5; 3 — m = 0,9; штриховая линия — асимптота линий 1–3
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определяются лишь пористостью перегородки (значением m). Характерное время дости-

жения асимптотического значения P (t)/p(0) = 2 при известных значениях пористости m,
вязкости µ и плотности ρ0 флюида, а также сжимаемости флюида (определяемой скоро-
стью звука согласно формуле для tv в (5)) определяется лишь значением проницаемости
пористой среды.

Определим характерное время релаксации t∗ как промежуток, в течение которого недо-
сжатие равно

∆P∗ = P (∞)− P (t∗) = ε∆P0 (ε� 1).

Тогда, используя для P (t) асимптотическую формулу (30), получим следующее выражение
для времени релаксации:

t∗ = (1 + m)2tv/(πε2).

В частности, если в качестве флюида использовать воздух и воду при температуре T0 =
300 К и давлении p0 = 0,1 МПа, то для пористой среды с пористостью m = 10−1 и

проницаемостью k = 10−12 м2, характерными для горных пород, получим tv ≈ 10−6;
10−5 с соответственно.

Пусть в течение времени релаксации t∗ величина недосжатия уменьшается в 10 раз
(ε = 10−1). Тогда для воздуха и воды получим t∗ ≈ 3 · 10−5; 3 · 10−4 с соответственно.
Кроме того, характерные линейные масштабы x∗ = Ct∗ зон релаксаций в отраженной от
пористой среды волне для воздуха (C = 340 м/с) и воды (C = 1500 м/с) будут равны
x∗ = 0,01; 0,50 м соответственно. Если использовать менее вязкие жидкости (например,
ацетон, бензол или этиловый эфир), то характерное время t∗ и расстояние x∗ будут еще
больше. Приведенные оценки показывают, что эти результаты могут быть использованы
при создании методов экспресс-анализа пористости и проницаемости твердых пористых
материалов с помощью волн давления.

Проанализируем решение для p(g) и u(g), описывающее динамику волны в пористой
среде. Решение (7) для p(g), соответствующее падающей ступенчатой волне, может быть
представлено в виде

p(g)(x, t) =
p(0)

πi

σ+i∞∫
σ−i∞

eλt−k(λ)x dλ

[1 + mϕ(λ)]λ
. (34)

Числитель подынтегральной функции, входящий в (34), представим в виде

eλt−k(λ)x = eλ(t−x/C)+(λ/C−k(λ))x .

Тогда, используя теорему о запаздывании [18], из (34) получим

p(g) = H
(
t− x

C

)p(0)

πi

σ+i∞∫
σ−i∞

eλt′+(λ/C−k(λ))x dλ

[1 + mϕ(λ)]λ
, t′ = t− x

C
. (35)

Нетрудно показать, что в (35) функция под интегралом

Φ(λ) = e(λ/C−k(λ))x
/[(

1 + m
λtv√

λtv(1 + λtv)

)
λ
]

удовлетворяет условию леммы Жордано [17]

lim
|λ|→∞

λ/∈(−∞,0)

Φ(λ) = 0.



24 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2006. Т. 47, N-◦ 5

Поэтому, применяя метод контурного интегрирования к (35), получаем

p(g)(x, t)

p(0)
= 2H

(
t− x

C

)(
1− m

π

1∫
−1

√
1− y

1 + y

cos [
√

1− y2x/(2Ctv)] e
−(1+y)t/(2tv) dy

(m2 − 1)y + m2 + 1
−

− 1

π

1∫
−1

1− y

1 + y

sin[
√

1− y2x/(2Ctv)] e
−(1+y)t/(2tv) dy

(m2 − 1)y + m2 + 1

)
. (36)

Подставляя (36) в (5) после несложных преобразований, получим решение для скорости в
пористой среде

u(g)(x, t)

u(0)
=

2m

π
H

(
t− x

C

)(
π e(t−x/C)/tv +

+

1∫
−1

√
1− y

1 + y

cos [
√

1− y2x/(Ctv)][e
−(1+y)t/(2tv)−(m + 1) e−[t−(1−y)x/(2C)]/tv ] dy

(m2 − 1)y + m2 + 1
−

−
1∫

−1

1− y

1 + y

sin [
√

1− y2x/(Ctv)] e
−[t−(1−y)x/(2C)]/tv dy

(m2 − 1)y + m2 + 1
−

−m

1∫
−1

sin [
√

1− y2x/(Ctv)](e
−(1+y)t/(2tv)− e−[t−(1−y)x/(2C)]/tv) dy

(m2 − 1)y + m2 + 1

)
. (37)

На рис. 3 показаны изменения во времени волн давления и поля скоростей в пористой
среде, рассчитанные по уравнениям (36) и (37) при m = 0,5. В расчетах использовалась
квадратурная формула (33). Из рис. 3 следует, что передний скачок волны давления, рас-
пространяющейся со скоростью C, за время t ≈ 10tv полностью затухает. При t � 10tv

x/(Ctv)

2,0

1,5

1,0

0,5

0 10,0 x/(Ctv)7,55,02,5

1

2

3

u(g)/u(0)p(g)/p(0)

0,500

0,375

0,250

0,125

0 10,07,55,02,5

1

2

3

à á

Рис. 3. Эволюция волн давления (а) и распределение скорости в пористой среде (б)
при m = 0,5:
1 — t/tv = 1; 2 — t/tv = 5; 3 — t/tv = 10
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поля давления и скорости принимают вид, описываемый уравнением пьезопроводности,
полученным в рамках закона Дарси.

Следует отметить, что результаты расчетов по формулам (33), (36) и (37) хорошо со-
гласуются с результатами численного решения дифференциальных уравнений [8, 9].Кроме
того, при tv → ∞ соотношение (33) совпадает с аналитическим решением, приведенным
в [8].

Заключение. В линейном приближении получено аналитическое решение, описыва-
ющее отражение волны ступенчатой формы от пористого полупространства. В отличие от
закона отражения волны от непроницаемой стенки, когда значение давления на ней мгно-
венно повышается в два раза, в случае отражения волны от пористой стенки увеличение
давления в два раза происходит с некоторым запаздыванием в зависимости от пористо-
сти, проницаемости среды, а также от вязкости флюида. Поэтому время запаздывания,
а также увеличение давления непосредственно после падения волны на стенку позволяют

судить о пористости и проницаемости материала. Полученные аналитические решения
могут быть использованы также при тестировании результатов численных расчетов волн

давления в насыщенных пористых средах.
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