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Введение. Конвекция в пористой среде имеет многочисленные приложения (геотер-
мические системы, ядерные реакторы, установки, используемые в нефтяной промышлен-
ности, технологии изготовления теплозащитных материалов и т. п.).

Процессы переноса тепла и массы в пористой среде в результате свободной конвекции

изучались во многих работах. Эти процессы играют существенную роль в термоизоляции,
распределении температуры и влажности на сельскохозяйственных полях и плантациях

фруктовых деревьев, при защите урожаев от заморозков и окружающей среды от загряз-
нения, извлечении сырой нефти, в химических каталитических реакторах и т. п.

Результаты исследования естественной конвекции тепла и массы вблизи вертикальной

поверхности, погруженной в пористую среду, насыщенную жидкостью, приведены в рабо-
те [1].

В [2] представлены результаты аналитического и численного исследования движения
жидкости под действием сил плавучести и переноса тепла и массы вблизи вертикаль-
ной пластины, погруженной в пористую среду, при условии, что температура пластины
поддерживается постоянной. Учитывается также влияние потока тепла.

В [3] приведено автомодельное решение задачи о плавучести, вызывающей перенос
тепла и массы от вертикальной пластины, погруженной в насыщенную пористую среду.
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Предполагается, что температура пластины и концентрация вещества на ней постоянны
и через пластину поступают постоянные потоки тепла и массы.

В [4] проведено исследование свободной конвекции в неавтомодельном пограничном
слое на вертикальной пластине, погруженной в насыщенную жидкостью пористую среду,
с учетом массопереноса на поверхности и генерации внутреннего тепла. В [5] на основе
численного анализа изучено влияние рассеяния и излучения тепла на свободную конвек-
цию, не подчиняющуюся закону Дарси, вблизи вертикальной пластины, поддерживаемой
при высокой постоянной температуре и погруженной в насыщенную пористую среду.

В [6] исследована двухдиффузионная естественная конвекция вблизи наклонной шеро-
ховатой поверхности, погруженной в насыщенную пористую среду. Температура поверх-
ности и концентрация вещества на ней полагаются постоянными.

В [7] изучалась естественная конвекция в пористой среде, не подчиняющаяся закону
Дарси, с учетом зависимости плотности от температуры и концентрации. В [8] получено
неавтомодельное решение задачи о свободной конвекции вблизи вертикальной пластины,
погруженной в насыщенную пористую среду, при наличии массопереноса на поверхности.
В [9] получено численное решение задачи о свободной конвекции тепла в вязкой жидкости
вблизи проницаемой поверхности, погруженной в насыщенную пористую среду, с учетом
вязкой диссипации и зависимости свойств жидкости от температуры. В [10] исследована
свободная конвекция тепла в пористой среде вблизи вертикального цилиндра с неравно-
мерно нагретой поверхностью.

С помощью численных методов естественная конвекция в потоке жидкости вблизи

пористой пластины, погруженной в пористую среду, с учетом эффектов Дюфура и Соре
изучалась в [11]. В [12] с использованием модели взаимодействия жидкости и конструкции
численными методами исследовалась естественная конвекция тепла, не подчиняющаяся
закону Дарси, в замкнутой области квадратной формы, заполненной пористой средой.

В последнее время проводятся исследования естественной конвекции в стратифициро-
ванной среде вблизи вертикальной пластины, поскольку такая конвекция встречается как
в геофизических процессах, так и в течениях, используемых в промышленных установках.
Такая конвекция происходит при отражении тепла от поверхности воды в озерах, реках и
морях, при эксплуатации геотермальных установок, а также при передаче тепла от элек-
тростанций. Однако изучению влияния двойной стратификации на конвекцию в пористой
среде уделяется недостаточно внимания.

Стратификация происходит либо вследствие наличия градиента температуры или

градиента концентрации, либо вследствие наличия в потоке различных жидкостей. Ввод
тепловой энергии в замкнутые объемы, заполненные жидкостью, часто является причиной
возникновения тепловой стратификации.

В работе [13] исследовано влияние двойной стратификации на естественную двух-
диффузионную конвекцию от вертикальной проницаемой пластины в пористой среде, не
подчиняющуюся закону Дарси.

Перенос тепла и массы в результате естественной конвекции вдоль вертикальной ше-
роховатой поверхности в стратифицированной по температуре и концентрации жидкости

в замкнутом объеме пористой среды численно исследовался в работе [14]. В [15] решена
задача о неустановившейся конвекции тепла потоком вдоль бесконечной вертикальной пла-
стины, погруженной в стратифицированную по температуре пористую среду. В работе [16]
с использованием численных методов исследована свободная конвекция тепла и массы от

вертикальной пластины, погруженной в пористую среду, подчиняющаяся закону Дарси, с
учетом эффектов Дюфура и Соре. В [17] предложена математическая модель не подчиня-
ющейся закону Дарси естественной конвекции в двумерном установившемся несжимаемом

потоке на пластине, непрерывно движущейся в сверхпористой среде.
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С использованием теории масштабов и численных методов в [18] исследована неуста-
новившаяся естественная конвекция в пограничном слое первоначально стратифицирован-
ной жидкости, примыкающем к вертикальной пластине, нагреваемой однородным потоком
тепла. Число Прандтля предполагалось меньшим единицы.

В [19] исследована естественная конвекция тепла и массы в неньютоновской жидкости
вблизи шероховатой поверхности, погруженной в насыщенную пористую среду, стратифи-
цированную по температуре и концентрации.

В [20] изучена естественная конвекция тепла и массы вдоль вертикальной пластины,
погруженной в пористую среду, не подчиняющуюся закону Дарси и насыщенную страти-
фицированной микрополярной жидкостью.

В [21] получено в виде рядов решение задачи о естественной конвекции в неавтомодель-
ном пограничном слое жидкости вблизи вертикальной проницаемой поверхности. В [22]
изучалась естественная конвекция тепла и массы от вертикальной шероховатой стенки

при наличии поверхностных потоков тепла и массы в пористую среду, не подчиняющуюся
закону Дарси и стратифицированную по температуре и концентрации.

В [23] исследовалась свободная конвекция тепла и массы в микрополярной жидкости
вдоль вертикальной пластины с однородной постоянной температурой. Пластина находи-
лась под действием постоянного потока тепла и была погружена в насыщенную пористую

среду, фильтрация через которую не подчиняется закону Дарси.

В работах, посвященных изучению конвекции, основное внимание уделялось построе-
нию автомодельных решений, поскольку они имеют ясный физический смысл и их полу-
чение не вызывает затруднений.

Однако в реальных процессах неавтомодельные течения в пограничных слоях встре-
чаются значительно чаще, чем автомодельные течения. Поэтому в данной работе строится
неавтомодельное решение задачи о естественной конвекции тепла и массы вдоль верти-
кальной пластины с постоянными температурой и концентрацией, погруженной в страти-
фицированную пористую среду, процесс фильтрации через которую не описывается зако-
ном Дарси. Предполагается, что температура и концентрация окружающей среды изменя-
ются по линейному закону. Для решения нелинейных уравнений задачи используется ме-
тод конечных разностей, предложенный в работе [24]. Исследуется влияние на конвекцию
параметров стратификации, числа Льюиса, числа Форхгеймера, параметров плавучести.

1. Постановка задачи. Рассматривается задача о естественной конвекции тепла и
массы, не подчиняющейся закону Дарси, в установившемся потоке несжимаемой страти-
фицированной вязкой жидкости, движущемся вдоль полубесконечной вертикальной пла-
стины, погруженной в пористую среду. Ось x направлена вверх вдоль пластины, ось y —
по нормали к ней, начало системы координат расположено на нижнем крае вертикаль-
ной пластины. Физическая модель и система координат показаны на рис. 1. Температура
пластины Tw и концентрация потока на ней Cw считаются постоянными. Окружающая
среда полагается стратифицированной в вертикальном направлении по линейному закону

(как по температуре, так и по концентрации): T∞(x) = T∞,0 + A1x, C∞(x) = C∞,0 + B1x
(A1, B1 — постоянные, характеризующие интенсивность стратификации; T∞,0, C∞,0 —
температура и концентрация окружающей среды соответственно). Предполагается, что
в любой точке пограничного слоя температура Tw и концентрация Cw существенно боль-
ше температуры T∞,0 и концентрации C∞,0.

При формулировке задачи принимаются следующие допущения:

1) поток является двумерным установившимся ламинарным и несжимаемым;

2) пористая среда однородная и изотропная (плотность и проницаемость постоянные);



Д. Cринивасачарья, О. Сюрендер 63

v

u

y

x

T1(x)

C1(x)

Tw

Cw

TC

g

Рис. 1. Физическая модель задачи и система координат

3) характеристики жидкости являются постоянными, за исключением плотности, вхо-
дящей в слагаемое для сил плавучести в уравнении движения;

4) справедлива зависимость Форхгеймера между градиентом давления и скоростью
фильтрации (модель течения Форхгеймера);

5) применимы приближение Буссинеска и допущения теории пограничного слоя.
С учетом принятых допущений уравнения задачи записываются в следующем виде:
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Продифференцировав уравнения (2), (3), из них можно исключить давление p. В ре-
зультате получаем
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(4)

В (1)–(4) u, v — компоненты вектора скорости в направлениях осей x и y соответственно;
T — температура; C — концентрация; βT , βC — температурный и концентрационный ко-
эффициенты соответственно; ν — кинематическая вязкость жидкости; c — эмпирический

коэффициент в соотношении Форхгеймера; K — проницаемость; g — ускорение свободного

падения; α, D — коэффициенты термодиффузии и диффузии вещества соответственно.
Ставятся следующие граничные условия:

y = 0: v = 0, T = Tw, C = Cw,

y →∞: u = 0, T = T∞(x), C = C∞(x).
(5)
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В силу уравнения (1) введем функцию тока ψ:

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
. (6)

Подставляя (6) в (4) и используя безразмерные переменные

ξ =
x

L
, η =

Ra1/2

Lξ1/2
y, ψ = αRa1/2 ξ1/2f(ξ, η),

T − T∞(x) = (Tw − T∞,0)θ(ξ, η), C − C∞(x) = (Cw − C∞,0)ϕ(ξ, η),

получаем систему дифференциальных уравнений

f ′′ + 2Fcf
′f ′′ = θ′ +Bϕ′,

θ′′ +
1

2
fθ′ − ε1ξf ′ = ξ

(
f ′
∂θ

∂ξ
− θ′ ∂f
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)
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1

Le
ϕ′′ +

1

2
fϕ′ − ε2ξf ′ = ξ

(
f ′
∂ϕ

∂ξ
− ϕ′ ∂f

∂ξ

)
,

где L — длина пластины; штрих обозначает производную по переменной η; Ra =
KgβT (Tw − T∞,0)L/(αν) — число Рэлея; Fc = c

√
K Ra /(LPr) — число Форхгеймера; Pr =

ν/α — число Прандтля; Le = α/D — коэффициент диффузии; B = βC(Cw−C∞,0)/[βT (Tw−
T∞,0)] — коэффициент плавучести; ε1 = A1L/(Tw − T∞,0), ε2 = B1L/(Cw − C∞,0) — пара-
метры температурной и концентрационной стратификации соответственно.

Параметр B характеризует вклад термодиффузии и диффузии вещества в силы пла-
вучести. При B = 0 диффузия массы отсутствует и поток движется только под действием
сил термической плавучести (в этом случае наличие сил плавучести обусловлено толь-
ко разностью температур). При B > 0 силы плавучести, наличие которых обусловлено
термодиффузией и диффузией вещества, действуют в одном направлении, при B < 0 —
в противоположных направлениях.

Краевые условия (5) в новых переменных имеют следующий вид:

f(ξ, 0) = −2ξ
(∂f
∂ξ

)∣∣∣
η=0

, θ(ξ, 0) = 1− ε1ξ, ϕ(ξ, 0) = 1− ε2ξ,

f ′(ξ,∞) = 0, θ(ξ,∞) = 0, ϕ(ξ,∞) = 0.

(8)

Представляет интерес исследование скорости переноса тепла и скорости переноса мас-
сы. Локальные числа Нуссельта Nuξ и Шервуда Shξ определяются следующим образом:

Nuξ

Ra1/2
= −ξ1/2θ′(ξ, 0),

Shξ

Ra1/2
= −ξ1/2ϕ′(ξ, 0).

2. Результаты исследования и их обсуждение. Уравнения (7) с краевыми услови-
ями (8) являются системой нелинейных неоднородных уравнений, аналитическое решение
которых получить невозможно. Поэтому было получено численное решение этих уравне-
ний методом ячеек Келлера [24]. С помощью преобразования f ′ = F , θ′ = G, ϕ′ = P
сначала система (7) была сведена к системе уравнений первого порядка. Затем частные
производные по переменным ξ и η были заменены конечными центральными разностями
в средних точках прямоугольной сетки в области переменных (ξ, η). Полученная систе-
ма нелинейных алгебраических уравнений была линеаризована с использованием метода

Ньютона и представлена в виде системы с блочной матрицей. Решение этой системы по-
лучено методом исключения для трехдиагональной блочной матрицы.
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Рис. 2. Зависимости скорости (а), тем-
пературы (б) и концентрации (в) от па-
раметра η при ε2 = 0,2, Fc = 0,5, B =
0,5, Le = 1,0 и различных значениях

параметра температурной стратифика-
ции ε1:
1 — ε1 = 0, 2 — ε1 = 0,4, 3 — ε1 = 0,8, 4 —
ε1 = 1,0

Начальные условия выбирались таким образом, чтобы они были согласованы с крае-
выми условиями. В качестве критерия сходимости итерационного процесса использовалась
величина относительной погрешности двух последовательных приближений. Итерацион-
ный процесс заканчивался, когда эта погрешность достигала величины порядка 10−5.

Установлено, что с использованием изложенного выше метода можно получить точ-
ное решение уравнений пограничного слоя. В данной работе условия на бесконечности

заменялись условиями при достаточно большом, но конечном значении переменной η, при
котором скорость, температуру и концентрацию можно считать практически равными ну-
лю. В расчетах полагалось, что η∞ = 8, при этом размер ячейки в направлении η равен
0,02. Для изучения влияния параметров стратификации ε1, ε2 вычисления были выпол-
нены при различных значениях этих параметров и фиксированных значениях Fc = 0,5,
Le = 1,0, B = 0,5.

Проведено сравнение результатов численных расчетов, полученных описанным выше
методом, и результатов работы [25] при ε1 = 0, ε2 = 0, ξ = 0, B = 0, Le = 1,0 и различных
значениях Fc (см. таблицу).

Зависимости безразмерных скорости, температуры и концентрации от параметра η
при различных значениях параметра температурной стратификации ε1 приведены на

рис. 2. Видно, что с увеличением параметра температурной стратификации скорость пото-
ка жидкости уменьшается (см. рис. 2,а). Это обусловлено тем, что наличие температурной
стратификации приводит к уменьшению интенсивности конвекции в области между нагре-
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Рис. 3. Зависимости скорости (а), тем-
пературы (б) и концентрации (в) от па-
раметра η при ε1 = 0,2, Fc = 0,5, B =
0,5, Le = 1,0 и различных значениях

параметра температурной стратифика-
ции ε2:
1 — ε2 = 0, 2 — ε2 = 0,4, 3 — ε2 = 0,8, 4 —
ε2 = 1,0

той пластиной и окружающей жидкостью, а следовательно, и к уменьшению скорости по-
граничного слоя. При увеличении температурной стратификации температура жидкости
уменьшается (см. рис. 2,б). При учете температурной стратификации различие темпера-
тур пластины и окружающей жидкости уменьшается, поэтому толщина температурного
пограничного слоя увеличивается, а его температура уменьшается. Концентрация жидко-
сти увеличивается с увеличением параметра температурной стратификации (см. рис. 2,в).

Зависимости безразмерных скорости, температуры и концентрации от параметра η
при различных значениях параметра концентрационной стратификации ε2 приведены на
рис. 3. Видно, что с увеличением параметра ε2 скорость жидкости уменьшается, а темпера-
тура увеличивается (см. рис. 3,а,б). Концентрация жидкости уменьшается с увеличением
параметра ε2 (см. рис. 3,в). Безразмерные температура и концентрация могут принимать
отрицательные значения внутри пограничного слоя. Положение и длина интервала отри-
цательных значений этих величин зависят от значений других параметров. Это объясня-
ется тем, что вблизи пластины температура и концентрация меньше, чем в окружающей
стратифицированной среде. Такой же результат получен в работах [13, 14, 16, 26–28].

На рис. 4 приведены зависимости безразмерных скорости, температуры и концентра-
ции от параметра η при различных значениях коэффициента плавучести B. Видно, что
с увеличением коэффициента плавучести скорость жидкости увеличивается вблизи пла-
стины и уменьшается вдали от нее (см. рис. 4,а). Температура и концентрация жидкости
уменьшаются с увеличением коэффициента плавучести (см. рис. 4,б,в). Это обусловлено
тем, что с увеличением коэффициента плавучести B увеличиваются скорость теплообме-
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Рис. 4. Зависимости скорости (а), тем-
пературы (б) и концентрации (в) от па-
раметра η при Fc = 0,5, Le = 1,0, ε1 =
0,2, ε2 = 0,2 и различных значениях па-
раметра B:
1 — B = −0,5, 2 — B = 0, 3 — B = 0,5, 4 —
B = 1,0

на на поверхности и скорость переноса массы. С увеличением коэффициента плавучести
увеличивается скорость жидкости вблизи вертикальной пластины и поток, обладающий
большой скоростью, переносит тепло с поверхности пластины. Вследствие этого умень-
шаются толщины температурного и концентрационного пограничных слоев.

На рис. 5 приведены зависимости безразмерных скорости, температуры и концентра-
ции от параметра η при различных значениях числа Форхгеймера. Видно, что с увеличени-
ем числа Форхгеймера скорость жидкости уменьшается вблизи пластины и увеличивается

вдали от нее (см. рис. 5,а). Поскольку число Форхгеймера Fc характеризует силу инер-
ционного сопротивления, с его увеличением увеличивается сопротивление потоку и как
следствие уменьшается скорость жидкости вблизи пластины. В случае Fc = 0 фильтрация
подчиняется закону Дарси. В этом случае скорость максимальна, так как отсутствует сила
инерционного сопротивления. Температура жидкости увеличивается с увеличением числа
Форхгеймера (см. рис. 5,б), поскольку движение жидкости замедляется и кинетическая
энергия переходит в тепло. С увеличением числа Форхгеймера концентрация жидкости

увеличивается (см. рис. 5,в), при этом увеличиваются толщины температурного и кон-
центрационного пограничных слоев.

На рис. 6 представлены зависимости чисел Нуссельта и Шервуда от координаты ξ
при различных значениях параметра температурной стратификации ε1. С увеличением

параметра температурной стратификации ε1 локальная скорость переноса тепла увеличи-
вается (см. рис. 6,а). При положительных значениях параметра ε1 толщина пограничного
слоя уменьшается вследствие уменьшения различия температур пластины и потока, что
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Рис. 5. Зависимости скорости (а), тем-
пературы (б) и концентрации (в) от па-
раметра η при ε1 = 0,2, ε2 = 0,2, Le =
1,0, B = 0,5 и различных значениях па-
раметра Fc:
1 — Fc = 0, 2 — Fc = 0,4, 3 — Fc = 0,8, 4 —
Fc = 1,0
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Рис. 7. Зависимости чисел Нуссельта (а) и Шервуда (б) от координаты ξ при
ε1 = 0,2, Fc = 0,5, B = 0,5, Le = 1,0 и различных значениях параметра ε2:
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Рис. 8. Зависимости чисел Нуссельта (а) и Шервуда (б) от координаты ξ при
ε1 = 0,2, ε2 = 0,2, B = 0,5, Le = 1,0 и различных значениях параметра Fc:
1 — Fc = 0, 2 — Fc = 0,4, 3 — Fc = 0,8, 4 — Fc = 1,0

приводит к увеличению числа Нуссельта. С увеличением параметра температурной стра-
тификации число Шервуда уменьшается (см. рис. 6,б).

На рис. 7 представлены зависимости чисел Нуссельта Nu и Шервуда Sh от коорди-
наты ξ при различных значениях параметра ε2. Видно, что с увеличением параметра ε2
локальная скорость переноса тепла незначительно уменьшается (см. рис. 7,а), а число
Шервуда увеличивается (см. рис. 7,б).

Зависимости чисел Нуссельта Nu и Шервуда Sh от координаты ξ при различных
значениях числа Форхгеймера представлены на рис. 8. Видно, что с увеличением числа
Форхгеймера Fc числа Нуссельта и Шервуда уменьшаются. Поскольку Fc является инерци-
онной силой сопротивления, с увеличением числа Форхгеймера возрастает сопротивление
движению потока.

Заключение. В работе приведены результаты исследования свободной конвекции

тепла и массы вблизи вертикальной стенки стратифицированным по температуре и кон-
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Значения θ′(0) и f ′(0) при ε1 = 0, ε2 = 0, B = 0, Le = 1,0 и различных значениях Fc

Fc
θ′(0) f ′(0)

Данные [25] Данные настоящей работы Данные [25] Данные настоящей работы

0 −0,443 90 −0,443 91 1,000 00 1,000 00
0,01 −0,442 32 −0,442 32 0,990 20 0,990 20
0,10 −0,429 69 −0,429 69 0,916 08 0,916 08
1,00 −0,366 17 −0,366 17 0,618 03 0,618 03
10,00 −0,251 26 −0,251 26 0,270 16 0,270 16

центрации потоком ньютоновской жидкости в пористой среде. Зависимость между скоро-
стью фильтрации жидкости и градиентом давления описывается зависимостью Форхгей-
мера.

Получено численное решение задачи при различных значениях параметров темпе-
ратурной и концентрационной стратификаций и параметра плавучести. Показано, что
с увеличением параметра температурной стратификации ε1 скорость, температура пото-
ка и локальный коэффициент массопереноса уменьшаются, а концентрация и локальный
коэффициент теплопереноса увеличиваются. С увеличением параметра концентрацион-
ной стратификации ε2 уменьшаются скорость, концентрация и локальный коэффициент
теплопереноса, но увеличиваются температура и локальный коэффициент массоперено-
са. С увеличением параметра плавучести увеличивается скорость вблизи пластины, но
уменьшаются скорость, температура и концентрация вдали от нее. С увеличением числа
Форхгеймера увеличивается как локальный коэффициент теплопереноса, так и локальный
коэффициент массопереноса.
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