
114 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2002. Т. 43, N-◦ 5

УДК 539.376

АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ТРЕЩИНЕ

АНТИПЛОСКОГО СДВИГА В СВЯЗАННОЙ ПОСТАНОВКЕ

(ПОЛЗУЧЕСТЬ — ПОВРЕЖДЕННОСТЬ)

Л. В. Степанова, М. Е. Федина

Самарский государственный университет, 443011 Самара

Рассматривается растущая трещина антиплоского сдвига в среде с поврежденностью.
Предполагается, что к вершине трещины примыкает область полностью поврежденно-
го материала, в которой все компоненты тензора напряжений и параметр сплошности
обращаются в нуль. Проведен анализ напряженно-деформированного состояния и опре-
делена конфигурация области полностью поврежденного материала. Дана оценка скоро-
сти роста трещины при различных значениях постоянных, входящих в определяющие
соотношения и кинетическое уравнение.

В последнее время появилось большое количество работ, в которых определяется
напряженно-деформированное состояние в окрестности вершины как стационарной, так
и растущей трещины в связанной постановке задачи теорий упругости, пластичности и
ползучести, а также механики поврежденности [1–12]. Представляет интерес исследование
влияния процесса накопления повреждений на распределение напряжений и деформаций

(или скоростей деформаций ползучести). С практической точки зрения важно определить
скорость докритического подрастания трещины.

Двумерные задачи о стационарной и растущей полубесконечных трещинах в беско-
нечном теле в связанной постановке (упругость — поврежденность, ползучесть — повре-
жденность) имеют ряд особенностей. В частности, в [1–6] показано, что влияние накоп-
ления повреждений проявляется либо в том, что особенность напряжений в окрестности
вершины трещины отсутствует, либо в том, что сингулярность этого поля значительно
ослаблена. В [1, 2] установлено, что эффективные напряжения σij/ψ (σij — компоненты

тензора напряжений; ψ — параметр сплошности Качанова — Работнова) ограничены при
приближении к вершине трещины, а параметр сплошности и компоненты тензора напря-
жений линейно уменьшаются до нуля при приближении к вершине трещины. Исследование
результирующей системы обыкновенных дифференциальных уравнений для различных

значений констант m и n, входящих в кинетическое уравнение, показало, что связанность
постановки задачи приводит к ослаблению сингулярности (по сравнению с классической
асимптотикой в линейной механике разрушения) поля напряжений для малых значений m
и n, тогда как при возрастании значений данных параметров особенность исчезает [3–6].

Другой характерной чертой данного типа задач является наличие области полностью

поврежденного материала, в которой все компоненты тензора напряжений и сплошность
обращаются в нуль [1, 2]. В работах [1, 2] численно определены коэффициенты асимптоти-
ческих разложений компонент тензора напряжений (их угловых распределений) и сплош-
ности. При этом установлено, что начиная с некоторого значения полярного угла ϕd (зна-
чение ϕ = π соответствует верхнему берегу трещины, ϕ = 0 — ее продолжению) функция,
определяющая главный член асимптотического разложения параметра сплошности, при-
нимает отрицательные значения, что противоречит физическому смыслу этой величины.
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Поэтому постановка задачи была модифицирована. Согласно этой постановке решение
разыскивается при 0 6 ϕ 6 ϕd. Область ϕd 6 ϕ 6 π, локализованная в окрестности
вершины распространяющейся трещины, представляет собой полностью поврежденную

зону, в которой все компоненты тензора напряжений и сплошность равны нулю, на гра-
нице областей выполняются условия непрерывности функции сплошности и необходимых

компонент тензора напряжений. В [3, 4] из-за невозможности удовлетворения граничным
условиям на берегах трещины авторы дают модифицированную постановку задачи, вводя
область полностью поврежденного материала, примыкающую к берегам трещины. В [3, 4]
предполагается, что к вершине трещины примыкает зона накопления повреждений, на бес-
конечности находится зона, в которой материал является линейно-упругим, между этими
зонами существует некоторая область с асимптотикой напряжений вида σij ∼ r−1/p, где
p > 2, в силу того что особенность напряжений должна быть слабее особенности упругого
решения. Такая гипотеза позволяет сформулировать граничное условие в бесконечно уда-
ленной точке, замыкающее постановку задачи, и определить скорость усталостного роста
трещины.

В [7, 8] для решения задач о трещинах антиплоского сдвига используется метод годо-
графа в предположении, что параметр поврежденности есть функция только напряжений.
Предполагается, что существует три области: область, в которой процесс накопления по-
врежденности еще не начался; область активного накопления поврежденности; область,
в которой процесс накопления повреждений уже закончился и параметр сплошности (или
поврежденности) достиг критического значения. Последняя область в [7, 8] названа зоной
насыщения. В общем случае распространяющейся трещины поврежденность зависит и от
пространственных координат, поэтому кинетическое уравнение уже не допускает просто-
го интегрирования, что приводит к невозможности использования метода годографа. В [9]
разыскиваются поля напряжений и параметр поврежденности в окрестности вершины тре-
щины нормального отрыва в случае установившегося роста трещины. Однако для того,
чтобы построить решение, необходимо знать размеры области полностью поврежденного
материала и ее конфигурацию. Основываясь на экспериментальных данных, авторы ра-
боты [9] считают поврежденную область полуэллипсом и доопределяют ее полупрямыми,
параллельными берегам трещины. Таким образом, геометрия области не определяется, а
задается заранее.

В работах [3, 4], в которых изучается усталостный рост трещины нормального отры-
ва в связанной постановке, для определения границы поврежденной зоны использовано то
обстоятельство, что кинетическое уравнение имеет две “ветви”, определяющие два состо-
яния материала: накопление повреждений в окрестности вершины трещины и отсутствие
накопления повреждений.

В [10, 11] предполагалось существование области полностью поврежденного матери-
ала, в которой все компоненты тензора напряжений и параметр сплошности равны нулю.
В силу наличия такой зоны вблизи вершины трещины нельзя разыскивать асимптотиче-
ские разложения компонент тензора напряжений и параметра сплошности в малой окрест-
ности вершины трещины. Поэтому все асимптотические решения определялись в системе
координат, сдвинутой вправо от вершины на расстояние, равное характерному линейному
размеру области полностью поврежденного материала. Оказалось, что в разложениях по
собственным функциям параметра сплошности и компонент тензора напряжений степени

не связаны друг с другом. Поэтому одна из степеней задавалась априори, что ограничи-
вает общность задачи. В [10, 11] определена геометрия области полностью поврежденного
материала для различных значений материальных констант.

В данной работе исследованы поля напряжений, скоростей деформаций ползучести и
сплошности в связанной постановке задачи (ползучесть — поврежденность) с использова-
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нием автомодельной переменной, предложенной в [12], путем разложения искомых величин
по собственным функциям для больших расстояний от вершины трещины; моделирует-
ся процесс роста трещины и определяется геометрия области полностью поврежденного

материала в окрестности трещины.
1. Постановка задачи о росте трещины в среде с поврежденностью. Рассмат-

ривается растущая полубесконечная трещина в бесконечном теле из материала с определя-
ющими соотношениями связанной задачи теории ползучести и механики поврежденности,
построенными с использованием степенной зависимости между скоростями деформаций

ползучести и напряжениями

ε̇ij =
3

2
B

(σe

ψ

)n−1 sij
ψ
, (1.1)

где ε̇ij — компоненты тензора скоростей деформаций ползучести; B, n — константы ма-

териала; σe =
√

3sijsij/2 — интенсивность напряжений; ψ — параметр сплошности; sij —
компоненты девиатора тензора напряжений.

Кинетическое уравнение определяет степенной закон накопления повреждений

dψ

dt
= −A

(σe

ψ

)m
, (1.2)

где t — время; A, m — константы материала.
При r →∞ асимптотическое условие имеет вид

σij(r →∞, ϕ, t) → C̃rβσ̄ij(ϕ, n), (1.3)

где показатель степени β определяется в ходе решения задачи; σ̄ij(ϕ, n) — функции,

подлежащие определению; r, ϕ — полярные координаты. Случай β = −1/2, C̃ = Kα

(Kα = KI, KII, KIII — коэффициенты интенсивности напряжений; σ̄ij(ϕ, n) — угловые рас-
пределения компонент тензора напряжений линейно-упругой задачи) соответствует пред-
положению о том, что конфигурация области полностью поврежденного материала опреде-
ляется сингулярным упругим решением. Равенства β = −1/(n+1), C̃ = (C∗/(BIn))1/(n+1)

(C∗ — инвариантный интеграл теории установившейся ползучести; In — функция, зави-
сящая от n и определяемая как безразмерный C∗-интеграл) следуют из гипотезы о том,
что геометрия поврежденной зоны определяется решением Хатчинсона — Райса — Ро-
зенгрена [13]. В этом случае σ̄ij(ϕ, n) — функции, известные из решения Хатчинсона —

Райса — Розенгрена. Если β = −1/(n − 1), C̃ = (ȧ/(BG))1/(n−1) (ȧ — скорость роста

трещины; G — модуль сдвига), то необходимо использовать решение Хьюи — Риделя [14]
с учетом скоростей упругих деформаций. Таким образом, априори значение показателя
степени β считается неизвестным, поскольку сложно указать, какой асимптотикой опре-
деляется конфигурация области полностью поврежденного материала.

В силу (1.3) начальные условия имеют вид

σij(r, ϕ, t = 0) = C̃rβσ̄ij(ϕ, n). (1.4)

2. Автомодельность как свойство решения задачи. Для определяющих соотно-
шений (1.1) с начальными и граничными условиями (1.4) и (1.3) существует автомодельная
переменная

R = rC̃1/β(At)1/(βm) (2.1)

(β = −1/(n+1) соответствует автомодельной переменной, предложенной в [12]). Существо-
вание автомодельной переменной R в виде (1.2) легко обосновывается с помощью анализа
размерностей.
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Действительно, радиус, время и компоненты тензора напряжений можно привести к
безразмерному виду

r̂ = rL−1, t̂ = t T−1, σ̂ij = σij(C̃L
β)−1,

где L — некоторый характерный линейный размер; T — некоторое характерное время. За-
висимость между характерными длиной L и временем T устанавливается из анализа кине-
тического уравнения (1.2): T = C̃−mL−βmA−1. Безразмерные напряжения σ̂ij как функции

безразмерных переменных имеют вид σ̂ij(r̂, ϕ, t̂) = C̃−1L−βσij(rL
−1, ϕ, tAC̃mLβm). Отсю-

да следует существование автомодельной переменной (2.1). В этом случае компоненты

тензора напряжений и параметр сплошности представляются в форме

σij(r, ϕ, t) = (At)−1/mσ̂ij(R,ϕ), ψ(r, ϕ, t) = ψ̂(R,ϕ),

где σ̂ij(R,ϕ), ψ̂(R,ϕ) — безразмерные функции безразмерных переменных R, ϕ, определя-
емые в ходе решения конкретных краевых задач.

3. Антиплоский сдвиг пространства с полубесконечной трещиной (автомо-
дельное решение связанной задачи). Рассмотрим задачу о полубесконечной трещине
антиплоского сдвига в условиях ползучести в среде с поврежденностью. На основе ре-
зультатов исследований [1, 2] предполагается, что вблизи вершины трещины существует
область полностью поврежденного материала, в которой все компоненты тензора напря-
жений и сплошность обращаются в нуль.

Таким образом, необходимо найти решение системы уравнений, состоящей из уравне-
ния равновесия

∂

∂R
(Rτ̂rz) +

∂τ̂ϕz

∂ϕ
= 0, (3.1)

условия совместности, сформулированного для скоростей деформаций ползучести γ̂ϕz, γ̂rz:

∂

∂R
(Rγ̂ϕz) =

∂γ̂rz

∂ϕ
, (3.2)

где γ̂sz = (τ̂ /ψ̂)n−1τ̂sz/ψ̂; τ̂ =
√

(τ̂rz)2 + (τ̂ϕz)2; γ̂sz(R,ϕ) = 2γsz(r, ϕ, t)(At)
n/m/(3B) (s =

r, ϕ), и кинетического уравнения

R
∂ψ̂

∂R
= −βm

( τ̂
ψ̂

)m
. (3.3)

Решение системы уравнений (3.1)–(3.3) должно удовлетворять следующим граничным
условиям: условию отсутствия поверхностных усилий на берегах трещины

τ̂ϕz(R,ϕ = π) = 0 (3.4)

и условию симметрии на ее продолжении

τ̂rz(R,ϕ = 0) = 0. (3.5)

При R→∞ асимптотическое условие имеет вид

τ̂sz(R→∞, ϕ) → Rβ τ̄sz(ϕ, n) (3.6)

(граничное условие в бесконечно удаленной точке).
Решение системы уравнений (3.1)–(3.3), подчиняющееся граничным условиям

(3.4)–(3.6), ищется во всей плоскости, за исключением полностью поврежденной зоны,
внутри которой поведение материала не описывается сформулированной системой уравне-
ний. Предполагается, что внутри области полностью поврежденного материала все ком-
поненты тензора напряжений и сплошность обращаются в нуль, а на границе области
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полностью поврежденной зоны разыскиваемое решение должно удовлетворять условиям

непрерывности ψ̂ = 0, τ̂sz = 0 (в дальнейшем знак “∧” опускается).
Ниже изложен метод разложения по собственным функциям для произвольных n и

m = 0,7n. Решение системы уравнений (3.1)–(3.3) с граничными условиями (3.4)–(3.6)
будем разыскивать в форме степенных разложений с главными членами

(τsz/ψ)(R,ϕ) = Rβf
(0)
sz (ϕ) + . . . , ψ(R,ϕ) = 1− . . . (β < 0) (3.7)

при R→∞, двигаясь от бесконечно удаленной точки к окрестности вершины трещины.

Функции f
(0)
sz (ϕ) находятся из решения системы уравнений (3.1)–(3.3) с граничными

условиями (3.4)–(3.6). Подставляя главные члены асимптотических разложений (3.7) в
уравнение равновесия и условие совместности, получим систему двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

(f
(0)
ϕz )′ = −(β + 1)f

(0)
rz , (f

(0)
rz )′ = f

(0)
ϕz

(βn+ 1)f2 + (n− 1)(β + 1)(f
(0)
rz )2

f2 + (n− 1)(f
(0)
rz )2

, (3.8)

где f(ϕ) =

√
(f

(0)
rz )2 + (f

(0)
ϕz )2, с граничными условиями f

(0)
rz (0) = 0, f

(0)
ϕz (π) = 0.

При построении численного решения системы (3.8) граничное условие при ϕ = π

заменяется начальным условием f
(0)
ϕz (0) = c при ϕ = 0. В силу однородности системы (3.8)

можно принять условие нормировки f
(0)
ϕz (0) = 1. Таким образом, начальные условия имеют

вид

f
(0)
rz (0) = 0, f

(0)
ϕz (0) = 1. (3.9)

Решая систему (3.8) с граничными условиями (3.9) как задачу на собственное значение
методом Рунге — Кутты — Фельдберга, можно найти численное решение (например,
значение β = −1/(n + 1) соответствует известному решению Хатчинсона — Райса —
Розенгрена [13]).

Кинетическое уравнение (3.3) приводит к двучленному асимптотическому разложе-
нию для параметра сплошности ψ(R,ϕ) = 1−Rβmfm(ϕ).

Поскольку на границе области полностью поврежденного материала параметр сплош-
ности обращается в нуль: ψ = 1−Rβmfm = 0, можно оценить геометрию данной области:
R(ϕ) = [f(ϕ)]−1/β.

Рассматривая следующие за главным члены асимптотического разложения, можно
уточнить геометрию области полностью поврежденного материала.

Двучленное асимптотическое разложение компонент тензора эффективных напряже-
ний разыскивается в виде

(τsz/ψ)(R,ϕ) = Rβf
(0)
sz (ϕ) +Rβ1f

(1)
sz (ϕ) + . . . . (3.10)

В дальнейшем будут полезны асимптотические разложения для самих компонент тензора

напряжений и скоростей деформаций сдвига

τsz(R,ϕ) = Rβf
(0)
sz −Rβ(1+m)f

(0)
sz f

m +Rβ1f
(1)
sz ,

γsz(R,ϕ) = fn−1{Rβnf
(0)
sz +Rβ(n−1)+β1 [f

(1)
sz + (n− 1)f

(0)
sz f1f

−2]}.
Компоненты тензора напряжений содержат слагаемые с показателями β, β1, β(1+m)

степени R. Возможны три случая: β1 < β(1 +m), β1 > β(1 +m), β1 = β(1 +m). В первом
случае не учитываются новые функции асимптотического разложения компонент тензора

напряжений, во втором — слагаемое, содержащее функцию угловых распределений ком-
понент тензора напряжений, входящих в главный член асимптотического разложения.
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Будем учитывать все слагаемые и полагать, что слагаемые, содержащие Rβ1

и Rβ(1+m), имеют одинаковый порядок и, следовательно, β1 = β(1 +m).
Подставляя асимптотическое разложение (3.10) в уравнение равновесия (3.1) и условие

совместности (3.2), получим систему четырех обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, а именно систему уравнений (3.8) и два новых дифференциальных уравнения для

двух функций f
(1)
sz :

(f
(1)
ϕz )′ = mf

(0)
ϕz f

m−2[f
(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′] + (f

(0)
ϕz )′fm − (β1 + 1)[f

(1)
rz − fmf

(0)
rz ],

(f
(1)
rz )′ = {(1 + βn+ βm)[f2f

(1)
ϕz + (n− 1)f1f

(0)
ϕz ]− (n− 1)f1(f

(0)
rz )′ −

− (n− 1)[f
(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′][f

(1)
rz + (n− 1)f−2f1f

(0)
rz ]− (3.11)

− (n− 1)[f
(1)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(1)
ϕz (f

(0)
ϕz )′ + f

(0)
ϕz (f

(1)
ϕz )′]f

(0)
rz −

− 2(n− 1)f−2f1f
(0)
rz [f

(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′]}[f2 + (n− 1)(f

(0)
rz )2]−1,

где f1(ϕ) = f
(0)
rz f

(1)
rz + f

(0)
ϕz f

(1)
ϕz . Граничные условия записываются в виде

f
(0)
rz (0) = 0, f

(0)
ϕz (π) = 0, f

(1)
rz (0) = 0, f

(1)
ϕz (π) = 0.

Решая системы уравнений (3.8), (3.11) методом Рунге — Кутты — Фельдберга и

используя метод пристрелки (подбирая условие f
(1)
ϕz (0) = c таким образом, чтобы при ϕ = π

выполнялось граничное условие f
(1)
ϕz = 0), можно получить решение, удовлетворяющее

следующим начальным условиям:

f
(0)
rz (0) = 0, f

(0)
ϕz (0) = 1, f

(1)
rz (0) = 0, f

(1)
ϕz (0) = c.

Из кинетического уравнения (3.3) и асимптотического разложения (3.10)

R
∂ψ

∂R
= −βmRβmfm(1 +mRβ1−βf−2f1)

можно определить трехчленное асимптотическое разложение для параметра сплошности

ψ(R,ϕ) = 1−Rβmfm −mR2βmfm−2f1/2.
Геометрия области полностью поврежденного материала определяется уравнением

R(ϕ) = [(fm +
√
f2m + 2mfm−2f1)/2]−1/(βm).

Для уточнения конфигурации области поврежденного материала необходимо постро-
ить следующие слагаемые в асимптотическом разложении компонент тензора эффектив-
ных напряжений:

(τsz/ψ)(R,ϕ) = Rβf
(0)
sz (ϕ) +Rβ1f

(1)
sz (ϕ) +Rβ2f

(2)
sz (ϕ) + . . . . (3.12)

Асимптотические разложения для компонент тензора напряжений и скоростей деформаций

имеют вид

τsz = Rβf
(0)
sz +Rβ1(f

(1)
sz − f

(0)
sz f

m)−Rβ(1+2m)(f
(1)
sz f

m +mf
(0)
sz f

m−2f1/2) +Rβ2f
(2)
sz ,

γsz = fn−1{Rβnf
(0)
sz +Rβ(n−1)+β1 [f

(1)
sz + (n− 1)f

(0)
sz f1f

−2] +

+Rβ(n−1)+β2 [f
(2)
sz + f

(0)
sz f2f

−2] + (n− 1)R2β1−βf
(1)
sz f1f

−2}.
По аналогии с двучленным асимптотическим разложением компонент тензора напря-

жений можно считать, что слагаемые, содержащие Rβ2 и Rβ(1+2m), имеют одинаковый
порядок малости и, следовательно, β2 = β(1 + 2m).
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Подставив (3.12) в уравнение равновесия (3.1) и условие совместности (3.2), получим
систему шести обыкновенных дифференциальных уравнений, а именно системы уравне-

ний (3.8), (3.11) и два новых дифференциальных уравнения для двух функций f
(2)
sz :

(f
(2)
ϕz )′ = −(β2 + 1)[f

(2)
rz −mf

(0)
rz f

m−2f1/2− f
(1)
rz f

m] + (f
(1)
ϕz )′fm +m(f

(0)
ϕz )′fm−2f1/2 +

+m(m− 2)f
(0)
ϕz f

m−4f1[f
(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′]/2 +

+mf
(0)
ϕz f

m−2[(f
(0)
rz )′f

(1)
rz + (f

(1)
rz )′f

(0)
rz + (f

(0)
ϕz )′f

(1)
ϕz + (f

(1)
ϕz )′f

(0)
ϕz ]/2 +

+mf
(1)
ϕz f

m−2[f
(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′]/2,

(f
(2)
rz )′ = {(1 + βn+ 2βm)[f2f

(2)
ϕz + (n− 1)f1f

(1)
ϕz + (n− 1)f2f

(0)
ϕz ]−

(3.13)
− [f

(1)
rz (f

(1)
rz )′ + f

(1)
ϕz (f

(1)
ϕz )′ + f

(2)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(2)
ϕz (f

(0)
ϕz )′ + f

(0)
ϕz (f

(2)
ϕz )′](n− 1)f

(0)
rz −

− (n− 1)[f
(2)
rz + (n− 1)f−2f1f

(1)
rz + (n− 1)f−2f2f

(0)
rz ][f

(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′]−

− (n− 1)[f1(f
(1)
rz )′ + f2(f

(0)
rz )′]−

− (n− 1)f
(1)
rz [f

(1)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
rz (f

(1)
rz )′ + f

(1)
ϕz (f

(0)
ϕz )′ + f

(0)
ϕz (f

(1)
ϕz )′] +

+ 2(n− 1)f−2(f1f
(1)
rz + f2f

(0)
rz )[f

(0)
rz (f

(0)
rz )′ + f

(0)
ϕz (f

(0)
ϕz )′]}[f2 + (n− 1)(f

(0)
rz )2]−1,

где f2 = (f
(1)
ϕz )2/2+(f

(1)
rz )2/2+f

(0)
rz f

(2)
rz +f

(0)
ϕz f

(2)
ϕz . Граничные условия записываются в виде

f
(0)
rz (0) = 0, f

(0)
ϕz (π) = 0, f

(1)
rz (0) = 0, f

(1)
ϕz (π) = 0, f

(2)
rz (0) = 0, f

(2)
ϕz (π) = 0.

По аналогии с двучленным асимптотическим разложением можно получить решение,
удовлетворяющее граничным условиям

f
(0)
rz (0) = 0, f

(0)
ϕz (0) = 1, f

(1)
rz (0) = 0, f

(1)
ϕz (0) = c, f

(2)
rz (0) = 0, f

(2)
ϕz (0) = c1.

Для рассматриваемой задачи естественно положить β = −1/(n+ 1). Однако установлено,
что при ϕ = π граничные условия для n = m = 1 не выполняются: независимо от того,

какое выбирается начальное значение c1, функция f
(2)
ϕz принимает одно и то же значение,

отличное от нуля при ϕ = π, что подтверждается как аналитическим, так и численным
решениями для этого случая. Следовательно, β 6= −1/(n+ 1).

Из кинетического уравнения (3.3) можно найти

R
∂ψ

∂R
= −βmRβmfm(1 +mRβ1−βf−2f1 +mRβ2−βf−2f2),

тогда четырехчленное асимптотическое разложение для параметра сплошности принима-
ет вид

ψ(R,ϕ) = 1−Rβmfm −mR2βmfm−2f1/2−mR3βmfm−2f2/3.

Геометрия полностью поврежденной зоны определяется уравнением

z3 − z2fm −mzfm−2f1/2−mfm−2f2/3 = 0, (3.14)

где z = R−βm.
Следует отметить, что для n = m = 1 кубическое уравнение (3.14) имеет один от-

рицательный действительный корень и два комплексно-сопряженных, что противоречит
физическому смыслу автомодельной переменной. Области, которые удается построить на
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n m β n m β

1 1 −1,5000 6 0,7n −1,1495
2 0,7n −1,2303 7 0,7n −1,1455
3 0,7n −1,1830 8 0,7n −1,1425
4 0,7n −1,1648 9 0,7n −1,1405
5 0,7n −1,1553 10 0,7n −1,1390

основе двучленного и трехчленного разложений для параметра сплошности, существен-
но различаются (характерный линейный размер R(0) отличается почти в два раза), что
является еще одним доказательством утверждения β 6= −1/(n+ 1).

Собственное число β определяется из условия “сходимости” областей полностью по-
врежденного материала, полученных на основе двучленного, трехчленного и четырехчлен-
ного разложений для параметра сплошности. Найденные на основе численного анализа си-
стемы (3.13) собственные значения β для различных значений материальных констант n
и m, приводящие к “сходящимся” областям полностью поврежденного материала, приве-
дены в таблице. Конфигурации областей полностью поврежденного материала для найден-
ных значений β представлены на рис. 1–4 (X1 = x1C̃

1/β(At)1/(βm); X2 = x2C̃
1/β(At)1/(βm);

x1, x2 — координаты декартовой системы с центром в вершине трещины).
4. Оценка скорости роста трещины. Возвращаясь к размерным перемен-

ным, можно оценить размеры области полностью поврежденного материала r =
R(0)C̃−1/β(At)−1/(βm). Тогда выражение для скорости роста трещины принимает следу-
ющий вид:

dr

dt
= − 1

βm
R(0)C̃−1/βA−1/(βm)t−(1+1/(βm)),

т. е. в начальный момент времени скорость роста трещины стремится к бесконечности,
что соответствует мгновенному старту трещины, а с течением времени уменьшается и в
пределе (t→∞) стремится к нулю.

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Геометрия области полностью поврежденного материала при n = m = 1:
1 — граница области, определяемой двучленным асимптотическим разложением пара-
метра сплошности; 2 — граница области, определяемой трехчленным асимптотическим
разложением параметра сплошности; 3 — граница области, определяемой четырехчлен-
ным асимптотическим разложением параметра сплошности

Рис. 2. Геометрия области полностью поврежденного материала при n = 3,
m = 0,7n (обозначения те же, что на рис. 1)
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Геометрия области полностью поврежденного материала при n = 5,
m = 0,7n (обозначения те же, что на рис. 1)

Рис. 4. Геометрия области полностью поврежденного материала при n = 7,
m = 0,7n (обозначения те же, что на рис. 1)

Заключение. Установлена асимптотика дальнего поля напряжений в связанной по-
становке задачи теории ползучести и механики поврежденности, определяющая конфигу-
рацию области полностью поврежденного материала.

Построены асимптотические разложения по собственным функциям компонент тензо-
ра эффективных напряжений и параметра сплошности и определена конфигурация повре-
жденной зоны для различных показателей степеней кинетического уравнения накопления

повреждений и степенного закона ползучести в связанной постановке (ползучесть — по-
врежденность).

Дана оценка скорости роста трещины. Показано, что в начальный момент време-
ни скорость роста трещины стремится к бесконечности, что соответствует мгновенному
старту трещины, а с течением времени уменьшается и в пределе стремится к нулю.
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