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На основе спектрального разложения корреляции Эйлера несущей среды получена система замкнутых 
функциональных уравнений для спектров Лагранжа тяжелой инерционной частицы и флуктуаций скорости 
несущей среды на траектории частицы. При расщеплении четвертых моментов используются приближение 
квазинормальности и аппроксимация флуктуаций скорости частиц случайным процессом Гаусса. Предложен 
приближенный самосогласованный метод решения полученной системы функциональных уравнений. Спектр 
корреляций Эйлера флуктуаций скорости среды моделируется распределениями Сэфмена и Кармана. Исследо-
вано влияние пространственной микроструктуры турбулентности, инерции частиц и скоростного скольжения 
на интенсивность хаотического движения и коэффициент турбулентной диффузии дисперсной примеси. 
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Введение 

Дисперсные турбулентные потоки встречаются во многих природных явлениях и 
широко используются в технических приложениях [1, 2]. Новое направление применения 
дисперсных систем в случайных гидродинамических полях ⎯ пылевая плазма (см., на-
пример, [3]). Дисперсные турбулентные потоки интенсивно изучаются современными 
экспериментальными методами [4] и методами численного моделирования [5−15]. 

Теоретические методы исследования дисперсных турбулентных потоков можно 
разделить на два принципиально различных подхода: с использованием переменных 
Лагранжа или Эйлера. Расчеты траекторий отдельных частиц путем прямого численного 
моделирования турбулентности по методу Лагранжа позволяют качественно исследовать 
эффекты кластеризации частиц, столкновения частиц, влияния частиц на турбулентные 
характеристики несущего потока, изменения реологии двухфазной среды в результате 
коллективного гидродинамического взаимодействия частиц примеси. Однако информацию, 
получаемую в результате подобных трудоемких расчетов, затруднительно применять 
в инженерных приложениях. Поэтому в настоящее время основной подход, позволяющий 
моделировать сложные гидродинамические течения дисперсных турбулентных потоков, 
использует переменные Эйлера (см., например, [1, 2, 16, 17]). 
_______________________________________________ 
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Прогнозирующее свойство моделей в переменных Эйлера зависит от корректности 
замыкающих соотношений, связанных с дисперсной фазой. Определяющее значение 
имеют интенсивность хаотического движения и коэффициент турбулентной диффузии 
дисперсной примеси. Источником случайного движения частиц является их взаимодей-
ствие с турбулентными вихрями. В неоднородных потоках вклад в турбулентную энергию 
дисперсной фазы дают также процессы порождения из осредненного движения, диффузия 
и конвективный перенос. 

Для турбулентных потоков вдали от омываемой поверхности характерные масштабы 
изменения осредненных параметров потока существенно превосходят внутренние мас-
штабы турбулентности. Поэтому исследование процесса вовлечения частиц в турбу-
лентное движение несущей среды и явлений макроэффектов, связанных с неоднородностью 
потока, можно проводить независимо. 

От точности моделирования источника хаотического движения частиц зависят 
в конечном итоге уровень турбулентной энергии и величина коэффициента турбулентной 
диффузии дисперсной примеси. Настоящая работа посвящена учету инерции частиц, 
скорости осредненного скольжения и изучению влияния пространственно-временной 
структуры турбулентных вихрей на процесс передачи турбулентной энергии несущей 
среды частицам. Аналитическое исследование проводится в приближении однородного 
потока. 

Степень вовлечения частиц в турбулентное движение определяется корреляцией 
скорости несущей среды вдоль траектории частицы. Традиционный подход основан на 
одноточечной аппроксимации корреляции скорости несущей среды вдоль траектории 
частицы [1, 2, 16−18, 19]. В этом случае полностью игнорируется пространственная 
микроструктура случайных флуктуаций скорости несущей среды [20, 21] и существенное 
отличие между масштабами Лагранжа и Эйлера турбулентности [22]. Кроме того, при 
одноточечной аппроксимации учет осредненного скольжения частиц осуществляется 
на основе полуэмпирических соотношений, заимствованных из литературных источни-
ков [23, 24]. Полученные таким образом формулы не самосогласованы и не универсальны. 

Учет пространственно-временной микроструктуры случайного поля среды и раз-
личия во временных масштабах Лагранжа и Эйлера имеют принципиальное научное и 
практическое значение. В настоящей работе привлекается метод исследования, основан-
ный на спектральном представлении пространственно-временной микроструктуры тур-
булентного поля. Следует отметить, что техника работы со спектральными разложениями 
существенно упрощает процедуру получения новых результатов. 

В рамках спектрального подхода на основе корреляции Эйлера несущей среды 
получена замкнутая система самосогласованных функциональных уравнений для корре-
ляции Лагранжа инерционной тяжелой частицы и корреляции скорости среды на ее тра-
ектории. Спектр Эйлера несущей среды надежно регистрируется измерительной аппара-
турой и может быть получен в рамках теоретических исследований (см., например, [25]). 

Настоящая работа является обобщением работы [26]. В предлагаемой работе 
последовательно реализован спектральный подход для вычисления параметров хаоти-
ческого движения частиц, получены новые результаты, иллюстрирующие связь коэффи-
циента турбулентной диффузии примеси с внутренней микроструктурой турбулентности. 
Проведен анализ и установлены границы применимости теоремы Чена о коэффициенте 
турбулентной диффузии примеси инерционных частиц [19, 27, 28]. На основе 
аппроксимаций Сэфмена и Кармана проиллюстрировано влияние различных форм спектра, 
инерции частиц, осредненного скольжения фаз и микроструктуры случайного поля 
скорости среды на интенсивность хаотического движения частиц и коэффициент турбу-
лентной диффузии дисперсной примеси. Показано, что в отсутствии массовых сил 
коэффициент стационарной турбулентной диффузии инерционных частиц выше, чем 
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коэффициент диффузии пассивной примеси. Этот эффект объясняется пространст-
венной микроструктурой случайного поля скорости среды, приводящей к различию 
во временных интегральных масштабах Лагранжа и Эйлера. 

1. Корреляция Лагранжа частицы 

Рассматриваются сферические частицы, движущиеся под действием силы вязкого 
трения и массовой силы. Размер частиц существенно меньше, чем минимальный 
пространственный масштаб флуктуаций скорости среды. Однако масса частиц достаточно 
велика, чтобы можно было пренебречь молекулярной диффузией по сравнению с хаоти-
ческим перемещением частиц вследствие флуктуаций скорости. Массовая концентрация 
дисперсной примеси незначительна и не оказывает влияния на энергетические параметры 
случайного поля скорости несущей среды. Столкновения частиц маловероятны и не учи-
тываются. Осредненная скорость потока несущей фазы считается однородной в про-
странстве и стационарной. 

Уравнения движения частицы в системе координат, движущейся с осредненной 
скоростью потока, имеют вид: 

( ) ( )( ) ( )1 ,
p

d t
t t t

dt τ
,⎡ ⎤= −⎣ ⎦

v
u X v                                            (1) 

( ) ( ) ,
d t

t
dt

= +
X

v W                                                       (2) 

где pτ  ⎯ время динамической релаксации частицы, u(x, t) ⎯ флуктуации скорости 

несущего потока, v(t) ⎯ флуктуации скорости частицы, X(t) ⎯ случайное смещение 
частицы, pτ=W g  ⎯ осредненная скорость скольжения частицы в результате действия 

массовой силы, g ⎯ ускорение массовой силы. 
Осреднение флуктуаций скоростей частиц и среды по ансамблю реализаций случайного 

потока приводит к равенствам ( ) ( ), t t 0,= =u x v  где угловыми скобками обозначен 

результат осреднения. 
Флуктуации скорости среды моделируются статистически стационарным и стати-

стически однородным в пространстве случайным полем. Корреляция флуктуаций скорости 
в переменных Эйлера имеет вид: 

( ) ( ) ( )2 E, , , ,i j iju s u s u s′ ′ ′′ ′′ = Ψx x x   ( )E ,0 ,ij ijδΨ =0  

здесь 
3

2 2

1
3i

i
u u

=
= ∑  ⎯ средний квадрат дисперсии скорости среды,  ⎯ 

относительное расстояние, 

′ ′= −x x x ′

s s s′ ′= − ′  ⎯ относительное время, ( )E ,ij sΨ x  ⎯ автокорреля-

ционная функция. 
Для изотропной турбулентности двухточечная, двухвременная автокорреляционная 

функция флуктуаций скорости записывается по аналогии с одновременной корреляцией 
скорости [25]: 

( ) ( ) ( ) ( )E E E E
2, , , ,i j

ij LL NN NN ij
x x

s s s
x

,s δ⎡ ⎤Ψ = Ψ −Ψ +Ψ⎣ ⎦x x x x  

где ijδ  ⎯ символ Кронекера, x = x  ⎯ модуль вектора,  ⎯ продольная и 

поперечная по отношению к вектору x автокорреляционные функции. 

E E,LL NNΨ Ψ
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В дальнейшем будут представлять интерес энергетические параметры стохастиче-
ского движения частиц. Определим осредненную по различным направлениям автокор-
реляционную функцию Эйлера ( )E , sΨ x  как 

( ) ( ) ( )2
E, , , ,iji ju s u s u s′ ′ ′′ ′′ = Ψ δx x x ( )E ,0 1.Ψ =0                           (3) 

Между введенной функцией ( )E , ,sΨ x  продольной и поперечной автокорреляци-
онными функциями существует связь: 

( ) ( ) ( )( )E E
E , , 2 ,LL NNs s sΨ = Ψ + Ψx x x 3.  

Выражение для актуальной скорости частицы следует из уравнения (1): 

( ) ( )( )( )

0

1 e p
t

t s

p
t τ

τ
− −= ∫v u X , .s s ds

),

                                             (4) 

Время наблюдения за частицей существенно превышает время динамической 
релаксации ( pt τ�  поэтому в формуле (4) не учитывается начальное условие. 

Корреляция Лагранжа частицы определяется следующим образом: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
2

0 0

1 e e ,p p
t t

t s t s
i j i j

p
v t v t ds ds u s s u s sτ τ

τ

′ ′′
′ ′ ′′ ′′− − − −′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= ∫ ∫ X X , .        (5) 

Далее представляет интерес средняя дисперсия флуктуаций скорости частиц 
3

2 2

1
3.i

i
v v

=
= ∑  Случайная скорость частицы зависит от флуктуаций скорости несущей 

среды вдоль ее случайной траектории. Для однородного изотропного потока корреляцию 

среды вдоль траектории частицы ( ) (L
p )s s′ ′′Ψ −  представляем в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
L ,p

ij i js s u u s s u s sδ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′Ψ − = X X , .                                (6) 

Корреляция флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы подчиняется 
условию нормировки  

( ) ( )L 0 1p .Ψ =                                                                (7) 

Осредненную по различным направлениям корреляцию Лагранжа частицы ( ) ( )L
p t t′ ′′Φ −  

определяем как 

( ) ( ) ( ) (2
L .p

i j ijv t v t v t tδ′ ′′ ′ ′′= Φ − )                                               (8) 

Условие нормировки для корреляции Лагранжа частицы имеет вид  

( ) ( )L 0 1p .Φ =                                                              (9) 

Из формул (5), (6) и (8) вытекает выражение для корреляции Лагранжа частицы: 

( ) ( ) ( ) (( ) ( )2 2
L L2

0 0

1 e ep p
t t

t s t sp p

p
v t t u ds ds s sτ τ

τ

′ ′′
′ ′ ′′ ′′− − − −′ ′′ ′ ′′ ′ ′′Φ − = Ψ −∫ ∫ ).            (10) 

Из формулы (10) следует, что корреляция флуктуаций скорости среды вдоль траек-
тории частицы определяет основные параметры хаотического движения примеси. Далее 
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устанавливается связь между спектрами корреляций флуктуаций скорости среды на тра-
ектории частицы, корреляции Лагранжа частицы и Эйлера несущей среды. 

2. Спектральное представление 

Корреляции Лагранжа частицы и флуктуации скорости среды вдоль траектории 
частицы раскладываются в интеграл Фурье: 

( ) ( ) ( ) ( )i
L L

1 e ,
2

p ptt dω ϕ ω ω
π

∞
−

−∞

Φ = ∫    ( ) ( ) ( ) ( )i
L L

1 e ,
2

p ptt dω ψ ω ω
π

∞
−

−∞

Ψ = ∫               (11) 

где i ⎯ мнимая единица, i2 = −1, спектры ( ) ( ) ( ) ( )L L,  p pϕ ω ψ ω  находятся как 

( ) ( ) ( ) ( )i
L Le ,p pt t dtωϕ ω

∞

−∞

= Φ∫                       (12) ( ) ( ) ( ) ( )i
L Lep t t dtωψ ω

∞

−∞

= Ψ∫ .p

Для спектров выполняются условия нормировки, вытекающие из формул (7) и (9): 

( ) ( )L
1 1,

2
p dϕ ω ω

π

∞

−∞

=∫   ( ) ( )L 1.p dψ ω ω
∞

−∞

=∫  

Подстановка спектрального разложения (11) в формулу (10) приводит к выраже-
нию спектра Лагранжа частицы через спектр корреляции флуктуации скорости среды 
вдоль траектории частицы: 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2 L
L 2 .

1

p
p

p

v u
ψ ω

ϕ ω
ωτ

=
+

                                         (13) 

Выражение для дисперсии флуктуаций скорости частицы вытекает из формул (10) 
и (13) при совпадении времен : t t′ ′= ′

( ) ( )
( )

2 2 L
2

1 .
2 1

p

p

v u d
ψ ω

ω
π ωτ

∞

−∞

=
+

∫                                        (14) 

Диффузия дисперсной примеси определяется осредненным квадратом случайного 
смещения частиц  ( )2 :p t∆

( ) ( ) ( ) ( ) (2 2
L

0 0 0 0

.
t t t t

p
i j ij ij pd d v v v d dξ tξ ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ δ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= Φ − =∫ ∫ ∫ ∫ )∆  

Коэффициент турбулентной диффузии примеси рассчитывается как [29] 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
L

0

1 .
2

t
p pp d t

D v
dt

dξ ξ
∆

= = Φ∫  

Вводим интегральный временной масштаб корреляции Лагранжа частицы ( )
L ,pΓ  

который рассчитывается с использованием формул (11) и (12): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) i
L L L

0 0

1
2

p p p tt dt d e dtωωϕ ω
π

∞ ∞ ∞

−∞

Γ = Φ = =∫ ∫ ∫ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L L
1 1 0 .
2 2

p pdϕ ω δ ω ω ϕ
∞

−∞

=∫   (15) 
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Здесь использовано спектральное разложение дельта функции Дирака 

( ) i1 .
2

te dtδ ω
π

∞
ω

−∞

= ∫  

Для достаточно долгого времени наблюдения ( )
L

pt Γ�  коэффициент турбулентной 
диффузии достигает стационарного значения 

( ) ( )2
L .ppD v= Γ                                                        (16) 

Интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды вдоль траектории 

частицы ( )
L

pT  также выражается через спектр: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L L L L
0

1 1 0 .
2 2

p p p pT t dt t dt ψ
∞ ∞

−∞

= Ψ = Ψ =∫ ∫                              (17) 

Из формул (13), (15) и (17) следует выражение для коэффициента турбулентной 
диффузии частиц через интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды 
на траектории частицы: 

( ) ( )2
L .ppD u T=                                                          (18) 

Равенство, вытекающее из формул (16) и (18), ( ) ( )2 2
L ,pv u TΓ = L

p  может служить 

критерием корректности результатов прямого численного моделирования турбулентных 
дисперсных течений. 

Как следует из данных прямого численного моделирования, для крупномасштаб-
ных энергоемких флуктуаций автокорреляционная функция флуктуаций скорости среды 
вдоль траектории частицы близка к экспоненциальной зависимости [5−11, 13]: 

( ) ( ) ( )( )L exp .p t t TΨ = − L
p                                                  (19) 

Экспоненциальная аппроксимация справедлива на временах, превышающих мик-
ромасштаб Колмогорова. 

Спектр флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы (19) вытекает из 
формул (12): 

( ) ( ) ( ) ( )( )2L L L2 1p pT Tψ ω ω= + .p  

Выражение для спектра корреляции Лагранжа при экспоненциальной 
аппроксимации (19) следует из формулы (13): 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
2

L2
L 22

L

2
.

1 1

p
p

p
p

T u
v

T
ϕ ω

ωτ ω
=

⎡ ⎤⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Интеграл при вычислении зависимости корреляции Лагранжа (11) от времени 
берется по теореме вычетов: 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

L
L2 2

L 2

L

 
.

1

p
ptpt T

pp

p
p

e T e
v t u

T

ττ

τ

−− −
Φ =

−
                            (20) 
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Квадрат дисперсии флуктуаций скорости частиц следует из формулы (20) при t = 0: 

( )( )2 2
L1 1 ,p

p pv u f Tτ⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦
                                        (21) 

здесь pf  ⎯ функция отклика частиц. 

Корреляционная функция Лагранжа частиц получается из формул (20) и (21): 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

L
L

L
L

 
.

1

p
ptpt T

pp
p

p

e T e
t

T

ττ

τ

−− −
Φ =

−
                                  (22) 

Следует отметить, что вид функции отклика (21) определяется формой корреляции 
флуктуаций скорости несущей среды (22) на траектории частицы. Интегральный вре-
менной масштаб корреляции Лагранжа (22) равен 

( ) ( )
L .p

p TτΓ = + L
p                                                    (23) 

Для частиц с малой инерцией ( )( )L
p

p Tτ �  дисперсии флуктуаций скорости частиц 

и несущей среды близки: 2 2 .v u≈  Интегральный временной масштаб корреляции 

Лагранжа стремится к интегральному временному масштабу вдоль траектории частицы: 
( ) ( )
L L .p TΓ ≈ p  Корреляция Лагранжа (22) соответствует частицам пассивной примеси (19). 

Для инерционных частиц ( )( )L
p

p Tτ �  интенсивность флуктуаций скорости приме-

си снижается: ( )2 2
L ,p

pv u T τ≈  временной интегральный масштаб корреляции Ла-

гранжа стремится к времени динамической релаксации ( )
L ,p

pτΓ ≈  а корреляция Лагран-

жа (22) затухает как ( ) ( ) ( )L exp .p
pt t τΦ ≈ −  

В традиционном подходе интегральный временной масштаб флуктуаций скорости 
несущей среды на траектории частицы аппроксимируется интегральным временным 

масштабом Лагранжа пассивной примеси, ( ) 0
LL .pT T=  В этом случае без учета осреднен-

ного скольжения из формулы (18) следует, что коэффициент турбулентной диффузии 
частиц не зависит от их инерции и равен коэффициенту турбулентной диффузии 
пассивной примеси  0 :D

( ) 0 2
L ,pD D u T= = 0  

Этот неожиданный результат в литературе называют теоремой Чена [19, 27, 28]. 
В традиционном подходе учет эффекта пересечения траекторий при наличии массовых 
сил осуществляется путем введения полуэмпирического множителя, зависящего от без-

размерного параметра W uγ =  ( ,W = W  2u u= ). Значения временного масштаба 

Лагранжа пассивной примеси  оценивается на основе эмпирических соображений или 
заимствуется из данных прямого численного моделирования турбулентности. В то же 
время, данные прямого численного моделирования случайного движения частиц свиде-
тельствуют, что без учета осредненного скольжения коэффициент турбулентной 

0
LT
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диффузии инерционных частиц становится выше, чем пассивной примеси (см, напри-
мер, [5−11, 14]). 

В традиционном теоретическом описании не учитывается внутренняя пространст-
венная структура энергоемких турбулентных вихрей, которая существенным образом 
зависит от типа турбулентного потока. Цель дальнейших построений ⎯ самосогласо-
ванный учет пространственной структуры случайного поля скорости несущей среды и 
хаотического движения частицы внутри энергоемкого вихря. 

3. Корреляция скорости среды вдоль траектории частицы 

С помощью трехмерной функции Дирака δ (x) корреляция флуктуаций скорости 
среды вдоль траектории частицы (6) записывается как 

( ) ( )2
L

p
ij u s s ′δ ′ ′Ψ − ( )( ) ( )( ) ( ) ( ), ,i jd d s s u s u sδ δ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= − −∫ ∫x x x X x X x x =  

( )( ) ( )( )2
ij u d d d s sδ δ δ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= −∫ ∫ ∫y x x x X x X− ×  

( )( ) ( )E , s sδ ′ ′′ ′ ′′× − − Ψ −y x x y ( ) (2
E, ,ij pu d G s s s sδ ) ,′ ′′ ′ ′′= − Ψ∫ y y y −            (24) 

где ( ) ( ) ( )( ),pG s s s sδ′ ′′ ′ ′′− = − −⎡⎣y y X X ⎤⎦  ⎯ функция плотности вероятности смещения 

частицы на расстояние y за время .s s′ ′′−  
При записи выражения (24) предполагается, что случайная траектория инерционной 

частицы (переменные Лагранжа) и флуктуации скорости среды (переменные Эйлера) 
слабо коррелированы. Это предположение широко используется при теоретическом 
исследовании диффузии частиц в случайных полях [30] и основано на квазинормальной 
гипотезе, применяемой в статистической физике [31] и теории случайных процессов [32]. 
В литературе, посвященной турбулентности, процедура расщепления корреляции (24) 
носит название гипотезы Коррсина. В работе [33] представлен анализ возможного нару-
шения приближения Коррсина для частиц пассивной примеси. В случае инерционных 
частиц гипотеза о слабой корреляции траектории тяжелой инерционной частицы и 
корреляции Эйлера среды является вполне разумным приближением. В этом случае 
частица реагирует на интегральные параметры флуктуаций скорости среды. По мере 
уменьшения инерции частиц интенсивность случайного движения и коэффициент тур-
булентной диффузии примеси стремятся к соответствующим параметрам среды. 

В формуле (24) привлекается спектральное разложение ( )E , sψ k  корреляции 
Эйлера: 

( )
( )

( )i
E E3

1, e , ,
2

s s dψ
π

⋅Ψ = ∫ k yy k k ( ) ( )i
E E, e , .s s dψ − ⋅= Ψ∫ k yk y y                   (25) 

Спектральная функция (E , )sψ k  удовлетворяет условию нормировки 

( )( ) ( )3
E1 2 ,0 1.dπ ψ =∫ k k                                                  (26) 

В результате подстановки разложения (25) в формулу (24) получаем выражение для 
корреляции скорости среды на траектории частицы, которое с учетом уравнения движе-
ния (2) принимает вид: 

( ) ( ) ( )( ) ( )3
EL 1 2 ,p s s sπ ψ′ ′′ ′ ′′Ψ − = −∫ k s ×  

( ) ( )exp i exp i .
s

s

s s ξ ξ
′

′′

⎧ ⎫⎪′ ′′× − ⋅ − − ⋅⎡ ⎤ ⎨⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫k W k v kd d⎪
⎬                            (27) 
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Сомножитель в угловых скобках в выражении (27) ⎯ характеристический функ-
ционал случайных флуктуаций скорости частицы. Этот сомножитель учитывает смещение 
частицы внутри энергоемкого вихря. 

Флуктуации скорости несущей среды удовлетворительно описываются случайным 
полем Гаусса [16−18, 20, 33]. Из формулы (4) следует, что случайная скорость частиц 
является также процессом Гаусса. Характеристический функционал случайного процес-
са Гаусса имеет вид [34]: 

( ) ( ) ( )
s

s

exp i exp
2

s s
i j

i j
s s

k k
d d d v vξ ξ ξ ξ ξ ξ

′ ′ ′

′′ ′′ ′′

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ′ ′′ ′ ′′− ⋅ = − =⎪⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩

∫ ∫ ∫k v
⎪⎭

 

( ) ( ) ( )
s2 2

2 2

s

exp exp ,
2 2

s
p

pL
s

k kv d dξ sξ ξ ξ
′ ′

′′ ′′

⎧ ⎫
s

⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − Φ − = − ∆ −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

∫ ∫  

где k = k  ⎯ модуль волнового вектора. Осредненный квадрат случайного смещения 

частицы за промежуток времени s s′ ′′−  выражается через спектр корреляции Лагранжа 
частицы (12): 

( ) ( ) ( )
s

2 2
L

s

s
p

p
s

s s v d dξξ ξ ξ =
′ ′

′′ ′′

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′∆ − = Φ −∫ ∫ ( ) ( ) ( )2

L 2

1 cos
,pv s

d
ω

ϕ ω ω
π ω

∞

−∞

−
∫ .  s s s′ ′′= −  

Выражение для корреляции флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы (27) 
принимает вид: 

( ) ( )L
p sΨ =  

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

E L3 2

1 cos1 , exp i .
22

pk v s
s s d d

ω
ψ ϕ ω ω

π ωπ

∞

−∞

⎧ ⎫−⎪ ⎪− ⋅ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫k k W k

)E

    (28) 

Видно, что флуктуации скорости среды вдоль траектории частицы зависят от кор-
реляции Эйлера, осредненного скольжения и случайного смещения частицы внутри 
энергоемкого вихря. Осредненная скорость и блуждания частицы приводят к ослабле-
нию корреляции скорости среды вдоль ее траектории. 

Из формулы (28) следует, что для корректного описания осредненного скольжения 
и случайного смещения частиц необходим учет внутренней пространственной микро-
структуры флуктуаций скорости среды. Для однородного поля флуктуаций скорости 

среды ( ) ( ) ( ) (3
E , 2s sψ π δ= Ξk k  корреляция вдоль траектории частицы не зависит ни 

от осредненного скольжения, ни от инерции частиц. В этом приближении также спра-
ведлива теорема Чена. 

Уравнения (11)−(14) и (28) образуют замкнутую систему функциональных уравне-
ний для расчета спектров Лагранжа частицы и флуктуаций скорости среды вдоль ее тра-
ектории. 

Метод приближенного решения системы функциональных уравнений заключается 
в следующем. Для заданного спектра Эйлера рассчитывается спектр корреляции скоро-
сти среды вдоль траектории частицы (28). По формуле (17) находится интегральный 

временной масштаб флуктуаций скорости среды на траектории частицы  Корреля-
ция флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы аппроксимируется в виде 
экспоненциальной зависимости (19). Далее по спектральным разложениям раздела 3 
определяются все параметры хаотического движения частиц. 

( )
L .pT
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4. Модель спектра Эйлера 

Рассматриваются две аппроксимации спектра Эйлера. Для малых чисел Рейнольдса 
турбулентности справедлива аппроксимация Сэфмена [35]. Трехмерный спектр развитой 
турбулентности в области энергоемких вихрей и инерционного переноса энергии моде-
лируется формулой Кармана (см., например, [25, 28]). 

4.1. Спектр Сэфмена 

Трехмерный спектр флуктуаций скорости несущей среды задается в виде 

( ) ( )2 2 2

E 3 2 2 ,
E

2
, exp

2 2E k k

k
k k
π ωψ ω
ω ω

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
k   

E
.k

kuω
χ

=                               (29) 

Здесь  ⎯ масштаб в пространстве волновых векторов, Ek Eχ  ⎯ структурный параметр 
турбулентности, зависящий от типа течения [20, 21]. 

Частотная зависимость спектра Эйлера (29) соответствует представлениям о быст-
ром вырождении мелкомасштабных флуктуаций и удовлетворяет условию нормировки, 
которое вытекает из (26): 

( )( ) ( )4
E1 2 , 1.d d kπ ωψ ω

∞

−∞

=∫ ∫k  

Интегральный временной масштаб корреляции Эйлера  находится из равенства ET

( )
( ) E

E E3
E

1 1 ,0 .
2 2

T d
k u
χ

ψ
π

= =∫ k k  

Временная зависимость спектра Эйлера ( )E ,k sψ  рассчитывается аналогично (11): 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2
i

E E 3 2
E E

21, , exp 1
2 2

s k ss e d
k k T

ω π
ψ ψ ω ω

π

∞
−

−∞
2

E
.

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫k k                (30) 

Упростим выражение в экспоненте формулы (28). Для инерционных частиц инте-
гральный временной масштаб корреляции Лагранжа больше временного масштаба кор-

реляции среды вдоль траектории частицы ( ) ( )
L L .p pTΓ >  Частоты, соответствующие энер-

гоемкой части спектра Лагранжа, лежат в интервале ( )( ) 1

L .pω
−

< Γ  Диапазон времен, 

определяющих основной вклад в интеграл (10), равен ( )
E L .ps s T′ ′′− ≈ < Γ  Разложение 

косинуса в экспоненте (28) приводит к приближенному выражению для квадрата сме-

щения частицы внутри вихря: ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

L 2

1 cos
.p

p

v s 2s d v s
ω

ϕ ω ω
π ω

∞

−∞

−
∆ = ⋅ ≈∫  

С учетом этой аппроксимации записывается выражение для корреляции скорости 
среды вдоль траектории частицы: 

( ) ( )
( )

( ) 2 2 2
EL 3

1 1, exp i
22

p .s s s k v sψ
π

⎧ ⎫Ψ = − ⋅ −⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ k k W dk                    (31) 

Громоздкие выкладки по вычислениям спектров собраны в Приложении. Спектр 
флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы рассчитывается по формуле (12): 
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( ) ( )
( )

( ) ( ) 2 2 2
EL 3

1 1, exp i .
22

p d ds s s k v sψ ω ψ ω
π

∞

−∞

⎧ ⎫= − ⋅ −⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ ∫k k k W  

С учетом спектра корреляции Эйлера (30) получается выражение для спектра кор-
реляции скорости жидкости на траектории частицы: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

E E E
EL 2

E

1exp .
2 2 2

p T k k kT
k k k

ψ ω ω
π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − − ⋅ −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ k W k

� � d                    (32) 

Здесь эффективный временной масштаб  равен (см. Приложение): ET�

2 2 2 2 2
E E E E E E1 1 pT T k v T T fχ= + = +� .                                   (33) 

В соответствии с идеей приближенного решения системы функциональных урав-
нений, изложенной в предыдущем разделе, рассчитаем интегральный временной 
масштаб флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы: 

( ) ( ) ( ) E
EL L

E

1 10 erf
2 2 2

p pT T
χ γπψ

χ γ

∗

∗

⎛ ⎞
= = ⎜⎜

⎝ ⎠
� ,⎟⎟                                (34) 

где 2 2
E1 pfγ γ χ∗ = +  ⎯ модернизированный параметр осредненного скольжения. 

Формулы (21) и (34) образуют систему алгебраических уравнений для расчета 
функции отклика частиц .pf  Для безынерционных частиц 0pτ =  в отсутствии осред-

ненной скорости скольжения W = 0 из формулы (33) следует оценка для интегрального 
временного масштаба корреляции Лагранжа частиц пассивной примеси: 

0 2 2 2
L E E E E E1T T k u T T 21 .χ= + = +                                    (35) 

Видно, что масштаб Лагранжа зависит от структурного параметра турбулентности E .χ  
Интегральный временной масштаб корреляции Лагранжа пассивной примеси всегда 
меньше, чем интегральный временной масштаб корреляции Эйлера. Это объясняется 
разрушением корреляции микрочастицы при ее случайном блуждании внутри энергоемких 
флуктуаций скорости среды. Из формулы (34) видно, что рост осредненного скольжения 
приводит к уменьшению интегрального временного масштаба флуктуаций скорости 
среды вдоль траектории частицы (эффект «пересечения траекторий»). 

Определяем параметр инерции частиц с помощью критерия Стокса ESt .p p Tτ=  Для 

инерционных частиц  без массовых сил (W = 0) функция отклика  и 

интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды на траектории частиц 

стремится к интегральному временному масштабу корреляции Эйлера 

(St 1)p �
1St 1p pf −∼ �

( ) 0
E LL .pT T T≈ >  

Из формулы (18) получим выражение для отношения коэффициентов турбулентной 
диффузии тяжелых инерционных частиц и пассивной примеси: 

( ) 2
E

0 2
E E

1 1 erf .
2 21

p

p

D
D f

χ π
χ χ γ

∗

∗

⎛ ⎞+
= ⋅ ⋅ ⎜⎜+ ⎝ ⎠

Eχ γ
⎟⎟                                  (36) 

Для инерционных частиц (S  в отсутствие массовых сил (γ = 0) коэффициент 

стационарной турбулентной диффузии частиц становится выше, чем коэффициент тур-

булентной диффузии пассивной примеси: 

t 1)p �

( ) ( )0 2
E1pD D χ 1.≈ + >  Для безынерционных 
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частиц  при существенном скоростном скольжении (St 0)p = ( 1)γ �  коэффициент тур-

булентной диффузии частиц снижается: ( ) ( ) 10
E .pD D χ γ −∼  

Приводим систему алгебраических уравнений для расчета параметров хаотического 

движения частиц. Функция отклика частиц рассчитывается по формуле 
( )( )EL

1 .
1 St

p p
p

f
T T

=
+

 

Отношение временного макромасштаба флуктуаций скорости жидкости на траек-
тории частицы к масштабу Эйлера равно: 

( )
L E

2E EE

1 1 erf .
2 21

p

p

T
T f

χ γπ
χ γχ

∗

∗

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 

Относительный коэффициент диффузии определяется по формуле (36). 

4.2. Спектр Кармана 

Вид пространственной компоненты этого спектра ранее использовался в рабо-
те [26]. В настоящей работе изменен вид частотной зависимости и в целях замкнутости 
изложения мы приводим необходимые пояснения. Громоздкие математические выкладки 
вынесены в Приложение. 

Трехмерный  спектр Эйлера развитой турбулентности представляется в виде 

( ) ( )
2

0
E E2

2, ,k
k
π ,ψ ω ψ=k ω  

( )
( )

( )2 24 20 E
E 5 17 62E E

2, e
1

k

k

kk
k k k

ω ωζ πψ ω
ω

−
= ⋅ ⋅

⎡ ⎤+⎣ ⎦

,                              (37) 

здесь Eζ  ⎯ нормировочная константа спектра,  ⎯ масштаб в пространстве волновых 
чисел, который будет определен в дальнейшем, частота 

Ek

kω  соответствует модели инер-

ционного переноса энергии по спектру 1 3 2 3,k Q kω ε=  Q ⎯ константа, значение которой 
вычисляется ниже. 

Нормировочная константа для спектра (37) находится из условия (26), E 0,968.ζ ≈  
Значение масштаба волновых чисел  определяется из условия совпадения асимптотики 
спектра (37) для больших волновых чисел  и спектра Колмогорова для области 
инерционного переноса энергии по спектру: 

Ek

Ek k�

( ) ( )3 2 3 2
E K E ,k C Eζ ε=                                                (38) 

здесь ε ⎯ турбулентная диссипация, ( ) 23 2E = u  ⎯ турбулентная энергия,  ⎯ 

константа Колмогорова. 
K 1,67C ≈

Временной интегральный масштаб спектра (37) равен: 

E E ,T a E ε=    ( )E E K ,a a QC= �   E 0,033.a ≈�                                (39) 

Интегральный временной масштаб можно также трактовать как характерное время 
оборота энергоемкого вихря  Для оценки этого времени необходима величина одно-
мерного пространственного макромасштаба [25] 

E.T�

( )1 0
E E

0

,0 0,046 .
2

L k k dkπ ψ
∞

−= ≈∫ Ek  
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Оцениваем характерное время оборота вихря E E .T L u=�  При подстановке выра-

жения для масштаба в пространстве волновых чисел (38) получаем E 0,024 .T E ε≈�  

Из условия приближенного равенства E ET T≈ �  следует оценка константы в выражении 
для частоты в формуле (37):  1.Q ≈

Спектру Эйлера (37) соответствует зависимость от времени (11): 

( ) ( )
2

0
E E2

2, , ,s k s
k
πψ ψ=k ( )  

( )

2 24
20 E

E 5 17 62E E

, e .
1

kskk s
k k k

ωζ
ψ −= ⋅

⎡ ⎤+
⎣ ⎦

 

Корреляция скорости несущей фазы на траектории частицы ( ) ( )L
p sΨ  следует из 

формулы (31) при подстановке аппроксимации спектра Эйлера: 

( ) ( )
( )

2 22
E

L 5 17 62E E

1 exp i ,
4 21

p ksks s
k k k

ζ
π

⎛ ⎞Ω
Ψ = ⋅ ⋅ − ⋅ −⎜⎜⎡ ⎤ ⎝ ⎠+

⎣ ⎦

∫ k W kd⎟⎟                   (40) 

здесь 2 2 21 .k k kk vω ωΩ = +  

В соответствии с основной идеей моделирования корреляции флуктуаций скорости 

несущей среды на траектории частицы (40) по формуле (12) определяется ее спектр ( ) ( )L .pψ ω  
Временной макромасштаб флуктуаций скорости среды на траектории частицы получается 
по найденному спектру: 

( ) E E
L 2

EE

1 erf ,
2 21

p

p

T
T

f

χ γπ
χχ

∗

∗

⎛ ⎞
≈ ⋅ ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟γ+ ⎝ ⎠

�
��

  
2
E

.
1 pf

σγγ
χ

∗ =
+ �

                 (41) 

Структурный параметр для спектра Кармана E 1χ ≈�  (см. Приложение), а значение 
параметра σ задается порядка единицы. 

Отношение коэффициентов турбулентной диффузии инерционной тяжелой приме-
си и пассивного скаляра имеет вид: 

( ) 2
E

0 2
E E

1 1 erf .
2 21

p

p

D
D f

χ π
χ χ γ

∗

∗

⎛ ⎞+
= ⋅ ⋅ ⋅ ⎜⎜+ ⎝ ⎠

Eχ γ
⎟⎟                                  (42) 

Из формул (41), (42) видно, что полученные выражения коррелируют с формулами 
для спектра Сэфмена (33) и (34). Это свидетельствует о том, что стохастическая динами-
ка одиночных частиц в случайном поле скорости определяется интегральными парамет-
рами спектра корреляции Эйлера. 

5. Результаты расчетов 

Имеющиеся в литературе данные экспериментов и прямого численного моделиро-
вания турбулентных течений с частицами подтверждают основные результаты настоящей 
работы. Расчеты проведены для структурного параметра Eχ  = 1, что соответствует 
отношению интегральных временных масштабов Лагранжа пассивной примеси и Эйлера 

0
L E 0,7.T T ≈  Это значение близко к данным прямого численного моделирования турбу-

лентности в работе [8]. На рис. 1−5 представлено сопоставление с данными без осред-
ненного скольжения. В этом случае результаты, полученные для спектров Сэфмена и 
Кармана, совпадают. 
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Рис. 2. Влияние времени релаксации частицы 
на временной интегральный масштаб корреля-
ции скорости несущей фазы вдоль траектории 
                                  частицы. 
Данные настоящей работы (1) и работ  [18] (2), [11] (3). 

 
 
Рис. 1. Зависимость интегрального временного 
масштаба Лагранжа частиц от параметра 
                                  инерции. 

Данные настоящей работы (1) и работы [8] (2).

Результаты расчетов коэффициента турбулентной диффузии инерционных час-
тиц с учетом осредненного скольжения при различных значениях параметров Eχ  и σ 
сравниваются с экспериментальными данными и результатами численного моделирова-
ния из литературы. 

Рисунок 1 иллюстрирует тенденцию роста интегрального временного масштаба 
Лагранжа с увеличением параметра инерционности частиц. С ростом коэффициента 
динамической релаксации частиц увеличивается интегральный временной масштаб 
флуктуаций скорости несущей следы вдоль траектории частицы (рис. 2). Для частиц 
большой инерции  этот интегральный временной масштаб стремится 

к интегральному временному масштабу одноточечной корреляции Эйлера. Для мало-
инерционных частиц  временной интегральный масштаб флуктуаций скорости 

вдоль траектории частицы переходит в масштаб Лагранжа пассивной примеси. 

(St 1)p �

(St 1)p �

Увеличение инерции частиц приводит к снижению дисперсии флуктуаций скоро-
сти частиц (рис. 3). В то же время увеличение инерционности примеси приводит к более 
медленному затуханию корреляции Лагранжа (рис. 4). Из рис. 4 также следует коррект-
ность экспоненциальной аппроксимации (19) флуктуаций скорости среды вдоль траектории 
частицы. 

На рис. 5 показано влияние инерции частиц на коэффициент турбулентной диффузии 
дисперсной примеси. Видно, что коэффициент турбулентной диффузии инерционных 
частиц выше, чем коэффициент турбулентной диффузии пассивной примеси. С физиче-
ской точки зрения этот эффект объясняется следующим образом. Среднеквадратичная 

скорость частицы 2 .pv v f= = u  За 

счет инерции длина коррелированного дви-

жения частицы порядка ( ).p
p Ll v≈ Γ  Коэф-

фициент диффузии примеси оценивается 

 

Рис. 3. Влияние инерции частиц на интенсив-
ность хаотического движения дисперсной примеси. 

Данные настоящей работы (1) и работы [8] (2). 
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Рис. 4. Корреляция Лагранжа частиц. 
Линии: сплошные ⎯ расчет по формуле (22), штри- 
  ховые ⎯ данные работы [8]; Stp = 0 (1), 1 (2), 2,5 (3). 

 
 
Рис. 5. Влияние инерции частиц на коэффициент 

турбулентной диффузии частиц. 
Обозначения см. на рис. 2. 

как ( ) .p
pD l v≈  Для инерционных частиц St  среднеквадратичная скорость частицы 1,p �

St ,puν ≈  масштаб Лагранжа ( )
EL St ,p

pTΓ ≈  масштаб пространственной корреляции 

E St ,pl uT≈ p u коэффициент диффузии  ( ) 0 0
E L .pD T u D T≈ > =

Рисунок 6 иллюстрирует влияние инерции и осредненного скоростного скольжения 
на коэффициент турбулентной диффузии частиц для спектра Сэфмена. Видно, что 
осредненное скольжение существенно понижает значение коэффициента турбулентной 
диффузии примеси. Это объясняется уменьшением времени контакта частиц с энергоем-
кими флуктуациями несущей среды. Для малых значений параметра γ из рис. 6 следует, 
что коэффициент диффузии инерционной примеси выше, чем пассивной. Этот эффект 
объясняется различием в интегральных временных масштабах Лагранжа и Эйлера. 
Из рис. 6 также видна существенная зависимость коэффициента турбулентной диффузии 
от структурного параметра течения. На рис. 7 для аппроксимации Кармана показано 
влияние относительного скольжения фаз на коэффициент турбулентной диффузии при 
различных значениях параметра σ  при E 1.χ =�  

 
 

Рис. 7. Влияние осредненного скольжения 
частиц на коэффициент турбулентной диффу-
зии для спектра Кармана для структурного 
                         параметра Eχ� = 1. 
Линии соответствуют: штриховая ⎯ Stp = 0, сплош-
ные ⎯ σ = 1 (1), 1,3 (2), 1,7 (3). Остальные обозначения 

см. на рис. 6.

 
 

Рис. 6. Влияние осредненного скольжения час-
тиц на коэффициент турбулентной диффузии. 
Символы ⎯ данные экспериментов и прямого чис-
ленного моделирования из работы [20]; расчеты нас-
тоящей работы: штриховая линия для Stp = 0, χE = 1, 
сплошные линии для Stp = 1 при χE = 0,7 (1), 1 (2), 1,3 (3). 
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Заключение 

Анализ параметров хаотического движения дисперсной примеси в результате 
вовлечения частиц в турбулентность проведен в рамках двух гипотез. Во-первых, пред-
полагается слабая корреляция нелокальных флуктуаций скорости среды в переменных 
Эйлера и случайной траектории частицы в переменных Лагранжа. Справедливость этой 
гипотезы основана на следующих соображениях. Флуктуация скорости среды в выде-
ленной точке пространства складывается из бесконечного множества случайных траек-
торий жидких микрочастиц, проходящих через эту точку, и нелокального влияния флук-
туаций давления в турбулентном потоке. Случайная траектория инерционных частиц 
находится под воздействием локальной силы вязкого трения в результате разности 
скоростей частицы и несущей среды. Поэтому предположение о статистической незави-
симости хаотического движения инерционной частицы и флуктуаций скорости среды 
является разумным допущением. Заметим также, что расщепление корреляций четвер-
того порядка на произведение корреляций второго порядка ⎯ широко используемый 
прием в теории турбулентности и в динамике стохастических систем. Во-вторых, пред-
полагается, что флуктуации скорости инерционных частиц являются случайным процессом 
Гаусса. Эта гипотеза использует результаты экспериментальных и теоретических иссле-
дований. В переменных Эйлера статистика флуктуаций скорости среды близка к распре-
делению Гаусса. Вследствие линейности силы трения в уравнении движения флуктуации 
скорости частицы также можно моделировать случайным процессом Гаусса. 

В рамках этих гипотез построена замкнутая система функциональных уравнений 
для расчета связи между спектрами корреляций Лагранжа частиц, флуктуаций скорости 
несущей среды по траектории частицы и корреляции Эйлера. Получена замкнутая система 
алгебраических уравнений для расчета временных интегральных масштабов Лагранжа и 
корреляции скорости среды на траектории частицы. Представлены формулы для расчета 
дисперсии флуктуаций скорости частиц и коэффициента турбулентной диффузии дис-
персной примеси.  

Результаты получены для двух аппроксимаций спектра ⎯ аппроксимации Сэфмена 
и Кармана. Показано, что качественный характер зависимости интенсивности хаотиче-
ского движения частиц слабо зависит от конкретного вида спектра, а определяется 
интегральными пространственными и временными масштабами. 

Исследовано влияние инерции частиц, скорости осредненного скольжения и мик-
роструктуры флуктуаций скорости среды на параметры хаотического движения приме-
си. Показано, что отличие во временных интегральных масштабах корреляции Эйлера и 
Лагранжа связано с пространственной микроструктурой флуктуаций скорости среды. 
Установлено, что в отсутствие массовых сил коэффициент стационарной диффузии 
инерционных частиц всегда выше, чем коэффициент диффузии безынерционной приме-
си. Проиллюстрирована зависимость коэффициента турбулентной диффузии примеси 
от структурного параметра турбулентности. 

Приложение 

В настоящем разделе представлены основные математические выкладки, поясняющие 
результаты, приведенные в тексте для спектров Сэфмена и Кармана. 

Спектр Сэфмена 

Для формулы (29) спектр флуктуаций скорости на траектории частицы имеет 
вид (32): 

( ) ( )
( )

2

L 3 2 23
EE

1 exp
22

p k d
kk

ψ ω
π

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ k ( ) ( )

2 2
2 2 2
E E2 2

E E
exp i 1 .

2
k ss k T v ds
k T

ω
∞

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪× − ⋅ − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ k W  
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В результате вычисления интеграла по времени получаем следующее выражение: 

( ) ( )
( )

( )
2 2

E E E
EL 3 2

E E

1exp ,
22 2

p T k k kT
k kk k

ψ ω ω
π

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ k W k

� � d−                   (1) 

где временной масштаб 2 2
E E E1 .pT T fχ= +�  

В сферической системе координат, расположенной в пространстве волновых чисел 
так, что ось  направлена вдоль вектора относительной скорости W, формула (1) 
принимает вид: 

zk

( ) ( )
22

E E
EL 2 2

E E0 0

1exp sin exp cos ,
22

p T kkk dk T
kk k

π

dψ ω θ θ
∞

∗
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∫ ∫
� �ω θ  

где  .ω ω∗ = − ⋅k W
Интегральный временной масштаб флуктуаций скорости среды на траектории 

частицы будет иметь вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2E

E EL L 2 2
E E0 0

1 10 exp sin exp cos
2 22

p p T kT k dk Wk
k k

.T dψ θ θ
∞ π⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = − −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫

� � θ  

В результате интегрирования по углу θ и по модулю волнового вектора k получаем 
выражение для временного масштаба: 

( ) E E
L

E
erf ,

2 2
p T

T
χ γπ

χ γ

∗

∗

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
   

2 2
E

.
1 pf

γγ
χ

∗ =
+

 

Спектр Кармана 

При вычислении нормировочной константы спектра (37) Eζ  используется 
интеграл: 

( )

1
4

E 17 6 3 220

55 2 5 0,968,
3 69 31

x dx
x

ζ
π

−
∞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫ ≈

t

 

здесь  ⎯ гамма-функция. ( ) 1

0

ez tz t d
∞

− −Γ = ∫
Значение масштаба  определяется на основе асимптотики спектра Кармана (37) 

при больших значениях волновых чисел ⎯  

Ek

E ,k k� ( ) ( )( ) 5 30
E E E E,0 .k k k kψ ζ −→  Это 

распределение должно совпадать со спектром Колмогорова 2 3 5 3
K ,C k Eε −  что позволя-

ет определить значение масштаба  (38). Ek
Временной интегральный масштаб спектра Кармана находится по формуле 

( )
( )

( )

4
E

E E3 5 2E 0 E

1 1 ,0 .
2 22 1 k

kT d
k k k

ζπψ 17 6
dk
ω

∞

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
π ⎡ ⎤+

⎣ ⎦

∫ ∫k k                      (2) 
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Интеграл в формуле для масштаба  равен: ET

( ) ( )
10 3 3 2

E17 620

81 0,033.
11264 2 3 5 61

x dx a
x

π∞

= = ≈
Γ Γ⎡ ⎤+⎣ ⎦

∫ �  

Рассчитываем одномерный интегральный пространственный масштаб [25]: 

( )
3

1 0 E E
E E 17 62E E0 0

9 0,046,0 .
2 2 6161

xL k k dk dx
k kx

ζ ζπ π πψ
∞ ∞

−= = ⋅ ⋅ = ⋅
⎡ ⎤+⎣ ⎦

∫ ∫
Ek

≈  

Вычисление характерного времени оборота турбулентного вихря E ET L u=�  ( 1 22 3u E= ) 
приводит к величине 

5 2
E

E 3 2
K

3 9 0,024 .
2 616

E ET
C
ζπ

ε ε
= ⋅ ⋅ ⋅ ≈�  

Спектр корреляции флуктуаций скорости несущей среды на траектории частицы (40) 
определяется как 

( ) ( )
( )

2 22
E

L 5 17 62E E

1 exp i ,
4 21

p kskd s
k k k

ζ
ψ ω ω

π

∞
∗
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∫ ∫k ds  

где  ⎯ эффективная частота, ω ω∗ = − ⋅k W 2 2 21 .k k kk vω ωΩ = +  

После интегрирования по времени для спектра получим 

( ) ( )
( )

2 2
E

L 5 17 62E E

1 2 exp .
4 21

p

k k

k d
k k k

ζ π ωψ ω
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∫ k2  

Временной интегральный масштаб корреляции вдоль траектории частицы имеет вид: 
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( )22
E

L L 5 17 6 22E E

1 1 10 e
2 4 2 21

p p

k k
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∫
k W

kxp .  

Систему координат в пространстве волновых векторов располагаем аналогично спектру 
Сэфмена. В результате вычисления интеграла по углу θ получаем 

( )

( )

2
2E

L 5 17 62E 0 E

1 erf .
2 2 21

p k

k k

kT k
kWk k k
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∫
kW dk                    (3) 

Интеграл по модулю волнового вектора не имеет аналитического значения. С целью 
получения оценок проведем в интеграле аппроксимации. Для сомножителя 2 2 2

kk v ω  

принимается: 
2 32 2 2 2 2
E 2K

E2 2 2 3 22 2
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1 2 ,
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k v k u v vC
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Q Qu u
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ζω ε
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здесь ( )1 21
E K E2 3 1,05Q Cχ ζ−=� 5≈  ⎯ структурный параметр для спектра Кармана. 

Для множителя kkW Ω  справедливо: 

E
E22 2 2

E

,
11k k pk

kW uk

fk v

χγ γ χ
ω χω

∗γ
= ⋅ ≈ =

Ω ++

� �
�

  
2
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.
1 pf

σγγ
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С учетом сделанных аппроксимаций и формулы (2) получаем выражение для вре-
менного масштаба флуктуаций скорости среды вдоль траектории частицы: 

( ) E E
L 2

EE

1 erf .
2 21

p

p

T
T

f

χ γπ
χ γχ

∗

∗

⎛ ⎞
= ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

�
��

 

В отличие от спектра Сэфмена полученные выражения, вследствие сделанных 
аппроксимаций, приближенные. Этот факт учитывается путем введения константы δ ~ 1. 
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