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Построена математическая модель течения тонкого слоя тяжелой жидкости под упру-
гой оболочкой, заполненной газом. За счет массообмена с окружающей средой газовая
фаза является активной и поддерживает самоорганизующееся волновое движение в слое
жидкости. Найдены условия, при которых малые возмущения трансформируются в ква-
зипериодические волновые пакеты конечной амплитуды, движущиеся в одном направ-
лении. Показано, что структура этих волн аналогична структуре катящихся волн в
открытых каналах.
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Введение. Процесс формирования периодических волн конечной амплитуды, или ка-
тящихся волн, в результате развития неустойчивости течения в наклонных каналах хоро-
шо известен в гидравлике открытых русел [1]. Математическое описание этого явления в
приближении мелкой воды приведено в [2]. При этом в рамках нелинейной гиперболиче-
ской системы уравнений катящиеся волны представляют собой периодические разрывные

решения, стационарные в некоторой движущейся системе координат (бегущие волны).
Уравнения мелкой воды применимы также для описания катящихся волн в наклонных

каналах произвольного сечения [3, 4].
Квазипериодический режим течения как нелинейная стадия развития неустойчивости

равномерного потока может быть получен и в более сложных моделях. Влияние вязкости
и диссипации энергии потоков учтено в [5, 6]. Структура турбулентного бора и формиро-
вание приповерхностного турбулентного слоя при обрушении бегущих волн рассмотрены

в [7, 8].
В течениях многокомпонентных жидкостей в горизонтальных и наклонных каналах и

трубах развитие неустойчивости и генерация катящихся волн являются одним из механиз-
мов перехода от стратифицированного режима течения к снарядному [9–12]. При этом как
для течений жидкости в открытых каналах, так и для течений многокомпонентных сред
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Рис. 1. Схема течения:
1 — слой жидкости, 2 — газ

в закрытых каналах и трубах основным источником колебаний потока является взаимо-
действие сил, ускоряющих поток (массовые силы, градиент давления), с силами трения.
Другим источником возбуждения интенсивного волнового движения в многокомпонентных

системах может быть подвод энергии (химической, тепловой, энергии фазового перехода
и т. д.) к одному из компонентов потока.

Механическая модель генерации катящихся волн, задаваемая гиперболической систе-
мой уравнений газодинамического типа, построена в [13] для газожидкостных течений с
переменной массой газового компонента. В данной работе построена аналогичная модель
течения тонкого слоя несжимаемой жидкости в наклонном канале под деформируемой обо-
лочкой, заполненной газом. При этом газовая фаза является активной, т. е. масса газа
внутри оболочки может меняться в зависимости от ее объема. Таким образом, рассматри-
вается простейшая механическая модель генерации автоколебаний за счет распределенного

подвода энергии к некоторому участку канала. Основное внимание уделено определению
условий возникновения в канале катящихся волн, распространяющихся в одном направле-
нии. Эти условия связаны с массообменом в газовом компоненте.

Математическая модель. Рассматриваются одномерные нестационарные движе-
ния тонкого слоя тяжелой несжимаемой жидкости с плотностью ρf в наклонном канале

(рис. 1). Сверху жидкость ограничена деформируемой оболочкой, заполненной газом. Газ
находится в изолированных отсеках и может закачиваться или откачиваться из отсека по

заданному закону. Отсеки закреплены, их объем может меняться в зависимости от поло-
жения границы раздела между жидким и газовым компонентами. Угол наклона канала
к горизонтальной плоскости равен γ. Система координат выбрана таким образом, чтобы
ось абсцисс совпадала с дном канала, а ось ординат была ей ортогональна.

В приближении мелкой воды уравнения движения слоя жидкости, характеризующе-
гося толщиной h и средней скоростью u, направленной вдоль канала, принимают вид

ht + (hu)x = 0, ut + uux + (gnh + ρ−1
f pg)x = αgn − cwu|u|/h. (1)

Здесь gn = g cos γ; α = tg γ; g — ускорение свободного падения; cw — коэффициент трения.
Так как граница раздела h = h(t, x) деформируется только в направлении y, то коэф-

фициент трения учитывает торможение потока не только на дне канала, но и на верхней
границе движущегося слоя жидкости. Газ в отсеках считается изотермическим, поэтому
зависимость давления газа pg от толщины слоя h может быть выражена следующим об-
разом: pg = χmg/(H − h), χ = RT/µ = const (H — общая глубина канала; R — газовая
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постоянная; T — температура; mg — масса газа на единицу длины канала; µ — молеку-
лярная масса газа). Будем считать, что скорость подачи газа в отсек зависит от объема
газовой фазы, а скорость оттока пропорциональна давлению pg, т. е.

mt = θ(ϕ(h)−m/(H − h)), m = χmg. (2)

Уравнения движения газожидкостной среды с подвижным газовым компонентом, ана-
логичные (1), (2), рассмотрены в [13]. Безразмерные переменные могут быть выбраны
таким образом, чтобы выполнялись условия ρf = 1, H = 1, gn = 1. Кроме того, при θ 6= 0
путем растяжения независимых переменных можно обеспечить выполнение условия θ = 1.
В этом случае в безразмерных переменных уравнения (1), (2) принимают вид

ht + (hu)x = 0, ut + (u2/2 + h + m/(1− h))x = α− cwu|u|/h,

mt = ϕ(h)−m/(1− h).
(3)

Система уравнений (3) является гиперболической на любых решениях, ее характеристики
могут быть представлены в виде

dx

dt
= λ0 = 0,

dx

dt
= λ± = u±

√
h +

mh

(1− h)2
. (4)

Заметим, что при θ = 0 из (2) следует m ≡ const при t > 0, если это свойство имело
место при t = 0. В этом случае система (1) сводится к уравнениям мелкой воды для

течений тяжелой сжимаемой жидкости в наклонном канале, рассмотренным в [14. Гл. 3].
Заметим, что характеристики (4) не зависят от правой части уравнений (3), поэтому при
θ = 0 набор характеристик тот же, что и при θ > 0.

Катящиеся волны. По аналогии с катящимися волнами в открытых наклонных
каналах [2] для системы (3) могут быть построены периодические разрывные решения,
стационарные в некоторой системе координат, движущейся с постоянной скоростью D,
т. е. решения (3), зависящие от переменной ξ = x−Dt.

Рассмотрим сначала частный случай волн в горизонтальном канале (α = 0, cw = 0,
θ = 1). Из (3) следуют соотношения

h(D − u) = y(D − uc) = q,

1

2
(D − u)2 + h +

m

1− h
=

1

2
(D − uc)

2 + y +
mc

1− y
= J.

(5)

Здесь y — критическая глубина; величины с индексом c соответствуют критическим па-
раметрам потока, определенным ниже. Из (5) следует зависимость

m = M(h) = (1− h)
( q2

2y2
− q2

2h2
+ y − h +

mc

1− y

)
, (6)

поэтому уравнения для бегущих волн могут быть сведены к обыкновенному дифференци-
альному уравнению

−D
dh

dξ
=

f(h)

∆(h)
, f(h) = ϕ(h)− m

1− h
,

∆(h) =
dM(h)

dh
=

q3

h3

(
1− h

2

)
− J + 2h− 1.

(7)

Необходимым условием существования периодических катящихся волн является нали-
чие на участке гладкого течения критической глубины y, при которой ∆(y) = 0, f(y) = 0,
т. е. из (5) получаем

J =
q2

2y2
+ y + ϕ(y), q2 = y3 +

(
1 +

ϕ(y)

y

)
. (8)
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Рис. 2. Диаграмма катящихся волн (3) на плоскости (h, m) при ϕ(h) = h:
штриховая линия — образ цуга волн (нестационарный расчет), ABCA — решение (7)
при y = 0,3, FECF — волны с предельной амплитудой

Значения uc, mc восстанавливаются из (6), (8) однозначно. Рассмотрим случай волн,
бегущих вправо, т. е. случай D > u или q > 0. Условия на разрыве для решений (3)
приводятся к виду

M(h−) = M(h+),

где h± = h(ξ±0). Устойчивость разрыва для волн, бегущих вправо, обеспечивается выпол-
нением неравенств λ+(ξ + 0) < D < λ+(ξ − 0) [1], т. е. h+ < h−. Из условий устойчивости
и (7) следует, что для построения катящихся волн малой амплитуды необходимо выпол-
нение условия

lim
h→y

f(h)

∆(h)
=

f ′(h)

∆′(h)
< 0.

Заметим, что в критической точке выполняется неравенство

∆′(y) = M ′′(y) = 3
(
1− 1

y

)
+

ϕ(y)

1− y

(
1− 3

y

)
< 0,

так как 0 < y < 1 и ϕ(y) > 0. Осталось найти условия, при которых f ′(y) > 0. В силу (7)
имеем

f ′(h) = ϕ′(h)− M(h)

(1− h)2
− M ′(h)

1− h
.

Так как M(y) = (1− y)ϕ(y), M ′(y) = ∆(y) = 0, то f ′(y) > 0 тогда и только тогда, когда

ϕ′(y) >
ϕ(y)

1− y
. (9)

В частности, для линейной функции ϕ(h) = βh катящиеся волны существуют при y < 1/2.
Структура катящихся волн конечной амплитуды зависит от поведения функций f(h) и

∆(h) на интервале 0 < h < 1. На рис. 2 представлены характерные кривые, определяющие
свойства катящихся волн при ϕ(h) = h. Эти кривые заданы соотношениями

Γ0: m = M(h), Γ∆: m = (1− h)2(q2/h3 − 1), Γf : m = (1− h)ϕ(h).
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Критическая точка C(y, mc) лежит на пересечении кривых Γf и Γ∆. Кроме того, любое
непрерывное решение (5), проходящее через точку C, лежит в плоскости (h,m) на кри-
вой Γ0. Заметим, что левее точки C на кривой Γ0 находятся значения параметров потока,
соответствующие сверхкритическому течению (∆ > 0), а правее — значения, соответ-
ствующие докритическому течению (∆ < 0). Другой характерной точкой является точка
F (h∗, m∗) пересечения кривых Γf и Γ∆, соответствующая сверхкритическому течению.
На интервале (h∗, y) функции f(h) и ∆(h) не обращаются в нуль, но f(h∗) = 0. Поэтому
отрезок FE, параллельный оси абсцисс, определяет разрыв предельной амплитуды в ка-
тящейся волне. При этом длина волны FCEF стремится к бесконечности. Любой отрезок
AB, параллельный оси абсцисс и лежащий внутри области FCEF , определяет катящу-
юся волну конечной длины ABCA, содержащую критическую точку C. Существование
непрерывного решения (7) на докритическом участке течения (y < h < 1) обусловлено
тем, что функции f(h) и ∆(h) на этом участке не обращаются в нуль. В общем случае для
произвольной зависимости ϕ(h) структура катящихся волн может быть более сложной, но
необходимым и достаточным условием существования разрывных периодических решений

(7), соединяющих разрывом сопряженные глубины h± (m(h+) = m(h−)) и проходящих че-
рез точку с критическим значением координаты y, является выполнение неравенств [4]

f(h) < 0 при h+ < h < y, f(h) > 0 при y < h < h−. (10)

Нетрудно показать, что из (10) следует необходимое условие существования катящих-
ся волн (9). Заметим, что условие (9) может быть получено с использованием критерия
Уизема [1], в котором переход от равномерного потока к потоку, где генерируются нели-
нейные волны, осуществляется в случае, когда скорости характеристик соответствующей
равновесной модели превышают скорость распространения возмущений, соответствую-
щих исходной модели. В рассматриваемом случае модель становится равновесной, если в
уравнениях движения (3) в горизонтальном канале (α = 0, cw = 0) последнее уравнение
заменяется тождеством m ≡ (1− h)ϕ(h):

ht + (hu)x = 0, ut + (u2/2 + ϕ(h))x = 0. (11)

Характеристики уравнений (11) имеют вид λ±e = u ±
√

u2 + hϕ(h). Согласно критерию
Уизема для волн, распространяющихся вправо (D > u), равномерное течение с h = y
неустойчиво при λ+

e > λ+, т. е. тогда и только тогда, когда выполнено условие (9).
Волны в наклонном канале в отсутствие массообмена. Рассмотрим случай

cw > 0, α > 0, θ = 0. Из (2) следует, что m = m0 = const при t > 0. В отсутствие массооб-
мена в газовой фазе уравнения (1) сводятся к уравнениям течения сжимаемой жидкости в
наклонном канале [14]. При ρf = 1, gn = 1, H = 1 система (1) принимает вид

ht + (hu)x = 0, ut + (u2/2 + P (h))x = α− cwu|u|/h,

P (h) = h + m0/(1− h).
(12)

Модель (12) становится равновесной в результате подстановки αh ≡ cwu2 (u > 0):

ht +
(√

αh3/cw

)
x

= 0.

Характеристики этого уравнения имеют вид λe = (3/2)
√

αh/cw, поэтому условие возник-
новения катящихся волн λe > λ+ сводится к неравенству

α

cw
> 4

(
1 +

m0

(1− h)2

)1/2
. (13)
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Таким образом, равномерное течение u = u0 =
√

αh0/cw, h = h0 неустойчиво при

Fr =
u0√
h0

> 2
(
1 +

m0

1− h0

)1/2
,

что согласуется с известным критерием неустойчивости Fr > 2 для течений в открытых
наклонных каналах [1] при m0 � 1.

Катящиеся волны в канале при наличии трения и массообмена. Рассмотрим
общий случай системы (3) при cw > 0. Равномерное течение h ≡ h0 > 0, u ≡ u0 > 0,
m ≡ m0 > 0 является точным решением (3) при

αh0 = cwu2
0, m0 = (1− h0)ϕ(h0). (14)

Ниже исследуется процесс генерации катящихся волн в каналах с умеренным углом на-
клона, т. е. в случае, когда неравенство (13) не выполнено и равномерный поток без массо-
обмена в газовой фазе является устойчивым. Это ограничение позволяет оценить влияние
активной газовой фазы на структуру катящихся волн. В то же время ограничиться по-
строением катящихся волн в горизонтальном канале (α = 0, u0 = 0), рассмотренном
выше, недостаточно, так как в случае нестационарных процессов генерации волн в тече-
ниях при наличии массообмена в газовой фазе пакет катящихся волн при α = 0 является
неустойчивым. Наличие малых возмущений приводит к генерации катящихся волн, дви-
жущихся в противоположном направлении, и возбуждению в канале стоячих волн конечной
амплитуды. В то же время даже при небольшом угле наклона канала наличие среднего
течения (u0 > 0) подавляет развитие возмущений вверх по потоку и приводит к форми-
рованию устойчивых катящихся волн, распространяющихся вниз по потоку (D > u). При
(D > u > 0) бегущие волны (3) задаются системой уравнений

h(D − u) = y(D − uc) = q,(1

2
(D − u)2 + h +

m

1− h

)′
= α− cwu2

H
, −Dm′ = ϕ(h)− m

1− h
,

которая может быть сведена к одному уравнению на плоскости (h,m)

dm

dh
=

Φ∆1

F
. (15)

Здесь

Φ = Φ(h,m) = D−1
( m

1− h
− ϕ(h)

)
, ∆1 = ∆1(h,m) = − q2

h3
+ 1 +

m

(1− h)2
,

F = F (h,m) = α− cwu2

h
− m

D(1− h)2
+

ϕ(h)

D(1− h)
, u = u(h) = D − q

h
.

Далее полагаем

G = G(h,m) =
q2

2h2
+ h +

m

1− h
.

Следует отметить, что ∆(h) = ∆1(h,M(h)) при α = 0, cw = 0. Кроме того, на кри-
вой Γf функции Φ, F обращаются в нуль и их отношение имеет конечный предел. Следо-
вательно, при небольших углах наклона канала периодическое решение (15) при cw > 0
должно иметь структуру, аналогичную структуре решения, построенного для горизон-
тального канала, т. е. проходить через особую точку с координатами, удовлетворяющими
условиям ∆1(h,m) = 0, F (h,m) = 0 и содержать устойчивый разрыв, соединяющий докри-
тическую и сверхкритическую ветви решения. Даже при умеренных углах наклона канала,
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Рис. 3. Эволюция начальных гармонических возмущений в горизонтальном

канале (α = 0, cw = 0,005):
а — t = 90, б — t = 200

соответствующих числу Фруда Fr ∼ 1, численные расчеты нестационарных течений пока-
зывают, что решения выходят на периодический режим, соответствующий построенному
выше периодическому разрывному решению при α = 0, cw = 0. Ниже проводится анализ
структуры катящихся волн в наклонном канале, возникающих при внесении возмущений
в стационарное течение.

Эволюция катящихся волн. Развитие малых возмущений стационарного течения,
удовлетворяющего условиям (14), можно смоделировать при численном решении соответ-
ствующей начально-краевой задачи для системы (3). При этом в стационарное течение
можно вносить возмущения с помощью как начальных, так и граничных условий. Гипер-
боличность системы уравнений (3) позволяет применять для нестационарных расчетов
стандартные численные схемы. В настоящей работе использована схема Годунова.

Основной особенностью развития неустойчивости в газожидкостной системе, удовле-
творяющей (9), в отличие от генерации катящихся волн в открытых каналах, является
возможность усиления малых возмущений в покоящейся среде. При этом направления рас-
пространения возмущений равноправны и в ограниченной области, занятой первоначально
покоящейся жидкостью, развиваются незатухающие стоячие волны конечной амплитуды.
В наклонных каналах при u > 0 развитие возмущений в направлении, противоположном
направлению потока, подавляется и при определенных условиях развивается квазиперио-
дическое течение, представляющее собой пакет катящихся волн конечной амплитуды.

Рассмотрим задачу Коши для уравнений (3) в горизонтальном канале (ϕ(h) = h,
α = 0, cw = 0). При t = 0 заданы следующие начальные данные:

h = h0(1 + 0,01 cos (ωt)), u = 0, m = h0(1− h0),

h0 = 0,25, L = 30, ω = 18π/L.
(16)

При t > 0 определяется периодическое (с периодом L) решение (3), (16). На рис. 3 показана
форма свободной поверхности слоя жидкости в различные моменты времени. На рис. 3,а
видно, что в слое генерируются структуры, характерные для катящихся волн, но движу-
щиеся в противоположных направлениях. Эти структуры взаимодействуют (см. рис. 3,б),
образуя периодически повторяющиеся волновые конфигурации. Учет трения (cw = 0,005)
на рассмотренных интервалах времени не приводит к изменению фазовых и амплитуд-
ных характеристик течения. В наклонном канале основное течение описывается соотноше-
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Рис. 4. Катящиеся волны в наклонном канале (t = 200, α = 0,005, cw = 0,005):
а — течение при периодических начальных условиях, б — развитие возмущения рав-
номерного потока на входе в канал

ниями

h = h0, u = u0 =
√

αh0/cw, m = h0(1− h0). (17)

При α = 0,005, cw = 0,005 из (17) следует, что Fr = u0/
√

h0 = 1. Возмущение (16)
основного потока при u = u0 > 0 также приводит к возникновению волнового движения,
но в этом случае волновой пакет состоит из бегущих волн конечной амплитуды, распро-
страняющихся вправо (рис. 4,а). Начиная с некоторого момента времени амплитуда волн
прекращает увеличиваться и реализуется волновой периодический пакет катящихся волн,
движущихся с постоянной скоростью. Приведенной на рис. 4,а волновой конфигурации,
состоящей из девяти волн, соответствует замкнутая штриховая линия на рис. 2. Следова-
тельно, все образы волн рассматриваемого пакета лежат на одной замкнутой кривой, что
свидетельствует о периодичности процесса. Более того, в области непрерывного изменения
параметров в волне, соответствующей участкам как докритического, так и сверхкритиче-
ского течения, построенная кривая лежит на кривой ACB (см. рис. 2), характеризующей
катящиеся волны в горизонтальном канале при отсутствии трения. Таким образом, на-
личие умеренного угла наклона канала не приводит к изменению структуры катящихся

волн, но обеспечивает их устойчивость по отношению к нестационарным возмущениям

потока. Развитие возмущений в наклонном канале показано на рис. 4,б. Длина канала
L = 200, начальная глубина h0 = 0,3. Рассматриваются негармонические возмущения
основного течения (17), генерируемые на левой границе с большей частотой, чем в (16), и
амплитудой менее 1 %. Вниз по потоку амплитуда этих возмущений резко увеличивает-
ся до некоторой критической величины, при которой рост волн внезапно прекращается и
формируется пакет катящихся волн со структурой, соответствующей волнам, показанным
на рис. 4,а. Аналогичная картина наблюдается при расчете волнового движения в откры-
тых каналах [14]. Таким образом, независимо от способа генерации волновых возмущений
формируется квазипериодический “насыщенный” волновой режим течения.

Заключение. В рассматриваемой математической модели (1), (2) газовая фаза яв-
ляется активной, поскольку за счет притока и оттока газа в зависимости от давления и
объема газовой полости в слое жидкости может возникать и поддерживаться самоорга-
низующееся волновое движение. При условии (9), налагаемом на скорость подачи газа,
наличие малых возмущений равномерного потока жидкости приводит к развитию интен-
сивного волнового движения, имеющего квазипериодический характер. При этом в зави-
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симости от угла наклона канала колебания в слое жидкости могут иметь характер как

стоячих, так и бегущих волн конечной амплитуды. Уравнения (1), (2) являются уравне-
ниями гиперболического типа и представляют собой простейшую “механическую” модель
генерации волнового движения за счет распределенного по длине канала подвода энергии

к газовой фазе в горизонтальных и близких к горизонтальным каналах.
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