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На основе представления тензора модулей упругости через собственные модули и состоя-
ния предложены критерии предельности, соответствующие критическим значениям
удельной энергии деформации и различным собственным модулям анизотропных сред.
Приведены примеры критериев предельности (пластичности), не зависящих от безопасно-
го напряженного состояния. С использованием понятия собственных состояний получены
определяющие уравнения предельного деформирования анизотропных материалов. Рас-
смотрены соответствующие уравнения для изотропных материалов классов {1, 5} и {5, 1},
а также материалов кубической сингонии разных классов. В зависимости от класса ани-
зотропного материала критерии предельности могут существенно различаться.
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Задачи о предельном (неупругом) деформировании анизотропных материалов рас-
сматриваются во многих работах. Обзор теорий прочности, условий предельности (плас-
тичности) приведен, например, в работах [1–7]. В [8–13] понятие собственных состояний
тензора модулей упругости используется при построении моделей пластического дефор-
мирования и критериев текучести. Обзор работ, посвященных исследованию обобщенного
закона Гука для линейно-упругих анизотропных сред, представлен в [14].

Обобщенный закон Гука для линейно-упругих анизотропных сред записывается в ви-
де [14]

σi = Aijεj , εi = aijσj , i, j = 1, 6 (1)

(по повторяющимся индексам проводится суммирование). В (1) для симметричных по двум
индексам тензоров используются формулы перехода от двух индексов к одному

σ11 = σ1, σ22 = σ2, σ33 = σ3,
√

2 σ23 =
√

2 σ32 = σ4,
√

2 σ13 =
√

2 σ31 = σ5,
√

2 σ12 =
√

2 σ21 = σ6,

ε11 = ε1, ε22 = ε2, ε33 = ε3,
(2)

√
2 ε23 =

√
2 ε32 = ε4,

√
2 ε13 =

√
2 ε31 = ε5,

√
2 ε12 =

√
2 ε21 = ε6.

Здесь σij = σji, εij = εji — компоненты тензоров напряжений и деформаций в декартовой

прямоугольной системе координат (x1, x2, x3). С учетом формул (2) матрицы Aij , aij = A−1
ij

в (1) соответствуют тензорам четвертого ранга модулей упругости Aijkl = Ajikl = Aklij и

коэффициентов податливости aijkl = ajikl = aklij .

Симметричные и положительно определенные матрицы A, a = A−1 представляются

через собственные модули Λ = diag (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6), λi > 0 и ортонормированные соб-
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ственные состояния T = [tip], T ′T = E (E = [δpq] — единичная матрица; штрих означает
операцию транспонирования матрицы) [14]:

A = TΛT ′, a = TΛ−1T ′, Λ = T ′AT. (3)

С учетом (3) запишем (1) в виде

σ = TΛT ′ε, T ′σ = ΛT ′ε. (4)

Второе выражение (4) есть инвариантная запись закона Гука. Вводя обозначения

σ̃ = T ′σ, σ̃p = σitip, σi = tipσ̃p,

ε̃ = T ′ε, ε̃p = εitip, εi = tipε̃p, tiptiq = δpq,
(5)

из (4) получаем

σ̃ = Λε̃, σ̃p = λpqε̃q, p = q,

или

σ̃1 = λ1ε̃1, σ̃2 = λ2ε̃2, σ̃3 = λ3ε̃3,

σ̃4 = λ4ε̃4, σ̃5 = λ5ε̃5, σ̃6 = λ6ε̃6.
(6)

Согласно (5) величины σ̃p, ε̃p являются проекциями тензоров (векторов) σi, εi на тензоры

(векторы) ортогонального базиса tip, p = 1, 6 и остаются инвариантными при ортогональ-
ных преобразованиях системы координат xi. Таким образом, закон Гука (1) представлен
в виде шести независимых линейных инвариантных соотношений (6).

Выражение для удельной энергии деформации имеет вид

2Φ = σiεi = tipσ̃ptiqε̃q = δpqσ̃pε̃q = σ̃pε̃p. (7)

Из (6) находим

2Φ1 = σ̃1ε̃1 = λ1ε̃
2
1 =

1

λ1
σ̃2

1, 2Φ2 = σ̃2ε̃2 = λ2ε̃
2
2 =

1

λ2
σ̃2

2,

2Φ3 = σ̃3ε̃3 = λ3ε̃
2
3 =

1

λ3
σ̃2

3, 2Φ4 = σ̃4ε̃4 = λ4ε̃
2
4 =

1

λ4
σ̃2

4, (8)

2Φ5 = σ̃5ε̃5 = λ5ε̃
2
5 =

1

λ5
σ̃2

5, 2Φ6 = σ̃6ε̃6 = λ6ε̃
2
6 =

1

λ6
σ̃2

6.

Выражения (8) представляют собой составляющие энергии, соответствующие собствен-
ным состояниям tip, p = 1, 6. Из (7), (8) получаем

2Φ = σiεi = σ̃pε̃p = λ1ε̃
2
1 + λ2ε̃

2
2 + λ3ε̃

2
3 + λ4ε̃

2
4 + λ5ε̃

2
5 + λ6ε̃

2
6 =

=
1

λ1
σ̃2

1 +
1

λ2
σ̃2

2 +
1

λ3
σ̃2

3 +
1

λ4
σ̃2

4 +
1

λ5
σ̃2

5 +
1

λ6
σ̃2

6. (9)

Будем считать, что собственные модули λi пронумерованы в порядке убывания:

λ1 > λ2 > λ3 > λ4 > λ5 > λ6 > 0. (10)

В зависимости от числа различных собственных модулей λi и их кратностей все анизо-
тропные материалы, характеризуемые матрицей модулей упругости A (3), делятся на 32
класса [15, 16]. В координатах σ̃p, ε̃p выражения (6) представляют собой линейные функции
(рис. 1).

Допустим, что при нагружении материал может воспринять (накопить) только опре-
деленную величину энергии упругости, соответствующую собственным состояниям tip,
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Рис. 1. Линейные функции (6)

p = 1, 6 и собственным модулям λp, p = 1, 6, при этом предельные значения Φp = kp,
p = 1, 6. Тогда из (8) получаем

σ̃1ε̃1 = λ1ε̃
2
1 =

1

λ1
σ̃2

1 = 2k1, σ̃2ε̃2 = λ2ε̃
2
2 =

1

λ2
σ̃2

2 = 2k2,

σ̃3ε̃3 = λ3ε̃
2
3 =

1

λ3
σ̃2

3 = 2k3, σ̃4ε̃4 = λ4ε̃
2
4 =

1

λ4
σ̃2

4 = 2k4, (11)

σ̃5ε̃5 = λ5ε̃
2
5 =

1

λ5
σ̃2

5 = 2k5, σ̃6ε̃6 = λ6ε̃
2
6 =

1

λ6
σ̃2

6 = 2k6.

В (11) предполагается, что все собственные модули λp, p = 1, 6 различные и порядок соот-
ношений между предельными значениями kp, p = 1, 6 может не совпадать с упорядочива-
нием собственных модулей (10). Предельные значения Φp = kp, p = 1, 6 (11) достигаются
независимо друг от друга. Пусть, например, Φ3 = k3, а Φp < kp, p 6= 3. Тогда вместо
третьего равенства (6) из (11) следует соотношение

σ̃3 =
2k3

ε̃3
, (12)

где 2k3 = λ3ε̃
2
3(0) = σ̃2

3(0)/λ3; ε̃3(0), σ̃3(0) — предельные упругие деформация и напряжение в

подпространстве с собственным состоянием ti3. Выражение (12) есть уравнение гиперболы
(рис. 2). Если в подпространстве с собственным состоянием ti3 происходит разгрузка, то
она происходит по упругому закону (6).

s3

s3(0)

e3e3(0)

Рис. 2. Предельное условие (12)
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При дальнейшем нагружении предельное значение энергии деформации может быть

достигнуто, например, в подпространстве с собственным состоянием ti2 (Φ2 = k2) или ti4
(Φ4 = k4), при этом определяющие соотношения также будут иметь вид (12):

σ̃2 =
2k2

ε̃2
, σ̃4 =

2k4

ε̃4
.

В зависимости от соотношений между величинами kp, p = 1, 6 предельные значения (11)
могут достигаться в различных комбинациях и последовательности. По-видимому, пол-
ное предельное состояние получается при одновременном выполнении всех шести ра-
венств (11).

Аналогично получаются критерии предельности и определяющие соотношения в слу-
чаях, когда некоторые собственные модули λp оказываются кратными, т. е. совпадают.
Рассмотрим, например, матрицу коэффициентов податливости для материалов кубичес-
кой сингонии

aij =


a11

a21 a11 sym
a21 a21 a11

0 0 0 a44

0 0 0 0 a44

0 0 0 0 0 a44

 , (13)

при этом собственные модули

µ1 =
1

λ1
= a11 + 2a21 = a11(1− 2ν) > 0,

µ2 = µ3 =
1

λ2
=

1

λ3
= a11 − a21 = a11(1 + ν) > 0, (14)

µ4 = µ5 = µ6 =
1

λ4
=

1

λ5
=

1

λ6
= a44 > 0,

а собственные состояния могут быть выбраны в виде [17]

tip =



1/
√

3 1/
√

6 1/
√

2 0 0 0

1/
√

3 1/
√

6 −1/
√

2 0 0 0

1/
√

3 −2/
√

6 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


. (15)

Из (14) следует, что коэффициент Пуассона ν = −a21/a11 находится в пределах −1 <
ν < 1/2. В случае изотропного материала a44 = a11 − a21. В силу кратности собственных
модулей λ2, λ4 в соответствующих подпространствах собственных состояний tip (15) воз-
можно ортогональное преобразование [18] t∗iq = tipαpq, p, q = 2, 3 или p, q = 4, 5, 6, где αpq —
произвольные ортогональные матрицы второго или третьего порядка. В случае изотроп-
ного материала αpq, p, q = 2, 6 — произвольная ортогональная матрица пятого порядка.
Это преобразование соответствует так называемому постулату изотропии [18, 19].
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Рис. 3. Допустимые области значений µi для материалов кубической сингонии

В зависимости от соотношений между величинами µ1, µ2, µ4 (14) (или λ1, λ2, λ4)
материалы кубической сингонии делятся на шесть классов [15–17]:

I. {1, 2, 3} ←→ µ1 < µ2 < µ4;

II. {1, 3, 2} ←→ µ1 < µ4 < µ2;

III. {2, 1, 3} ←→ µ2 < µ1 < µ4;

IV. {2, 3, 1} ←→ µ2 < µ4 < µ1;

V. {3, 1, 2} ←→ µ4 < µ1 < µ2;

VI. {3, 2, 1} ←→ µ4 < µ2 < µ1.

(16)

Допустимые области значений µi/a11 (a11 = 1) для данных классов показаны на рис. 3.
Изотропному материалу µ2 = µ4 (14) соответствуют два класса [15–17]: {1, 5} ←→ µ1 < µ2

(0 < ν < 1/2) и {5, 1} ←→ µ2 < µ1 (−1 < ν < 0) (см. рис. 3). Чтобы классы (16) соответ-
ствовали упорядоченности собственных модулей (10), нужно переобозначить модули (14)
и переставить столбцы в матрице (15).

С учетом (10), (14), (15) выражения для удельной энергии деформации (9) для клас-
са {1, 3, 2} (16) материалов кубической сингонии и класса {1, 5} изотропных материалов
записываются в виде

2Φ = λ1ε̃
2
1 + λ2(ε̃

2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4) + λ5(ε̃

2
5 + ε̃2

6) =

=
1

λ1
σ̃2

1 +
1

λ2
(σ̃2

2 + σ̃2
3 + σ̃2

4) +
1

λ5
(σ̃2

5 + σ̃2
6); (17)

2Φ = λ1ε̃
2
1 + λ2(ε̃

2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4 + ε̃2

5 + ε̃2
6) =

1

λ1
σ̃2

1 +
1

λ2
(σ̃2

2 + σ̃2
3 + σ̃2

4 + σ̃2
5 + σ̃2

6), (18)

а, например, для класса {2, 1, 3} (16) материалов кубической сингонии и класса {5, 1} изо-
тропных материалов — в виде

2Φ = λ1(ε̃
2
1 + ε̃2

2) + λ3ε̃
2
3 + λ4(ε̃

2
4 + ε̃2

5 + ε̃2
6) =

=
1

λ1
(σ̃2

1 + σ̃2
2) +

1

λ3
σ̃2

3 +
1

λ4
(σ̃2

4 + σ̃2
5 + σ̃2

6); (19)
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2Φ = λ1(ε̃
2
1 + ε̃2

2 + ε̃2
3 + ε̃2

4 + ε̃2
5) + λ6ε̃

2
6 =

1

λ1
(σ̃2

1 + σ̃2
2 + σ̃2

3 + σ̃2
4 + σ̃2

5) +
1

λ6
σ̃2

6. (20)

Предполагаем, что в каждом подпространстве, соответствующем собственным модулям λp

(17)–(20), может быть достигнуто предельное значение накопленной упругой энергии де-
формации. Тогда из (17)–(20) получаем

σ̃1ε̃1 = λ1ε̃
2
1 =

1

λ1
σ̃2

1 = 2k1,

σ̃2ε̃2 + σ̃3ε̃3 + σ̃4ε̃4 = λ2(ε̃
2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4) =

1

λ2
(σ̃2

2 + σ̃2
3 + σ̃2

4) = 2k2, (21)

σ̃5ε̃5 + σ̃6ε̃6 = λ5(ε̃
2
5 + ε̃2

6) =
1

λ5
(σ̃2

5 + σ̃2
6) = 2k5;

σ̃1ε̃1 = λ1ε̃
2
1 =

1

λ1
σ̃2

1 = 2k1, σ̃pε̃p = λ2ε̃pε̃p =
1

λ2
σ̃pσ̃p = 2k2, p = 2, 6; (22)

σ̃1ε̃1 + σ̃2ε̃2 = λ1(ε̃
2
1 + ε̃2

2) =
1

λ1
(σ̃2

1 + σ̃2
2) = 2k1,

σ̃3ε̃3 = λ3ε̃
2
3 =

1

λ3
σ̃2

3 = 2k3, (23)

σ̃4ε̃4 + σ̃5ε̃5 + σ̃6ε̃6 = λ4(ε̃
2
4 + ε̃2

5 + ε̃2
6) =

1

λ4
(σ̃2

4 + σ̃2
5 + σ̃2

6) = 2k4;

σ̃pε̃p = λ1ε̃pε̃p =
1

λ1
σ̃pσ̃p = 2k1, p = 1, 5, σ̃6ε̃6 = λ6ε̃

2
6 =

1

λ6
σ̃2

6 = 2k6. (24)

Предельные значения Φp = kp (21)–(24) в каждом классе могут достигаться независимо.
Пусть, например, в (21) Φ2 = k2, Φ1 < k1, Φ5 < k5, при этом считаем, что в предельном
состоянии вид определяющих соотношений (6) сохраняется, но λ2 = λ3 = λ4 = Λ2(ε̃p) =
Λ2(σ̃p). Тогда из (21) получаем

Λ2 =
2k2

ε̃2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4

=
σ̃2

2 + σ̃2
3 + σ̃2

4

2k2
. (25)

Три соотношения (6) с учетом (25) принимают вид

σ̃2 =
2k2ε̃2

ε̃2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4

, σ̃3 =
2k2ε̃3

ε̃2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4

, σ̃4 =
2k2ε̃4

ε̃2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4

, (26)

при этом предельное условие (21) очевидно выполняется. В (26) правые части зависят от
трех переменных, а не от одной, как в (12). При дальнейшем нагружении может быть
достигнуто предельное значение Φ1 = k1 или Φ5 = k5 (21). Если в каком-либо подпрост-
ранстве происходит разгрузка, то она происходит по упругому закону (6).

Для изотропного материала класса {1, 5} могут выполняться предельные условия (22):
Φ1 = k1, Φ2 < k2, или Φ1 < k1, Φ2 = k2, или Φ1 = k1, Φ2 = k2. Если выполняется второе
условие, то из (22) находим

σ̃pσ̃p = (σitip)(σjtjp) = tiptjpσiσj = (δij − ti1tj1)σiσj =

= δijσiσj − ti1σitj1σj = σiσi −
1

3
(σ1 + σ2 + σ3)

2 = σijσij −
1

3
σssσkk =

=
(
σij −

1

3
σssδij

)(
σij −

1

3
σkkδij

)
= 2λ2k2 = 2k2, p = 2, 6, (27)
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т. е. последнее выражение совпадает с известным условием пластичности Мизеса [1–7].
Предельное условие в (24) σ̃pσ̃p = 2λ1k1 = 2k2, p = 1, 5 также совпадает с условием
Мизеса (27).

Если Φ1 < k1, Φ2 = k2, то материал находится в упругопластическом состоянии и при
этом λ2 = Λ2(ε̃p) = Λ2(σ̃p). Тогда из (22) находим

Λ2 =
2k2

ε̃pε̃p
=

σ̃pσ̃p

2k2
, p = 2, 6. (28)

Пять соотношений (6) с учетом (28) принимают вид

σ̃q =
2k2

ε̃pε̃p
ε̃q, p, q = 2, 6, (29)

при этом предельное условие (22) очевидно выполняется. В (29) правые части зависят от
пяти переменных.

Отметим, что в предельном состоянии предельными условиями (определяющими со-
отношениями) являются только первые выражения в равенствах (11) или (21)–(24), а не
выражения с модулями λp, p = 1, 6. Например, в (21) выражение σ̃2ε̃2 + σ̃3ε̃3 + σ̃4ε̃4 = 2k2

есть предельное условие, из которого следуют определяющие соотношения (25), (26), а
выражение

λ2(ε̃
2
2(0) + ε̃2

3(0) + ε̃2
4(0)) =

1

λ2
(σ̃2

2(0) + σ̃2
3(0) + σ̃2

4(0)) = 2k2

является только соотношением, из которого с помощью экспериментальных данных можно
определить постоянную k2. В последнем соотношении индекс “(0)” соответствует предель-
ным упругим деформациям и напряжениям в подпространствах с собственными модуля-
ми λp, p = 1, 6. При более подробной записи в формулах (11), (21)–(24) у напряжений и
деформаций следовало бы добавить индекс “(0)”. Аналогично для изотропного материала
в (22) предельным условием является выражение σ̃pε̃p = 2k2, p = 2, 6, из которого следуют
определяющие соотношения (28), (29), а условие Мизеса (27)

λ2ε̃p(0)ε̃p(0) =
1

λ2
σ̃p(0)σ̃p(0) = 2k2, p = 2, 6

является соотношением, с помощью которого по экспериментальным данным определяется
постоянная k2.

Функции (26), (29) имеют вид

σ̃2 =
2k2ε̃2

ε̃2
2 + ε̃2

3 + ε̃2
4 + ε̃2

5 + ε̃2
6

=
2k2ε̃2

ε̃2
2 + a2

,

где a2 = ε̃2
3 + ε̃2

4 + ε̃2
5 + ε̃2

6. При малых a2 эти функции близки к функциям вида (12) (см.
рис. 2).

Определяющие уравнения упругопластического состояния (6), (28), (29) записываются
в форме обычного закона Гука (1), где

Aij = (λ1 − Λ2)ti1tj1 + Λ2δij , aij =
( 1

λ1
− 1

Λ2

)
ti1tj1 +

1

Λ2
δij ,

ti1 =
1√
3

δi =
1√
3

(1, 1, 1, 0, 0, 0).

(30)

В формуле (30) для aij используется второе выражение (28) для Λ2 в том случае, когда
необходимо выразить деформации через напряжения (1). Матрицы Aij , aij , аналогичные
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матрицам в формулах (30), могут быть записаны и для других вариантов предельных со-
отношений (11) или (21)–(24). Для этого в соответствующих выражениях нужно заменить
малые буквы λi на большие Λi (например, Λ2 имеет вид (25)).

Рассмотрим случай, когда имеется только одно напряжение σ1. Тогда из (1) с учетом
(14), (30) получаем

ε1 = a11σ1, ε2 = ε3 = a21σ1 = −νε1, ε4 = ε5 = ε6 = 0,

σ1

λ1
=

1

a11λ1
ε1 = (1− 2ν)ε1,

Λ2

λ1
=

1− 2ν

1 + ν
.

(31)

Равенства (31) выполняются как в случае упругого, так и в случае упругопластического
состояния. Для Λ2 имеем формулу (28), где (см. (27), (31))

ε̃pε̃p = ε2
1 + ε2

2 + ε2
3 −

1

3
(ε1 + ε2 + ε3)

2 =

= ε2
1 + (−νε1)

2 + (−νε1)
2 − 1

3
(ε1 − νε1 − νε1)

2 =
2

3
(1 + ν)2ε2

1, p = 2, 6. (32)

Если материал находится в пластическом состоянии, то из (28), (31), (32) следует урав-
нение для ν

(1− 2ν)(1 + ν) =
3k2

λ1ε2
1

, ε2
1 > ε2

1(0), (33)

где ε2
1(0) = 3k2/[λ1(1−2ν)(1+ν)] — предельное значение упругой деформации. Далее из (33)

находим

ν =
1

4

(
− 1 + 3

√
1− 8k2

3λ1ε2
1

)
. (34)

Здесь перед корнем выбран знак “плюс”, так как должно выполняться условие 0 < ν < 1/2,
а под знаком корня должно быть положительное число, т. е. ε2

1 > 8k2/(3λ1). В силу нера-
венства (33) последнее неравенство всегда выполняется.

С учетом (34) из (31) получаем

σ1

λ1
=

 (1− 2ν)ε1, ε2
1 6 ε2

1(0),

(3/2)
[
1−

√
1− 8k2/(3λ1ε2

1)
]
ε1, ε2

1 > ε2
1(0).

(35)

Графики функций (34), (35) при ν = 0,3 и κ = 2k2/λ1 = 0,02; 0,05; 0,10 приведены на

рис. 4, 5 соответственно. Теоретические кривые на рис. 4 практически совпадают с экспе-
риментальными кривыми, построенными в [20]. На рис. 5 видно, что переход к площадке
текучести начинается с некоторого пика. Это согласуется с экспериментальными дан-
ными.

Из предложенной выше модели следует, что в зависимости от соотношений между
собственными модулями λp и предельными значениями kp энергии деформации в соответ-
ствующих подпространствах могут получаться различные варианты предельных условий

для анизотропных материалов. В конкретных задачах все эти варианты необходимо по-
дробно исследовать.

С учетом (1) выражение для удельной энергии деформации (9) принимает вид 2Φ =
σiaijσj . Пусть напряженное состояние представлено в виде суммы двух состояний σi =
αi + βi, тогда

2Φ = (αi + βi)aij(αj + βj) = αiaijαj + βiaijβj + 2αiaijβj . (36)
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Рис. 4. Зависимость (34):
1 — κ = 0,02; 2 — κ = 0,05; 3 — κ = 0,10
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Рис. 5. Зависимость (35) (обозначения те же, что на рис. 4)

Напряжения αi и βi называются энергетически разделенными, если αiaijβj = 0 [6], при
этом из (36) следует Φ(α + β) = Φ(α) + Φ(β). Напряжения cαi являются безопасными,
если при любом значении коэффициента c упругий элемент не переходит в пластическое
состояние [6]. Ортогональным дополнением к напряжениям αi являются напряжения γi,
такие что αiγi = 0. Состояния, энергетически разделенные с αi, имеют вид βi = Aikγk.
Действительно,

αiaijβj = αiaijAjkγk = αiδikγk = αiγi = 0.

Выражения для напряжений представим в виде

σi = σ0
i + σ∗

i = cαi + Aikγk.

Из условия энергетической разделенности получаем

σ0
i aij(σj − σ0

j ) = 0, σ0
i aijσj = σ0

i aijσ
0
j , cαiaijσj = c2αiaijαj , c =

αiaijσj

αiaijαj
.

Выражение

E0
ij =

αiajkαk

αpapqαq

проецирует напряжения σj на одномерное подпространство безопасных состояний

E0
ijσj =

αiajkαkσj

αpapqαq
= cαi = σ0

i .

Удельная энергия деформации представляет собой сумму двух составляющих Φ(σ) =
Φ(σ0) + Φ(σ∗), где

2Φ(σ0) = σ0
i aijσ

0
j = c2αiaijαj =

(αiaijσj)
2

αiaijαj
= σi

aimαmajkαk

αpapqαq
σj = σia

0
ijσj ,
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2Φ(σ∗) = σ∗
i aijσ

∗
j = (σi − σ0

i )aij(σj − σ0
j ) = σiaij(σj − σ0

j )− σ0
i aij(σj − σ0

j ) =

= σiaijσj − σiaijσ
0
j = σiaijσj − σiaijE

0
jsσs = σi(aij − aimE0

mj)σj =

= σi

(
aij −

aimαmajkαk

αpapqαq

)
σj = σia

∗
ijσj .

Так как σ0
i = cαi — безопасное напряжение, то предлагается следующий энергетичес-

кий критерий предельности [6]:

2Φ(σ∗) = σia
∗
ijσj 6 2k∗ (37)

(k∗ — предельное значение энергии деформации в подпространстве с напряжениями σ∗
i ).

Для матрицы a∗ij безопасное напряжение αi является собственным состоянием (вектором)
с нулевым собственным значением: a∗ijαj = 0.

Пусть, например, безопасными являются гидростатические напряжения αi = δi. Тогда
из приведенных выше формул находим

c =
δiaijσj

δiaijδj
=

(a1j + a2j + a3j)σj

a11 + a22 + a33 + 2(a32 + a31 + a21)
= K(a1j + a2j + a3j)σj ,

E0
ij =

δiajkδk

δpapqδq
= Kδi(a1j + a2j + a3j), (38)

E0
ijσj = Kδi(a1j + a2j + a3j)σj = cδi = σ0

i , σ∗
i = σi − cδi,

где K — объемный модуль. При этом критерий предельности (37) принимает вид

2Φ(σ∗) = (σi − cδi)aij(σj − cδj) = σi

(
aij −

aimδmajkδk

δpapqδq

)
σj =

= σi

[
aij −

(ai1 + ai2 + ai3)(aj1 + aj2 + aj3)

a11 + a22 + a33 + 2(a32 + a31 + a21)

]
σj 6 2k∗. (39)

Для изотропного материала класса {1, 5} имеем

aij =
1

3λ1
δiδj +

1

λ2

(
δij −

1

3
δiδj

)
,

и с учетом формул (38) критерий предельности (39) принимает вид условия пластичности
Мизеса (27), при этом

c =
1

3
(σ1 + σ2 + σ3), E0

ij =
1

3
δiδj , a∗ij =

1

λ2

(
δij −

1

3
δiδj

)
, k2 = k∗.

Для трансверсально-изотропного материала с осью вращения x3 и с матрицей коэф-
фициентов податливости

aij =


a11

a21 a11 sym
a31 a31 a33

0 0 0 a44

0 0 0 0 a44

0 0 0 0 0 a11 − a21

 (40)

из формул (38), (39) получаем

c =
(a11 + a21 + a31)(σ1 + σ2) + (2a31 + a33)σ3

2(a11 + a21 + 2a31) + a33
;
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2Φ(σ∗) = a11(σ1 − c)2 + 2a21(σ1 − c)(σ2 − c) + 2a31(σ1 − c)(σ3 − c) +

+ a11(σ2 − c)2 + 2a31(σ2 − c)(σ3 − c) + a33(σ3 − c)2 + a44(σ
2
4 + σ2

5) + (a11 − a21)σ
2
6 =

=
(
a11 −

(a11 + a21 + a31)
2

2(a11 + a21 + 2a31) + a33

)
(σ2

1 + σ2
2) + 2

(
a21 −

(a11 + a21 + a31)
2

2(a11 + a21 + 2a31) + a33

)
σ1σ2 +

+ 2
(
a31 −

(2a31 + a33)(a11 + a21 + a31)

2(a11 + a21 + 2a31) + a33

)
(σ1 + σ2)σ3 +

+
(
a33 −

(2a31 + a33)
2

2(a11 + a21 + 2a31) + a33

)
σ2

3 + a44(σ
2
4 + σ2

5) + (a11 − a21)σ
2
6 6 2k∗, (41)

при этом

a∗ij =



a11 −
(a11 + a21 + a31)2

2(a11 + a21 + 2a31) + a33

a21 −
(a11 + a21 + a31)2

2(a11 + a21 + 2a31) + a33
a∗11 sym

a31 −
(2a31 + a33)(a11 + a21 + a31)

2(a11 + a21 + 2a31) + a33
a∗31 a33 −

(2a31 + a33)2

2(a11 + a21 + 2a31) + a33

0 0 0 a44

0 0 0 0 a44

0 0 0 0 0 a11 − a21


. (42)

Собственные модули и состояния для матрицы (40) приведены в [17] (см. также [10]). В [10,
13] для трансверсально-изотропного материала приводится не зависящее от гидростатиче-
ской составляющей напряжений предельное условие вида (41), но вместо матрицы a∗ij (42)
используется матрица

Hij =


a + b
a− b a + b sym
−2a −2a 4a
0 0 0 m
0 0 0 0 m
0 0 0 0 0 2b

 ,

где постоянные a, b, m не связаны с коэффициентами податливости aij (40) самого материа-
ла. В [6] рассматриваются разложения удельной энергии деформации 2Φ = σiaijσj и выяс-
нен энергетический смысл квадратичных критериев предельного состояния σiHijσj 6 2k2.

Безопасными могут быть не только гидростатические напряжения αi = δi, но и другие
напряженные состояния, например такие, которые вызывают только изменение объема [6]:

αi = Aijδj = Ai1 + Ai2 + Ai3, (43)

т. е. сопровождаются только шаровой деформацией (εj = δj), либо состояния, которые
соответствуют нерастяжимости в направлении ni (nini = 1):

αi = (n2
1, n2

2, n2
3,
√

2 n2n3,
√

2 n1n3,
√

2 n1n2). (44)

Соответствующие критерии предельности имеют вид (37), при этом в формулу для a∗ij
надо подставить выражения αi (43) или (44).

Предложенные критерии предельности для конкретных материалов и задач требуют

проведения дальнейшего более подробного исследования.
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