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Рассматривается краевая задача нестационарного теплопереноса в режимах конвекции и тепло-
проводности для замкнутой области. Приведены поля скорости, вектора вихря скорости и распределе-
ния температур. Показаны существенные неоднородности полученных температурных полей для ре-
жима конвекции. Проведено сравнение распределений температуры в режимах конвективного и кон-
дуктивного теплопереноса. Сделан вывод о том, что решение краевой задачи для режима конвекции

может приводить к существенно более точным оценкам значений температуры.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема теплоэнергосбережения в настоящее время стоит достаточно остро.

Это связано в первую очередь с невозобновляемостью природных энергетических

ресурсов, запас которых с каждым годом уменьшается. Возможны два пути ее ре-
шения: поиск альтернативных источников энергии, либо экономичное потребле-
ние энергии, например, использование эффективных теплоизоляционных материа-
лов. Для реализации любого из предложенных вариантов необходимо знать реаль-
ное тепловое состояние исследуемых объектов. Это возможно только с помощью

методов математического моделирования комплекса явлений, протекающих в сис-
темах  потребителях тепловой энергии. Однако в настоящее время публикации,

касающиеся теоретических основ процессов нестационарного конвективно-

кондуктивного сопряженного теплопереноса, отсутствуют. На данный момент из-
вестны пионерские работы по численному моделированию нестационарного теп-
лопереноса в однослойных ограждающих конструкциях зданий [1, 2].

Целью данной работы является решение задачи нестационарного теплопере-
носа за счет режимов кондукции и конвекции в объекте, представляющем собой

замкнутую область с локально сосредоточенным источником тепловыделения и

неоднородными граничными условиями на внешних и внутренних границах об-
ласти решения.

ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ  И  МЕТОД  РЕШЕНИЯ

Рассматривается краевая задача теплопереноса с учетом кондукции и естест-
венной конвекции для области, представленной на рис. 1. Область решения вклю-
чает пять подобных по форме прямоугольников, имеющих разные размеры и
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теплофизические характеристики. На границах между всеми прямоугольниками и

с внешней по отношению к рассматриваемому объекту средой задавались соответ-
ствующие граничные условия.

В такой постановке задачи процесс переноса тепла описывается системой не-
стационарных уравнений Навье  Стокса для газовой и уравнением теплопровод-
ности для твердой фазы с нелинейными граничными условиями. Для определения

полей течения и температур в газовой фазе использованы нестационарные двумер-
ные уравнения конвекции в приближении Буссинеска [3, 4]. В пренебрежении вяз-
кой диссипацией энергии уравнения неразрывности, движения и энергии в газовой

фазе ( ;  , 11211 Llxlhhyh +≤≤+≤≤  ;  , 1ит1ит2121 Llxllhhhyhh +≤≤+++≤≤+
LlxlHhyhhh +≤≤+≤≤++ 111ит21   , ) будут иметь вид:
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а для твердой фазы ( ;20  ,0 11 Llxhy +≤≤≤≤ ,0  , 111 lxHhyh ≤≤+≤≤  l1 + L ≤

≤ x ≤ 2l1 + L;  h1 + H ≤ y ≤ h1 + H + h3,  0 ≤ x ≤ 2l1 + L) уравнение теплопроводности
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Рис. 1. Область решения рассматриваемой задачи.

1, 2, 3  элементы твердой фазы, 4  газовая фаза, 5  источник тепловыделения.
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Система уравнений (1)−(5) решалась в переменных функция тока ψ  вихрь

скорости ω:
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В качестве масштаба расстояния выбрана длина газовой полости рассматри-
ваемой области решения по оси х. Для приведения к безразмерному виду системы

уравнений (1)−(5) использовались следующие соотношения:
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где

∆T = Tит − T0, V0 = ,TLg ∆β  ψ0 = V0L, 
L

V0
0 =ω .

Здесь х, у  координаты декартовой системы координат; X, Y  безразмерные

координаты, соответствующие координатам x, y; ρi  плотность i-й подобласти

( ,3,1=i  см. рис. 1); µ  коэффициент динамической вязкости; p  давление; β 

температурный коэффициент объемного расширения; 
yg   составляющая уско-

рения силы тяжести в проекции на ось у ( 0=xg ); 
ip

С   удельная теплоемкость

при постоянном давлении i-й подобласти; 
iλ   коэффициент теплопроводности

i-ой подобласти; L  длина газовой полости по оси х; t  время; t0  масштаб

времени; τ  безразмерное время; u, v  составляющие скорости в проекции на оси

х, у соответственно; U, V  безразмерные скорости; соответствующие скоростям u,
v;

0V   масштаб скорости (скорость конвекции); 
iT   температура i-й подобласти;

Θ  безразмерная температура; 0T   начальная температура рассматриваемой

области решения; еT   температура окружающей среды; 
итT   температура ис-

точника тепловыделения; ψ  функция тока; 
0ψ   масштаб функции тока; Ψ 

безразмерный аналог функции тока; ω   вихрь скорости; 0ω   масштаб вектора

вихря; Ω  безразмерный аналог вектора вихря.

Безразмерные уравнения Буссинеска в переменных вихрь скорости  функ-
ция тока  температура для рассматриваемой задачи имеют вид:

− для газовой фазы в рассматриваемой области (см. рис. 1)
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Здесь 
L

tV 00Sh=   число Струхаля, 
( )

2

0ит

3g
Gr

ν

β TTLy −
=   число Грасгофа, ν 

коэффициент кинематической вязкости, 
a

ν=Pr   число Прандтля, ia   коэф-

фициент температуропроводности i-й подобласти, 
2
0Fo

L

tai
i =   число Фурье,

соответствующее i-й подобласти.
Граничные условия для системы уравнений (1)−(5) будут следующими:
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на остальных внешних границах ;20  ,0 1 Llxy +≤≤=  ,31 hHhy ++=  ;20 1 Llx +≤≤

311 0  ,2 hHhyLlx ++≤≤+=  (см. рис. 1):
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u(x, y, t) = v(x, y, t) = 0,
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ит21211   , hhhyhhlx ++≤≤+= :

T(x, y, t) = 303 K,

ит2121ит1ит11ит2121   ,   ;  ,  , hhhyhhllxllxlhhhyhhy ++≤≤++=+≤≤++=+= :

u(x, y, t) = v(x, y, t) = 0,

T(x, y, t) = 303 K,

Здесь α  коэффициент теплообмена, ε  приведенная степень черноты, σ 

постоянная Стефана  Больцмана.

Предполагалось, что источник тепловыделения имеет постоянную в течение

всего времени температуру. Значения вихря скорости вычислены по формуле Вуд-
са [5, 6].
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Задача (6)−(9) с соответствующими граничными и начальными условиями

решена методом конечных разностей [5−9].

Уравнения (6)−(9) решались последовательно, каждый временной шаг начи-
нался с вычислений полей температуры, как в газовой, так и в твердой фазе (урав-
нения (8), (9)), затем решалось уравнение Пуассона для функции тока (7), далее

определялись граничные условия для вектора вихря и решалось уравнение (6).

Алгоритм реализован в виде конечно-разностной программы. Уравнение Пуассона

решалось методом установления.

Исследования проведены при следующих значениях безразмерных комплек-

сов: Sh = 1, Gr = 106, Pr = 0,71 и определяющих температур: T 

e
 = 273 K, T

ит
 = 303 K,

T0 = 283 K. Численный анализ проведен при следующих геометрических парамет-
рах (см. рис. 1): l1 = 0,6 м, l

ит
 = 0,3 м, L = 1,8 м, h1 = 0,3 м, h2 = 0,4 м, hит

 = 0,4 м,

h3 = 0,3 м, H = 1,4 м. Поскольку рассматривался существенно нестационарный

процесс Sh = 1, для определения масштаба времени необходимо знать масштабы

скорости и длины: .
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Следует отметить, что на границах источника тепловыделения не учитывает-

ся лучистый теплообмен, поскольку его роль менее существенна, чем конвек-
тивно-кондуктивная составляющая процесса теплопереноса. Если рассмотреть

тепловые потоки за счет излучения, то ( )4
0

4
ит

TTq −= σε  ≈ 32,26 Вт/м2
, где σ =

= 5,669⋅10−8
 Вт/(м

4 
⋅K), ε = 0,3, а в случае конвективно-кондуктивного механизма, q

= α(Tит − Т0) ≈ 160 Вт/м
2
, где α = 8 Вт/(м

2 
⋅K). Видно, что лучистый тепловой поток

составляет около 20 % от конвективно-кондуктивного потока в рассматриваемом

диапазоне изменения параметров.

АНАЛИЗ  ПОЛУЧЕННЫХ  РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 2 приведены типичные результаты решения сформулированной крае-

вой задачи в виде поля скорости ),( yxV
�

 и линий тока.

На рис. 2 видно, что источник тепловыделения является причиной появления

четырех циркуляционных потоков. Самый большой вихрь находится в центре воз-
душной полости и представляет собой движение воздуха по спирали. В окрестно-
сти источника тепловыделения поток поднимается, поскольку плотность теплого

воздуха меньше плотности холодного, а у противоположной стены  опускается.

В воздушной полости рассматриваемой области решения находятся еще три вихря:

два  под источником тепловыделения, представляющие собой вторичные цирку-

ляционные течения, а один  над источником. Появление этих дополнительных

вихрей объясняется тем, что источник тепловыделения имеет конечные размеры.

Области над источником и под ним можно рассматривать как зоны, одна из стенок

которых имеет максимальную температуру. Из рисунка видно, что воздушные

массы опускаются вдоль холодной стены, а поднимаются со стороны движения

первого вихря.

На рис. 3 представлено поле вектора вихря для данного режима течения.

Форма линий постоянных ω показывает распределение завихренности потока, ко-
торое характеризует распространение возмущений от стенки и от источника теп-
ловыделения в глубь воздушной полости. Видно, что интенсивнее всего образова-
ние вихрей происходит у источника тепловыделения, это объясняется интенсифи-
кацией процессов переноса у нагретого участка.
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Распределение температуры наглядно демонстрирует влияние подъемной си-
лы gβ∆T, которая появляется вследствие неоднородности поля температуры [3].

Рисунок 4 показывает, что температура в газовой среде распределяется доста-
точно неравномерно из-за влияния архимедовой силы. Источник тепловыделения

также оказывает влияние на распределение температуры на участке прямоуголь-
ной формы, у которого он находится. Распределение температуры в этой подобла-
сти равномерно. Это объясняется тем, что в рассматриваемой постановке задачи

среда в данной подобласти считалась изотропной. Поскольку рассматривается

Рис. 2. Типичные поля скорости (а) и линии тока (b) при Sh = 1, Gr = 106, Pr = 0,71.
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область с неоднородными теплофизическими характеристиками, то можно отме-
тить, что изотермы с приближением к нижнему основанию рассматриваемой об-
ласти выравниваются по границе раздела двух сред.

Силы внутреннего трения препятствуют возмущениям, исходящим от стенок.

Объемные силы, наоборот, усиливают неупорядоченность течения. Следователь-
но, силы вязкого трения и объемные оказывают на течение противоположное

влияние. Характер движения в рассматриваемой области связан с численным зна-
чением критерия Gr. Малым его значениям соответствует ламинарное течение. С
возрастанием Gr устойчивость этого течения уменьшается; при некотором крити-
ческом значении 

крGr  ламинарное движение переходит в турбулентное. Измене-

ние характера движения влечет за собой изменение механизма переноса количест-
ва движения и тепла.

Рис. 3. Типичное поле вектора вихря при Sh = 1, Gr = 106, Pr = 0,71.

Рис. 4. Типичное поле температуры при Sh = 1, Gr = 106, Pr = 0,71.
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Рассмотрено влияние Gr
на профиль температуры по

длине области решения в трех

характерных сечениях при

значениях Gr, соответствую-
щих ламинарному режиму

течения [3]. Данные результа-
ты получены при следующих

определяющих температурах:
eT  = 273 K, T

ит
 = 303 K, T0 =

= 283 K.
На рис. 5 представлены

профили температуры в сече-
нии под источником тепловыделения у = 0,5 м. Видно, что возрастание Gr на один
порядок величины приводит к уменьшению максимальной температуры непосред-
ственно под источником тепловыделения на 2 K. В окрестности нагревателя
0,9 < x < 1,33 температура в случае Gr = 106

 меньше, чем в случае Gr = 105
, а при

4,233,1 << x   наоборот. Такое распределение температуры объясняется распо-

ложением сечения в рассматриваемой области, поскольку с ростом Gr возрастает
роль подъемной силы, что приводит к уменьшению температуры в зонах у основа-
ния области.

В сечении, проходящем через источник тепловыделения у = 0,9 м, картина

незначительно изменяется с ростом Gr. Профили температуры на рис. 6 показыва-
ют, что в окрестности источника тепловыделения, который является причиной

свободно конвективного движения, Gr оказывает незначительное влияние. Из
рис. 6 видно, что максимальная температура, соответствующая Gr = 106

, ниже, чем

при Gr = 105
 на 4 K в зоне, близкой к источнику тепловыделения. При значениях

1,53 < x < 2,4 картина меня-
ется на противоположную,

но незначительно. Такое из-
менение обусловлено влия-
нием возмущений от подоб-
ласти прямоугольной формы,

расположенной в правой час-
ти области решения, т. е.

происходит перераспределе-
ние температуры за счет ин-
тенсификации завихренно-
сти вектора скорости.

Рис. 5. Распределение температуры
в сечении, проходящем под источ-
  ником тепловыделения, у = 0,5 м.

Gr = 10
5  

(1), 10
6  

(2).

Рис. 6. Распределение температуры
в сечении, проходящем по источ-
   нику тепловыделения, у = 0,9 м.

Gr = 10
5  

(1), 10
6  

(2).
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На рис. 7 приведены
распределения температуры

в сечении над источником

тепловыделения у = 1,4 м.

Видно, что температура, со-
ответствующая Gr = 106

, име-

ет неравномерный профиль,

что объясняется большим

влиянием подъемной силы.

При 0,8 < x < 1,1 разность
максимальных температур

составляет около 2 K, а при
1,2 < x < 2,4 – 3 K.

На основе проведенного анализа изменений температуры по разным сечениям

области решения при двух значениях Gr, можно сделать вывод о том, что измене-
ние критерия Грасгофа в 10 раз приводит к заметному (≈2−4 K) перераспределе-
нию температуры в случае, когда Gr > 104.

Было проведено сравнение влияния конвективного и кондуктивного теплопе-

реносов на распределение температур [10, 11] при eT = 273 K, T
ит

 = 303 K,

T0 = 283 K. В случае только кондуктивного теплопереноса температура распреде-

ляется равномерно, поскольку в данном случае не учитывается влияние подъемной

силы, и изотермы представляют собой концентрические эллипсы, также как и в

прямоугольной области, у которой находится источник тепловыделения. Сравни-
вая максимальные температуры в сечении под источником тепловыделения, в ре-
жимах кондуктивного и конвективного теплопереносов при Gr = 106

 получаем, что

температура в случае кондуктивного теплопереноса наибольшая. В случае режима

естественной конвекции  на 3 K меньше. В сечении, проходящем по источнику
тепловыделения, разность максимальных температур при реализации кондуктив-
ного и конвективного теплопереносов в области, близкой к нагревателю, равна

7 K. В сечении над зоной тепловыделения конвекция проявляется в полной мере,
причем максимум температуры находится не строго по центру, а смещен в сторо-
ну источника тепловыделения. Разность максимальных температур для режимов

конвекции и теплопроводности достигает 7 K.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые решена задача сопряженного теплопереноса с учетом механизмов

теплопроводности и естественной конвекции в замкнутой области прямоугольного

сечения с локально сосредоточенным источником тепловыделения в условиях

конвективно-радиационного теплообмена на одной из внешних границ области

решения.

На основании проведенных численных исследований можно сделать вывод о

том, что температурное поле в рассматриваемой области решения существенно

неоднородно. Эта неоднородность объясняется влиянием подъемной силы на газо-
вую среду, в результате чего в рассматриваемой области образуются четыре

циркуляционных течения, которые приводят к неравномерному перераспределению

Рис. 7. Распределение температуры
в сечении, проходящем над источ-
  ником тепловыделения, у = 1,4 м.

Gr = 10
5  

(1), 10
6  

(2).
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температуры. Более отчетливо температурная неоднородность наблюдается

в сечении над источником тепловыделения. Сравнение температурных полей, по-
лученных в режиме только кондуктивного теплопереноса и естественной конвек-
ции, показывает масштабы влияния конвекции на интенсивность теплопереноса.
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