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Рассматривается математическая модель воздействия среды на твердое тело, частью
внешней поверхности которого является круговой конус. Приводится полная система
уравнений движения в условиях квазистационарности. В динамической части, обра-
зующей независимую систему третьего порядка, выделяется независимая подсистема
второго порядка. Получено новое двухпараметрическое семейство фазовых портретов
на фазовом цилиндре квазискоростей.
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1. Постановка задачи. Рассматривается плоскопараллельное движение однородного
твердого тела массой m, имеющего конусообразную переднюю часть, взаимодействующую
со средой в условиях, например, струйного или отрывного обтекания (рис. 1). Для упро-
щения задачи координата yN точки N приложения силы воздействия среды определяется

с помощью одного параметра — угла атаки α между вектором скорости точки D и осью

симметрии Dx:

yN = R(α). (1)

Силы лобового и бокового сопротивления (см. рис. 1) представим в квадратичном виде
относительно скорости точки D:

Sx = −s(α)v2ex, Sy = −b(α)v2ey, |vD| = v. (2)

Таким образом, тройка функций R(α), s(α), b(α) определяет воздействие среды на

твердое тело в условиях квазистационарности [1–3].
2. Динамическая часть уравнений движения. С учетом условий (1), (2) дина-

мическую часть уравнений движения запишем в следующем виде:

v̇ cosα− α̇v sinα+ Ωv sinα+ σΩ2 = −s(α)v2/m; (3)
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Рис. 1. Модель взаимодействия тела со средой

v̇ sinα+ α̇v cosα− Ωv cosα+ σΩ̇ = −b(α)v2/m; (4)

IΩ̇ = −F (α)s(α)v2 + σb(α)v2 − hΩv. (5)

Здесь I — центральный момент инерции тела; σ = |CD|; C — центр масс; F (α) =
R(α)s(α); коэффициент h > 0 характеризует дополнительный момент, зависящий от уг-
ловой скорости [1, 2].

Первые два уравнения в (3)–(5) получены из теоремы о движении центра масс, а
третье — из теоремы об изменении кинетического момента в осях Кенига. Аналогичные
системы, но без учета боковой силы использовались в работах [4, 5].

Поскольку кинетическая энергия тела и обобщенные силы и моменты, действующие
на тело, не зависят от положения тела на плоскости, позиционные координаты в системе
являются циклическими. Поэтому систему динамических уравнений (3)–(5) можно счи-
тать независимой. При этом система кинематических уравнений (переменные ϕ, x0, y0
определяют положение тела на плоскости)

ϕ̇ = Ω, ẋ0 = v cos(α− ϕ), ẏ0 = v sin(α− ϕ)

вместе с системой (3)–(5) является полной системой для исследования рассматриваемого
движения в построенном поле сил.

Для определения вида функций R(α), s(α), b(α) используем экспериментальные дан-
ные о свойствах струйного обтекания (см. [6, 7]).

Вводимые классы динамических функций достаточно широки: они состоят из функций
достаточно гладких, 2π-периодических (R(α), b(α) — нечетные, s(α) — четная), удовле-
творяющих следующим условиям: R(α) > 0, b(α) > 0 при α ∈ (0, π), причем R′(0) > 0,
b′(0) > 0, R′(π) < 0, b′(π) < 0 (классы функций {R}, {b}); s(α) > 0 при α ∈ (0, π/2),
s(α) < 0 при α ∈ (π/2, π), причем s(0) > 0, s′(π/2) < 0 (класс функций {s}). При замене α
на α+ π функции R, b, s меняют знак. В частности, аналитические функции

R(α) = A sinα, b(α) = b1 sinα; (6)

s(α) = B cosα, A > 0, B > 0, b1 > 0 (7)

являются характерными представителями описанных классов, функции R, s соответству-
ют функциям воздействия среды, полученным С. А. Чаплыгиным [1–3] при исследовании
плоскопараллельного обтекания плоской пластины бесконечной длины однородным пото-
ком среды.
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Необходимость выбора широких классов функций {R}, {b}, {s} объясняется следу-
ющим. Геометрические характеристики конусообразного тела могут быть различными,
что позволяет отнести три возникающие динамические функции к определенным клас-
сам. Как указывалось выше, на эти функциональные классы накладываются достаточно
слабые условия, поэтому данные классы широки и включают допустимые конкретные

функции для любого движения тела, существование которого можно предположить.
Однако не каждой тройке динамических функций можно поставить в соответствие

движение твердого тела. Поэтому исследование данной проблемы для достаточно широ-
ких классов динамических функций позволяет считать, что в рамках данных модельных
предположений в условиях квазистационарности задача о движении тела в среде рассмат-
ривается полностью.

Таким образом, для исследования обтекания конусообразного тела средой используют-
ся классы динамических систем, определенные с помощью трех динамических функций,
что значительно усложняет проведение глобального нелинейного анализа.

В ряде случаев без ограничения общности [1] будем рассматривать представления (6),
(7) для функций R(α), s(α), b(α), определяющих воздействие среды.

3. Дальнейшее понижение порядка. Уравнения (3), (4) приведем к виду

v̇ + σΩ2 cosα+ σΩ̇ sinα = −s(α)

m
v2 cosα− b(α)

m
v2 sinα,

α̇v − Ωv + σΩ̇ cosα− σΩ2 sinα = −b(α)

m
v2 cosα+

s(α)

m
v2 sinα.

Проводя дифференцирование по формуле 〈·〉 = d/dt = v d/dq = v〈′〉, где q — путь,
пройденный точкой D, получаем Ω = ωv, Ω̇ = v(ω′v + ωv′). Тогда динамическая часть
уравнений движения принимает вид

v′ = vΨ1(α, ω);

α′ = ω +
σ

I
ψ(α, ω) cosα+ σω2 sinα+

s(α)

m
sinα− b(α)

m
cosα; (8)

ω′ = −ψ(α, ω)/I − ωΨ1(α, ω), (9)

где

ψ(α, ω) = F (α) − σb(α) + hω,

Ψ1(α, ω) =
σ

I
ψ(α, ω) sinα− σω2 cosα− s(α)

m
cosα− b(α)

m
sinα.

Вводя безразмерные параметры

q = Qσ, ω̄ = ωσ,

β1 =
σ2AB

I
, β2 =

σ3b1
I

, β3 =
σh

I
, β4 =

Bσ

m
, β5 =

b1σ

m

и учитывая (6), (7), получаем систему (8), (9) в следующем виде:

α′ = ω + β1 sinα cos2 α− β2 sinα cosα+ β3ω cosα+

+ ω2 sinα+ β4 sinα cosα− β5 sinα cosα; (10)
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ω′ = −β1 sinα cosα+ β2 sinα− β3ω + ω3 cosα− β1ω sin2 α cosα+

+ β2ω
2 sinα− β3ω

2 sinα+ β4ω cos2 α+ β5ω sin2 α (11)

(далее черта над безразмерной переменной ω̄ опускается, штрих обозначает производную
по безразмерной величине Q). В (10), (11) βk, k = 1, . . . , 5 — безразмерные параметры:
β1 — параметр момента силы лобового сопротивления; β2 — параметр момента боковой

силы; β3 — параметр дополнительного демпфирующего момента; β4 — параметр силы

лобового сопротивления; β5 — параметр момента боковой силы.

Таким образом, имеем пятипараметрическое семейство систем (10), (11) на двумерном
фазовом цилиндре (α, ω) ∈ R2, где угол α определен с точностью до 2π.

4. Режим прямолинейного поступательного торможения. Среди возможных
режимов движения тела основным является режим прямолинейного поступательного тор-
можения: тело движется поступательно с нулевым углом атаки, при этом скорости всех
точек тела уменьшаются со временем (см. также [1, 8, 9]). Основной режим соответствует
тривиальному решению системы (10), (11).

Исследуем устойчивость основного режима, под которой будем понимать устойчивость
угловых колебаний тела относительно его продольной оси по отношению к возмущениям

угла атаки и угловой скорости. Линеаризуем систему (10), (11) в начале координат. По-
лучаем

α′ = ω + β1α− β2α+ β3ω + β4α− β5α; (12)

ω′ = −β1α+ β2α− β3ω + β4ω. (13)

Матрица системы (12), (13) имеет вид

A =

(
β1 − β2 + β4 − β5 1 + β3

−β1 + β2 −β3 + β4

)
,

характеристическое уравнение принимает вид

λ2 − λ trA+ detA = 0, (14)

где trA = β1−β2−β3+2β4−β5. Условия trA < 0, detA > 0 обеспечивают асимптотическую
устойчивость тривиального решения системы (10), (11).

5. Новое двухпараметрическое семейство фазовых портретов. Рассмотрим
случай, когда имеется две пары сил. Предположим, что выполняются следующие условия:

β3 = β4 = β5 = 0. (15)

Тогда система (10), (11) принимает вид

α′ = ω + ω2 sinα+ β1 sinα cos2 α− β2 sinα cosα; (16)

ω′ = −β1 sinα cosα+ β2 sinα+ ω3 cosα− β1ω sin2 α cosα+ β2ω
2 sinα. (17)

Таким образом, в системе присутствуют две пары сил: пара сил лобового сопротив-
ления и пара боковых сил (которые можно сложить).

Тогда система (16), (17) обладает двухпараметрическим семейством фазовых портре-
тов (рис. 2, 3), которое отличается от полученных в работах [8, 9].
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Рис. 2. Фазовый портрет без дополнительных седел при различных значениях
параметров β1, β2:
а — β1 = 1,23, β2 = 1,37, б — β1 = 0,93, β2 = 1,07, в — β1 = 0,89, β2 = 0,97, г —
β1 = 0,61, β2 = 0,96, д — β1 = 0,47, β2 = 0,95
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Рис. 3. Фазовый портрет с дополнительными седлами при β1 = 1,23, β2 = 1,01

6. О достижении устойчивости основного режима. При выполнении усло-
вия (15) характеристическое уравнение (14) принимает вид

λ2 + (β2 − β1)λ+ β1 − β2 = 0. (18)

Из уравнения (18) следует, что при выполнении условия (15) решение неустойчиво при
любых значениях β1, β2. Например, при

β1 < β2 (19)

тривиальное решение системы имеет неустойчивость, соответствующую седловидной точ-
ке, следовательно, путем выбора соответствующих начальных условий можно достигнуть
условной устойчивости. Действительно, можно попытаться выбрать начальные условия
вблизи устойчивых сепаратрис в окрестности начала координат, определив при этом в
линейном приближении собственные направления.

Неустойчивость второго типа имеет тривиальное решение системы при условии

β1 > β2. (20)

В этом случае начало координат является отталкивающей особой точкой и любой выбор

начальных условий не обеспечивает устойчивости. В [8, 9] семейства портретов получе-
ны для случаев, когда можно обеспечить асимптотическую устойчивость начала коорди-
нат. В настоящей работе семейство портретов получено для случаев, когда путем выбора
начальных условий можно обеспечить условную устойчивость. Так, на рис. 2 показаны
случаи, соответствующие выполнению неравенства (19) (начало координат — седло), на
рис. 3 — случай, соответствующий выполнению неравенства (20) (начало координат —
отталкивающая точка).

Авторы выражают благодарность А. П. Чупахину за ценные замечания и внимание к
работе.
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