
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2001. Т. 42, N-◦ 4 3

УДК 519.86:533.6.011
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государственном университете, 634050 Томск

В рамках модели параболизованного вязкого ударного слоя решена задача спуска по
планирующей траектории в атмосфере Земли гладкого затупленного тела, обладающего
аэродинамическим качеством.

Введение. При движении тел в атмосфере с большими сверхзвуковыми скоростями
нагрев газа в ударном слое вблизи обтекаемого тела инициирует протекание в нем раз-
личных физико-химических процессов, учет которых необходим для получения реальной
физической картины течения. В данной работе численное моделирование сверхзвукового
химически неравновесного многокомпонентного течения вязкого газа проводится в рамках

модели “параболизованного” вязкого ударного слоя, являющейся модификацией полных
уравнений вязкого ударного слоя [1] и предложенной первоначально для течений однород-
ного газа [2, 3], а затем для многокомпонентной смеси газов [4]. Уравнения параболизован-
ного вязкого ударного слоя, являющиеся упрощением полных уравнений Навье— Стокса и

содержащие все члены уравнений пограничного слоя и уравнений невязкого ударного слоя

в гиперзвуковом приближении, описывают всю возмущенную область от ударной волны
(положение ее заранее неизвестно) до поверхности тела. Выбор данной модели объясняется,
во-первых, тем, что для гладких тел она имеет хорошую точность в достаточно широкой
и интересной для практических приложений окрестности затупления тела, где силовые и
тепловые нагрузки значительны, а сам ударный слой остается тонким [5]. Во-вторых, для
решения соответствующей начально-краевой задачи в рамках данной модели можно ис-
пользовать быстрые и экономичные маршевые методы расчетов, что особенно важно для
трехмерных течений. Наконец, в-третьих, из всех известных модификаций уравнений вяз-
кого ударного слоя, сохраняющих параболический тип, модель параболизованного вязкого
ударного слоя позволяет существенно увеличить размер расчетной области по маршевой

координате.
Постановка задачи. Рассмотрим задачу обтекания под углами атаки и скольже-

ния затупленных тел с каталитической поверхностью гиперзвуковым потоком химически

неравновесной смеси газов. Для численного решения задачи введем криволинейную си-
стему координат xi, нормально связанную с поверхностью обтекаемого тела: ось x3 на-
правлена вдоль нормали к телу, оси x1 и x2 расположены на его поверхности. Уравнения
пространственного “параболизованного” вязкого ударного слоя описывают течение меж-
ду поверхностью обтекаемого тела и отошедшей ударной волной. С учетом неравновесных
химических реакций и многокомпонентной диффузии и в пренебрежении термодиффузией,
диффузионным термоэффектом и бародиффузией эти уравнения в произвольной криволи-
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нейной системе координат в безразмерных переменных имеют следующий вид [4]:
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где Di ≡ ∂/∂xi; D∗ ≡ (uα/
√
g(αα))Dα; D ≡ D∗ + u3D3; Re = ρ∞V∞L/µ(T0); T0 = 104 K.

Систему (1)–(9) замыкают соотношения Стефана — Максвелла
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j=1

aijIj = − µ
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Здесь V∞u
i — физические составляющие вектора скорости по соответствующим осям ко-

ординат; ρ∞V
2
∞P , ρ∞ρ, T0T — давление, плотность, температура смеси газов, состоя-

щей из N химических компонентов, соответственно; µ(T0)µ — вязкость; (V 2
∞/(2T0))cp —

удельная теплоемкость; σ — число Прандтля; ci, mi, 0,5V 2
∞hi, (V∞/(2T0))cpi, V∞ρ∞Ii,

V∞ρ∞ẇi/L — массовая концентрация, молекулярная масса, удельная энтальпия, удельная
теплоемкость, нормальная компонента вектора диффузионного потока, скорость образо-
вания массы i-го компонента в результате химических реакций; c∗i , I

∗
i — концентрация

и нормальная составляющая вектора диффузионного потока i-го химического элемента
(i = 1, 2, . . . , Ne; Ne — число элементов); Dij , Scij — бинарные коэффициенты диффузии и

числа Шмидта; RG = V 2
∞R/T0 — универсальная газовая постоянная; gαβ, gαβ — ковари-

антные и контравариантные компоненты первой квадратичной формы поверхности тела;
g = g11g22 − g2

12; A
k
βδ — известные функции формы тела [6]. По повторяющимся индек-

сам, не заключенным в скобки, проводится суммирование. Латинские индексы принимают
значения 1, 2 или 3 (кроме специально отмеченных случаев), греческие индексы равны 1
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или 2. Все линейные размеры отнесены к характерному линейному размеру L. Здесь и да-
лее нижние индексы w,∞, s соответствуют значениям на поверхности тела, в набегающем
потоке и за ударной волной.

Для дифференциальных уравнений (1)–(7) задаются граничные условия на ударной
волне и поверхности тела. На ударной волне используются обобщенные соотношения Рэн-
кина — Гюгонио в гиперзвуковом приближении в пренебрежении химическими реакциями

внутри ударной волны:

x3 = x3
s(x

1, x2): ρ(u3 −D∗x3) = u3
∞,

u3
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u3
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u3
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(10)
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∞Re
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На поверхности тела с учетом гетерогенных химических реакций в пренебрежении отводом

тепла внутрь тела граничные условия записываются в виде

x3 = 0: ui = 0, q = ΓT 4,

q =
µcp
σRe

D3T −
N∑

i=1

hiIi, Γ =
2εBσBT

4
0

ρ∞V 3
∞

,

Ii = ṙi, i = 1, . . . , N −Ne,

I∗i = 0, i = 1, . . . , Ne − 1,

(11)

где εB — коэффициент черноты поверхности; σB — постоянная Стефана — Больцмана;
ρ∞V∞ṙi — скорость образования i-го компонента за счет гетерогенных реакций.

Диссоциирующий воздух в ударном слое представляется как идеальный газ, состоя-
щий из пяти химических компонентов: O2, N2, NO, O, N, в котором протекают три реакции
диссоциации-рекомбинации

O2 + M ⇐⇒ 2O + M,

N2 + M ⇐⇒ 2N + M,

NO + M ⇐⇒ N + O + M

и три реакции обмена

N2 + O2 ⇐⇒ 2NO,

NO + O ⇐⇒ N + O2,

NO + N ⇐⇒ O + N2

(M — третий элемент, в качестве которого может выступать любой из пяти компонентов).
Зависимости констант скоростей прямых и обратных реакций от температуры опреде-

лялись согласно [7]. Коэффициенты переноса и термодинамические функции вычислялись
по формулам, приведенным в [8–12].

Атмосфера считается изотермической с распределением плотности ρ∞ [г/см3] по вы-
соте H [км]: ρ∞ = 1,225 · 10−3 exp (−0,142H). Предполагается, что гетерогенные катали-
тические реакции являются реакциями первого порядка ṙi = −ρkwici, i ≡ O, N, NO, где
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V∞kwi — константа скорости гетерогенной рекомбинации. Рассматривались две модели
каталитического взаимодействия газа с твердой поверхностью: 1) kwi = 0 (нейтральная
поверхность); 2) kwi =∞ (идеально каталитическая поверхность).

Метод решения. На поверхности тела выберем полярную систему координат с цен-
тром в точке торможения [13]. В этой точке нормаль к поверхности обтекаемого тела

совпадает с направлением набегающего потока, которое определяется углами атаки α и
скольжения β. Одно семейство координатных линий является концентрическими “окруж-
ностями”, другое — пучком “лучей” с центром в начале координат.

С учетом особенности выбранной системы координат на поверхности перейдем к но-
вым переменным

ξα = xα, ζ =
1

∆

x3∫
0

ρ dx3, ∆ = ∆(ξ1, ξ2) =

x3
s∫

0

ρ dx3,

∂fα

∂ζ
=
uα

uα
∗
, θ =

T
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, u1

∗ = u1
∞, u2
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1

2
(u3
∞)2,

ρu3√g = − ∂

∂ξα
(ψ

(α)
∗ fα)− ψ

(α)
∗

∂fα

∂ζ

∂ζ

∂xα
, ψα

∗ = ∆uα
∗
√
g/g(αα), Pα =

1

(ξ1)α
∂P

∂ξα
,

Xi = Ii/∆, i = 1, . . . , N −Ne, X∗
i = I∗i /∆, i = 1, . . . , Ne.

В результате появляется возможность разрешить особенности в критической точке.
В новых переменных уравнение неразрывности (1) удовлетворяется тождественно, вся

система дифференциальных уравнений (2)–(9) с граничными условиями (10), (11) в этих
переменных приведена в [4].

Соотношения Стефана — Максвелла записываются в виде [14]

Xi = αi
∂ci
∂ζ

+ βici, i = 1, . . . , N − 1. (12)

Для определения потока Xi интегрируется соответствующее уравнение неразрывности

для i-го компонента, а для вычисления его концентрации ci используется это уравнение
с заменой Xi из уравнения (12). Данный подход позволяет найти неизвестные концентра-
ции входящих в смесь газов без предварительного разрешения соотношений Стефана —
Максвелла относительно диффузионных потоков.

Таким образом, полученная система уравнений, описывающая течение смеси в удар-
ном слое, содержит два уравнения третьего порядка по поперечной координате ζ относи-
тельно функций тока fα, уравнение второго порядка для температуры θ, уравнение второго
порядка для координаты x3 (которое является следствием уравнения импульсов в проек-
ции на нормаль к поверхности тела, уравнения неразрывности и уравнения состояния), два
уравнения первого порядка для продольных составляющих градиента давления Pα, N − 1
уравнений первого порядка для диффузионных потоков Xi и N − 1 уравнений второго
порядка относительно концентраций ci.

Нормальная составляющая вектора скорости u3 и плотность ρ определяются форму-
лами

u3 = −A ∂x3

∂ζ
+ (ξ1)2−α ∂fα

∂ζ

∂x3

∂ξα
, ρ =

∆ξ1
√
g

(
∂x3

∂ζ

)−1

.

Для численного интегрирования дифференциальных уравнений второго и третьего

порядка по поперечной координате ζ использовалась неявная конечно-разностная схема,
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имеющая порядок аппроксимации O(δξ1) +O(δξ2)2 +O(δζ)4, представляющая собой обоб-
щение на трехмерный случай схемы, приведенной в работе [15], и использующая перемен-
ный шаг по координате ζ. В конвективном операторе производные по маршевой коорди-
нате ξ1 заменяются разностями против потока, а производные по окружной координате ξ2

аппроксимируются центральными разностями на основе решения, полученного на преды-
дущей итерации на текущей “окружности” ξ1 + δξ1 = const.

Уравнения первого порядка интегрируются методом Симпсона с четвертым порядком

точности по ζ.
Величина ∆(ξ1, ξ2) определяется после окончания расчета всей “окружности” на каж-

дой итерации методом циклической прогонки [16] и является, таким образом, связующей
функцией решений, полученных во всех расчетных точках текущей “окружности”.

Так как введенная на поверхности обтекаемого тела система координат (ξ1, ξ2) вы-
рождается в критической точке, для решения исходных уравнений в этой точке исполь-
зовалась невырожденная криволинейная система координат. Полученное решение затем
пересчитывалось в систему координат (ξ1, ξ2, ζ) по алгебраическим формулам [13] и пола-
галось начальным для расчета всей области.

Особенность предложенного численного метода состоит в том, что для его реализации
не требуется наличия в потоке плоскостей симметрии (поэтому можно проводить расче-
ты для общего случая обтекания тел под углами атаки и скольжения), а при вычислении
коэффициентов трения и теплообмена на поверхности тела не требуется численного диф-
ференцирования полученных профилей скорости и температуры поперек ударного слоя.

Расчеты показали, что данный метод обладает устойчивостью, экономичен и позво-
ляет получать решение системы уравнений параболизованного вязкого ударного слоя в

широком диапазоне определяющих параметров задачи.
Результаты. В качестве спускаемого по траектории тела взят эллиптический пара-

болоид, уравнение которого в декартовой системе координат имеет вид 2z = (x/b)2+(y/c)2,
b = 1, c = 1,5811. Отношение главных кривизн в вершине этого параболоида k = 0,4. В ка-
честве характерного линейного размера в задаче принят наименьший из радиусов главных

кривизн в этой точке L = 0,5 м. Коэффициент черноты поверхности εB = 0,85.
Для подтверждения достоверности результатов, приведенных ниже, решена задача

обтекания данного параболоида в условиях движения вдоль траектории входа в атмосферу

Земли, когда ось параболоида совпадает с направлением набегающего потока. Полученные
в работе значения температуры теплоизолированной поверхности в вершине параболоида

совпали с данными, приведенными в [17] для обеих моделей гетерогенных каталитических
реакций.

Рассматриваемая в данной работе траектория (табл. 1) взята из [18]. Расчетная об-
ласть представляет собой пространство, заключенное между поверхностями ударной вол-
ны, параболоида и поверхноcтью, образованной нормалями, выходящими из сечения пара-
болоида плоскостью z = 0,8. Эта плоскость выбрана так, чтобы по всей траектории (т. е.
при заданных α и β) критическая точка попадала в расчетную область. Таким образом,
расчет течения многокомпонентной смеси вблизи поверхности эллиптического параболо-
ида в выбранной криволинейной системе координат начинается с критической точки с

координатой ξ1 = 0 и заканчивается в заданном сечении, совпадающем с координатной
линией ξ1 = 1.

На рис. 1 представлены результаты расчетов температуры поверхности в критической
точке при движении параболоида вдоль траектории для различных случаев протекания

гетерогенных каталитических реакций (кривые 1 соответствуют идеально каталитиче-
ской поверхности, 2 — нейтральной поверхности). Рассматривался спуск по траектории
с учетом аэродинамического качества тела (сплошные кривые) и без него (α = β = 0)
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Та бли ц а 1

H, км t, с V , м/с α, град β, град

122,0 0 7810 34 30

99,7 190 7840 34 24

76,1 430 7680 34 70

65,3 900 6240 32 53

48,4 1470 2724 30 10

46,8 1525 2440 30 17

27,4 1790 985 15 29

21,8 1905 463 10 −10

21,4 1909 454 10 −10

Рис. 1

(штриховые кривые). В последнем случае критическая точка совпадает с вершиной па-
раболоида. Видно, что при реальных значениях углов атаки и скольжения температура
в критической точке ниже, максимальное понижение температуры достигает 100–110 K в

зависимости от модели гетерогенных каталитических реакций. Так как при ненулевых уг-
лах атаки критическая точка не является точкой максимума температуры на поверхности

(в отличие от случая α = 0), ее нельзя считать характерной в этом смысле.
В табл. 2 приведены значения температуры в критической точке Tc, в са́мой теплона-

пряженной точке поверхности Tmax и в вершине параболоида Ta в некоторых точках тра-
ектории для нейтральной поверхности (модель 1) и идеально каталитической (модель 2).
В обеих расчетных моделях максимум характерных температур достигается на высоте

примерно 68 км. (В работе [18] приведено наибольшее значение температуры носка фюзе-
ляжа примерно 1920 K.)

Для проектирования представляет интерес среднеинтегральный по поверхности теп-
ловой поток, который вычисляется по формуле

qS =
1

S

∫
q dS =

2π∫
0

1∫
0

q(ξ1, ξ2)
√
g(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2

( 2π∫
0

1∫
0

√
g(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2

)−1

,

где S — площадь поверхности обтекаемого тела.

Таб ли ц а 2

H, км t, с
Tc, K Tmax, K Ta, K

Модель 1 Модель 2 Модель 1 Модель 2 Модель 1 Модель 2

98,6 200 1215 1250 1228 1257 1170 1188
78,3 400 1385 1720 1417 1743 1369 1646
68,7 600 1477 1927 1509 1959 1464 1880
67,9 640 1483 1931 1516 1964 1468 1884
66,3 800 1474 1876 1500 1903 1430 1800
63,3 1000 1456 1755 1477 1770 1421 1691
57,0 1200 1372 1587 1385 1599 1347 1537
50,3 1400 1265 1314 1280 1324 1250 1280
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Рис. 2 Рис. 3

На рис. 2 представлены зависимости теплового потока в критической точке qc (кри-
вые 1) и qS (кривые 2) от времени полета для идеально каталитической (сплошные кри-
вые) и нейтральной (штриховые) поверхностей. Точками на рис. 2 показаны значения

q = Kqc, где K = 0,527 для идеально каталитической поверхности и K = 0,556 для
нейтральной. Различие между данной линейной зависимостью q и распределением qS не
превышает 4%. Это объясняется тем, что тепловой поток к поверхности обтекаемого те-
ла, отнесенный к своему значению в критической точке, слабо зависит от определяющих
параметров задачи при движении вдоль траектории, как отмечалось в [2–5, 13]. На рис. 2
видно, что положения максимума для всех распределений совпадают (H ≈ 68 км).

Представление о характере нагрева поверхности и расположении на ней теплонапря-
женных участков дает рис. 3, на котором приведены проекции изолиний температуры

идеально каталитической поверхности параболоида на плоскость декартовых координат

(x, y) при t = 800 с. Расходящиеся “лучи” являются координатными линиями ξ2 = const,
центр этого пучка — критическая точка. На рис. 3 приведены только две координатные
линии ξ1 = const: критическая точка (ξ1 = 0) и граница расчетной области (ξ1 = 1).
Вершина параболоида находится в центре эллипса. Распределение температуры вдоль по-
верхности обтекаемого тела в любой момент времени спуска по рассмотренной траектории

имеет сложный, существенно несимметричный характер. Зона повышенных температур
перемещается вместе с критической точкой, хотя последняя и не является точкой макси-
мума этих распределений. Точка максимума сдвигается в сторону максимальной средней
кривизны поверхности тела.
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