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В рамках второго приближения теории мелкой воды исследуется течение многослойной
стратифицированной по плотности жидкости. Построена математическая модель рас-
пространения придонных и приповерхностных внутренних волн большой амплитуды,
учитывающая влияние тонкой структуры термоклина (пикноклина). С использовани-
ем полученных решений, описывающих распространение уединенных волн и волновых
боров, интерпретируются натурные данные.
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Введение. Распространение поверхностных и внутренних волн в океане часто опи-
сывается аналогичными моделями. В частности, для описания длинных волн использу-
ются различные модели теории мелкой воды. При этом амплитуда внутренних волн в
отличие от амплитуды поверхностных волн может быть существенно больше начальной

толщины одного из слоев (поверхностного или придонного), вдоль которого эта волна рас-
пространяется. Амплитуда приповерхностных внутренних волн в океане может достигать
нескольких сотен метров [1]. В прибрежной зоне приповерхностные волны преобразуются
в придонные волны большой амплитуды и распространяются в направлении берега в виде

внутреннего волнового бора [2]. Трансформация нелинейных внутренних волн в зоне “за-
плеска”, т. е. в зоне, расположенной выше линии контакта основного пикноклина с дном,
является в настоящее время объектом интенсивных исследований [3–5].

Математическая модель двухслойного течения, описывающая распространение нели-
нейных волн произвольной амплитуды в рамках второго приближения теории мелкой во-
ды, предложена в [6]. Модели трехслойного течения для приповерхностных и придонных
волн большой амплитуды выведены и верифицированы в [7].
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Рис. 1. Схема течения многослойной жидкости

В океане реальная стратификация не является двух- или трехслойной. Анализ нелиней-
ных волновых процессов с учетом непрерывной стратификации вызывает большие труд-
ности и может быть проведен только для некоторых случаев [8].

В настоящей работе исследуется структура бегущих волн с большой амплитудой

в многослойной жидкости. При этом основным фактором, формирующим решение типа
уединенных волн и волновых боров, является негидростатичность распределения давле-
ния в одном из слоев, внешнем по отношению к придонной или приповерхностной волне.
Построенные решения используются для интерпретации натурных данных.

Математическая модель. Рассматриваемая математическая модель распростра-
нения нелинейных возмущений в многослойной жидкости является упрощенной модифи-
кацией модели, предложенной в [9]. Рассматриваемая модель выведена при следующих
допущениях:

— распределение давления во всех промежуточных слоях является гидростатическим;
— справедливо приближение Буссинеска (ρi − ρ0)/ρ0 � 1 (ρi — плотность жидкости

в i-м слое (i = 1, . . . , n).
В приближении Буссинеска полная глубина канала постоянна в случае течений над

ровным дном, т. е. H =
n∑

i=1

hi + ζ = const (ζ — толщина верхнего слоя; hi — толщина

нижележащих слоев) (рис. 1). Уравнения движения имеют вид

hit + (hiui)x = 0, i = 1, . . . , n, ζt + (ζw)x = 0,

uit + (u2
i /2 + pi)x = fi, i = 1, . . . , n− 1, (1)

unt +
(1

2
u2
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)
x

+
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(
h2

n
d2

nh
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)
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+
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(
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где

pi = p +
i−1∑
j=1

bj hj + bi

n∑
j=i

hj , bi =
ρi − ρ0

ρ0
g, ρ0 < ρ1 < . . . < ρn,
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� 1,

d

dt
=

∂

∂t
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∂

∂x
,

dn

dt
=

∂

∂t
+ un

∂

∂x
,

ui — скорость в i-м слое; w — скорость в верхнем слое; p — модифицированное давле-
ние на верхней крышке; g — ускорение свободного падения; β± ≡ const. Функции fi, f
представляют собой диссипативные члены и конкретизируются ниже.
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При n = 1 система (1) является вариантом двухслойной сильнонелинейной модели [6] в
приближении Буссинеска. Трехслойная модель (n = 2) с гидростатической прослойкой, ис-
следованная и верифицированная в [5, 7, 10], использовалась для построения стационарных
и нестационарных внутренних волн первой и второй мод. В общем случае рассматрива-
емая модель пригодна для описания нелинейных волновых процессов на границе раздела

однородных слоев различной плотности с учетом изменения плотности и сдвига скорости

в прослойке.
Одной из форм распространения нелинейных возмущений в стратифицированных

жидкостях являются уединенные волны. При n = 1 в модели (1) такие волны описы-
ваются однопараметрическим семейством солитонообразных решений. При n > 1 соот-
ветствующие решения можно построить только для дискретного набора определяющих

параметров [7].
Следующим шагом в направлении упрощения модели, позволяющим получить однопа-

раметрическое семейство солитонов в многослойной жидкости, является дополнительное
предположение о гидростатическом распределении давления в (1) в нижнем слое (β− = 0).
Этот подход использован при моделировании придонных и приповерхностных внутренних

волн большой амплитуды в рамках трехслойной модели течения (n = 2) [7].
Рассмотрим модель (1) с β− = 0, β+ = 1. Уравнения (1) запишем в следующей экви-

валентной форме:

hit + (hiui)x = 0, uit + (u2
i /2 + pi)x = fi, i = 1, . . . , n,

Rt + (Rw − w2/2 + p− ζ2w2
x/2)x = f, (2)

R = w − 1

3ζ
(ζ3wx)x, ζ = H −

n∑
j=1

hj , w =
1

ζ

(
Q̄(t)−

n∑
j=1

hjuj

)
,

удобной для численного расчета нестационарных течений (Q̄ = Q̄(t) =
n∑

j=1

hjuj + ζw —

полный расход жидкости в канале, задаваемый граничными условиями). Для трехслойного
течения (n = 2) верификация численных решений (1), (2) проведена в [7, 11]. В настоящей
работе ограничимся рассмотрением структуры стационарных решений (2).

Бегущие волны. Рассмотрим уравнения (2), зависящие от переменной ξ = x −Dt,
D = const. Поскольку модель инвариантна относительно преобразования Галилея, без
ограничения общности можно исследовать случай стационарных решений (D = 0).

Уравнения стационарного течения можно свести к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка, разрешенных относительно производных. Для этого
достаточно найти скорости w, ui (i = 1, . . . , n) из соотношений

ζw = Q = const, hiui = Qi = const, Q̄ = Q +
n∑

j=1

Qj

и производные h′i (штрих означает производную по x):

h′1 =
h3

1

Q2
1

(p′ − b1ζ
′ − f1) = a1p

′ + c1, a1 =
h3

1

Q2
1

, c1 = − h3
1

Q2
1

(b1ζ
′ + f1). (3)

Аналогичным образом находим производные при k = 2, . . . , n:

h′k = akp
′ + ck, ak =

h3
k

Q2
k

( k−1∑
j=1

aj(bj − bk) + 1
)
, ck =

h3
k

Q2
k

( k−1∑
j=1

cj(bj − bk)− bkζ
′ − fk

)
. (4)
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Поскольку правые части в (2) описывают трение между слоями, функции fi, f имеют вид

f = −cL(w − u1) |w − u1|
ζ

, f1 = −cL((u1 − w) |u1 − w|+ (u1 − u2) |u1 − u2|)
h1

,

fi = −cL((ui − ui+1) |ui − ui+1|+ (ui − ui−1) |ui − ui−1|)
hi

, i = 2, . . . , n− 1,

fn = −cL(un − un−1) |un − un−1|
hn

, cL ≡ const .

Далее из (3), (4) находим p′:

0 =
(
ζ +

n∑
j=1

hj

)′
= ζ ′ +

( n∑
j=1

aj

)
p′ +

n∑
j=1

cj ,

p′ = −
(
ζ ′ +

n∑
j=1

cj

) / n∑
j=1

aj = F (ζ ′, h1, . . . , hn).

(5)

Из уравнения импульса для верхнего слоя в (2) получаем

ζ ′′′ =
3ζ

Q2

(
f +

Q2ζ ′

ζ3
− p′

)
+

2ζ ′ζ ′′

ζ
− ζ ′3

ζ2
. (6)

Исключая p′ из (5), (6), имеем систему обыкновенных дифференциальных уравнений

ζ ′ = q, q′ = z, z′ =
3ζ

Q2

(
f +

Q2

ζ3
q − F

)
+

2qz

ζ2
− q3

ζ3
,

h′i = aiF + ci, i = 1, . . . , n.

(7)

Уравнения (7) можно использовать для описания как уединенных волн, так и нелинейных
волновых пакетов.

Уединенные волны. Рассмотрим структуру бегущих волн в бездиссипативной сре-
де (cL = 0). В этом случае система (2) является однородной (f = 0, fi = 0, i = 1, . . . , n) и
ее решение можно найти в квадратурах. Вновь будем полагать, что D = 0, т. е. рассмат-
риваются стационарные волны.

Обозначим верхним индексом “0” одно из состояний потока в стационарном течении.
Тогда, используя (2), произвольное состояние волны представим в следующем виде:

Q = ζ0w0, J = (w0)2/2 + p0, Qi = h0
i u

0
i , Ji = (u0

i )
2/2 + p0

i ,

p0
i = bi

n∑
j=i

h0
j +

i−1∑
j=1

bjh
0
j + p0, i = 1, . . . , n, p0 = 0.

(8)

Все величины в (8), описывающие стационарное течение, выразим через h = hn. При этом
величины bi постоянны и считаются заданными (b = bn). При i = n, n − 1, n − 2, . . . , 1
последовательно вычисляем параметры течения:

un =
Qn

h
, u2

i = 2
(
Ji − Ji+1 +

1

2
u2

i+1 − (bi − bi+1)
n∑

j=i+1

hj

)
, hi =

Qi

ui
, i = 1, . . . , n− 1.

Таким образом, получаем

ui = ui(h), hi = hi(h), i = 1, . . . , n,

ζ = H −
n∑

j=1

hj = ζ(h), p = Jn −
1

2
u2

n −
n∑

j=1

bjhj = p(h), p0 = 0.
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Далее находим

J =
1

2

Q2

ζ2
+ p +

Q2

3ζ2
(ζζ ′′ + ζ ′2)− Q2

ζ2
ζ ′2,

ζ ′′ =
3ζ

Q2

(
J − Q2

2ζ2
+

Q2

6ζ2
ζ ′2 − p

)
= Φ(ζ(h)) = Φ1(h).

(9)

Интегрируя уравнение (9) на участке монотонности функции ζ = ζ(h), получаем решение
в виде

(ζ−1/2ζ ′)2 =

ζ∫
ζ0

2Φ(s)

s2
ds = Ψ(ζ) =

h∫
h0

2Φ1(r)

ζ2(r)
dζ(r) = Ψ1(h),

или

ζ ′2 = ζΨ(ζ). (10)

В зависимости от поведения функции Ψ(ζ) (Ψ(ζ) > 0) решение (10) может либо быть
периодическим, либо представлять собой уединенные волны. Для построения периодиче-
ского решения достаточно найти интервал (ζ1, ζ2), такой что Ψ(ζ) > 0 при ζ1 < ζ < ζ2 и

Ψ(ζ1) = 0, Ψ(ζ2) = 0. Профиль волны задается уравнением

x = x0 ±
ζ∫

ζ1

ds

(sΨ(s))1/2
.

Уединенные волны (солитоны) реализуются в случае, когда один из корней ζ1, ζ2 является

кратным. В случае кратности каждого из корней ζ1, ζ2 имеет место гладкий переход от

одного равномерного потока к другому (гладкий бор). В общем случае структура уеди-
ненных волн зависит от большого числа параметров, в безразмерных переменных (H = 1,
g = 1, ρ0 = 1) — от параметров h0

i , u0
i , bi, i = 1, . . . , n.

Полная классификация уединенных волн в потоке без сдвига скорости проведена в [12]
для двухслойного течения (n = 1). В этом случае определяющими параметрами для уеди-
ненных волн являются параметр ζ0 и число Фруда Fr = D (безразмерные переменные),
причем при 0 < Fr < 1/2 реализуются солитоны, а при Fr = 1/2 — гладкий бор. Заметим,
что в рассматриваемой модели выбор верхнего и нижнего слоев не является равноправ-
ным. Учет негидростатичности только в верхнем слое позволяет описать придонные вол-
ны повышения. При моделировании приповерхностных волн полученную картину течения
достаточно отразить симметрично относительно средней линии канала. В приближении
Буссинеска это соответствует одновременной замене положительного направления верти-
кальной оси y на отрицательное и знака “+” у величины плавучести b на знак “−” [12].

На рис. 2 в безразмерных переменных показана приповерхностная уединенная волна
в многослойной покоящейся жидкости (h0

5 = 0,82, b5 = 1, bi+1 − bi = 0,2, h0
i+1 − h0

i =

0,02, i = 1, . . . , 4). Решение зависит от числа Фруда Fr = D/
√

bH = D. При увеличении
числа Фруда от значения Fr = 0,48 (см. рис. 2,а) до некоторого критического значения
уединенная волна превращается в столообразную волну с уплощенной средней частью.
На рис. 2,б показана столообразная волна для значения числа Фруда Fr = 0,484 386. При
Fr → Fr∗ ' 0,484 386 9 волна распадается на два гладких бора, распространяющихся в
противоположных направлениях.

Внутренние волны большой амплитуды в шельфовой зоне моря. Структура
наблюдаемых нелинейных внутренних волн в прибрежных водах морей очень разнообраз-
на и зависит прежде всего от положения основного термоклина (пикноклина) относительно
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Рис. 2. Приповерхностная уединенная волна в покоящейся многослойной жид-
кости при различных значениях числа Фруда:
а — Fr = 0,483, б — Fr = 0,484 386
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Рис. 3. Изменение температуры во внутренней волне в шельфовой зоне:
а — столообразная волна, б — волна повышения в линейно стратифицированном при-
донном слое

дна. В глубоководных частях шельфовой зоны наблюдаются волны понижения, которые
по мере приближения к береговой линии меняют полярность и трансформируются в при-
донные волны повышения.Математические модели (1) и (2) пригодны для описания таких
волн, в случае если длина волны существенно больше глубины.

Трансформация нелинейных внутренних волн в зоне “заплеска”, т. е. в зоне, распо-
ложенной выше линии контакта основного пикноклина с дном, является объектом интен-
сивных исследований [3–5]. Одним из эффективных инструментов исследования динамики
внутренних волн в шельфовой зоне являются кабельные или автономные донные стан-
ции, оснащенные цепочками термисторов, которые размещаются вертикально с заданным
шагом. Методика проведения экспериментов и соответствующие измерительные системы
описаны в [13, 14]. Используемые измерительные системы регистрируют изменения тем-
пературы на различной глубине при прохождении внутренних волн (рис. 3). На рис. 3,а
приведен фрагмент записи донными станциями столообразной волны (H = 30 м, 20 дат-
чиков, расположенных вертикально с шагом, равным 1 м), на рис. 3,б показана придонная
уединенная волна с начальным распределением температуры перед фронтом волны, близ-
ким к линейному (H = 20 м, 30 датчиков, расположенных вертикально с шагом, равным
0,5 м). Видно, что даже исходные данные записи температуры на различных горизонтах
являются эффективным инструментом анализа внутренних волн. Однако для сравнения
натурных данных с результатами расчетов по многослойной математической модели (2)
целесообразно определить по полученным экспериментальным данным поведение изотерм,
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Рис. 4. Изотермы в придонной уединенной волне большой амплитуды:
а — с шагом 2 ◦C для уединенной волны, показанной на рис. 3,б, б — соответствующее

численное решение (2) при n = 4

поскольку именно изотермы соответствуют границам выбранных в рамках модели слоев

равной плотности (влияние изменения солености при прохождении внутренних волн не
учитывается, так как на рассматриваемом полигоне соленость меняется незначительно).

Заметим, что поведение изотерм для волны, показанной на рис. 3,а, качественно опи-
сывается решением (2) (см. рис. 2,б). Однако в этом случае аналогичное решение мож-
но получить при меньшем числе слоев (n = 1 или n = 2) в силу того, что начальная
стратификация близка к двухслойной. Для волны, показанной на рис. 3,б, температура
и, следовательно, плотность жидкости меняются в придонном слое достаточно большой
толщины. Поэтому рассмотрим возможность использования многослойной модели (2) для
этого случая более подробно.

На рис. 4,а представлены изотермы, построенные с шагом 2 ◦C для уединенной волны,
показанной на рис. 3,б. Результаты соответствующего численного решения (2) при n = 4
приведены на рис. 4,б. Заметим, что модель (2) описывает только структуру внутренней
волны первой моды, поэтому при cL = 0 построенное решение представляет собой симмет-
ричный солитон. В реальных условиях уединенная волна распространяется по течению со
сдвигом скорости и генерирует высшие моды. Тем не менее численный расчет позволяет
получить качественные и амплитудные характеристики изотерм в зарегистрированной

волне.
Внутренние волны с амплитудой, достигающей нескольких сотен метров, регуляр-

но наблюдаются в тропических морях [1], структура термоклина в которых существенно
отличается от двухслойной. Поэтому использование уравнений многослойной мелкой во-
ды с достаточно большим числом слоев для моделирования уединенных волн и волновых

пакетов является оправданным.
На рис. 5 приведено распределение плотности в приповерхностной уединенной волне,

зарегистрированной в Южно-Китайском море (см. рис. 9 в [15]). Использование матема-
тической модели позволяет получить достаточно точные результаты, так как амплитуда
волны существенно больше начальной толщины приповерхностного однородного слоя.

Придонные и приповерхностные уединенные волны встречаются в реальных условиях

достаточно часто, однако нелинейные возмущения в стратифицированной по плотности
жидкости в основном распространяются в виде волновых боров. Волновой бор представ-
ляет собой пакет нелинейных внутренних волн, убывающих по амплитуде и существен-
но меняющих начальную стратификацию за фронтом волны [16]. В системе координат,
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Рис. 5. Распределение плотности в приповерхностной уединенной волне, заре-
гистрированной в Южно-Китайском море [15]:
сплошные линии — изопикны (линии равной плотности), жирная линия — положение

максимума градиента плотности, штриховые линии — соответствующее решение (7)
при n = 5
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Рис. 6. Изотермы в волновом боре в многослойной жидкости (сплошные линии)
и рассчитанные границы однородных слоев при прохождении волнового пакета

(штриховые линии):
а — решение (7) при n = 5, Fr = 0,485, cL = 0,004, H = 40 м, b = 0,02 м/с2,
h0 = h0

5 = 4 м, ζ0 = 33,6 м, б — зарегистрированный волновой пакет

движущейся с фронтом возмущения, волновой пакет не является стационарным, но на
относительно небольших участках распространения можно рассматривать его как квази-
стационарный и использовать уравнения (7) для расчета характеристик волнового пакета.

На рис. 6,а приведено стационарное решение, описывающее формирование придонно-
го волнового бора в покоящейся двухслойной жидкости с прослойкой конечной толщины,
разбитой на несколько слоев равной плотности. Решение получено при n = 5, Fr = 0,485,
cL = 0,004, H = 40 м, b = 0,02 м/с2, h0 = h0

5 = 4 м, ζ0 = 33,6 м и равномерном началь-
ном распределении толщин и плотности в прослойке. На рис. 6,б с шагом, равным 1 ◦C,
представлены изотермы, зарегистрированные одной из донных станций. Результаты срав-
нения экспериментальных и расчетных данных показывают, что течение в наблюдаемом
волновом боре не описывается точно бегущей волной, однако стационарное решение (7)
адекватно описывает фазовые и амплитудные характеристики волнового пакета.
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Заключение. Использование многослойной модели мелкой воды в рамках первого

приближения (гидростатическое распределение давления во всех слоях равной плотности)
имеет существенное ограничение, обусловленное потерей гиперболичности уравнений дви-
жения при увеличении сдвига скорости в слоях. Учет дополнительных членов, зависящих
от вертикального ускорения жидкости во внешних слоях, в (1) позволяет использовать
модель для расчета внутренних волн первой и второй моды и их взаимодействия в неста-
ционарных течениях, не проводя анализа гиперболичности равновесной системы.

Использование упрощенной модели (2) позволяет получить достаточно широкий класс
точных решений и даже в случае многослойной жидкости найти решения в квадрату-
рах, описывающие распространение приповерхностных и придонных уединенных волн.
Результаты проведенного сравнения с данными натурных наблюдений показывают, что
модель (2) является эффективным инструментом расчета уединенных волн и волновых
боров большой амплитуды.

Основной особенностью уравнений (1), (2), описывающих многослойные течения, яв-
ляется возможность в рамках достаточно простой математической модели учитывать вли-
яние тонкой структуры термоклина (распределения скорости и плотности в прослойке) на
распространение нелинейных внутренних волн.
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