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Изучены эффект асимптотического экранирования и асимптотика проводимости среды
с абсолютно проводящими включениями при малом расстоянии между ними. Доказано,
что при наличии асимптотического экранирования для пар соседних частиц исходная
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Введение. Рассматривается трехмерная краевая задача для уравнения Лапласа в об-
ласти с абсолютно проводящими включениями при условии тесной паковки включений.
Известные подходы [1–3] к этой задаче неприменимы. История проблемы восходит к за-
даче об электрическом поле в системе периодических тел [4]. Позднее в [5] была показана
неприменимость формул из [4] при малом расстоянии δ между телами и получены новые
формулы для малых δ. Использование в [5] линейной пробной функции в канале между
частицами привело к расходящемуся интегралу. В [5] предел интегрирования был произ-
вольно ограничен, поэтому вопрос о расходимости интеграла остался открытым. В дву-
мерном случае соответствующий интеграл обычно сходится, что позволило обосновать
сетевую модель для двумерного композита, наполненного дисками [3]. В [6] описан эф-
фект экранирования при сближении тел. В настоящей работе доказывается, что задача
Максвелла — Келлера [4, 5], экранирование по Тамму [6] и возможность конечномерной
аппроксимации непрерывной задачи в области с абсолютно проводящими включениями

связаны между собой. При этом обнаружено, что в трехмерном случае эффект асимпто-
тического экранирования не всегда имеет место и его физическая природа иная, нежели
указано в [6].

1. Постановка задачи. Пусть в области P = [−L,L]3 распределены непересекаю-
щиеся и невыпуклые частицы Di (i = 1, 2, . . . , N) с кусочно-гладкими границами (рис. 1).
Обозначим область вне частиц Q = P \ {∪Di}. Рассмотрим задачу

∆ϕ = 0 в области Q; (1.1)

ϕ = ti на Di, i = 1, 2, . . . , N ; (1.2)∫
∂Di

∂ϕ

∂n
dx = 0, i = 1, 2, . . . , N ; (1.3)

ϕ(x, y,±1) = ±1; (1.4)
∂ϕ

∂n
(±L, y, z) = 0,

∂ϕ

∂n
(x,±L, z) = 0. (1.5)

Здесь x = (x, y, z); ∆ — оператор Лапласа; n — нормаль к границе области Q. Неизвест-
ными являются функция ϕ в области Q и ее значения {ti} на частицах Di (i = 1, 2, . . . , N).
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Рис. 1. Композит и ячейки Вороного

При анализе задачи (1.1)–(1.5) будем использовать в основном терминологию электро-
статики. Исключение составляет термин “поток”, который определим как ∇ϕ. В электро-
статике поток— это напряженность электрического поля со знаком минус. Если понимать
(1.1)–(1.5) как задачу электро- и теплопроводности или диффузии, то поток — это элек-
трический ток, поток тепла или вещества. Диэлектрическая постоянная (сопротивление,
коэффициент теплопроводности или диффузии) в (1.1)–(1.5) равна единице.

Условие (1.3) означает равенство нулю суммарного потока в частицу, условие (1.4) —
приложение на сторонах z = ±1 (рис. 1) потенциалов ±1 соответственно, условие (1.5) —
отсутствие потока через вертикальные грани области P .

Задача (1.1)–(1.5) равносильна задаче минимизации

I(ϕ) =
1

2

∫
Q

|∇ϕ|2 dx → min (1.6)

на множестве функций

Vp = {ϕ(x) ∈ H1(Q): ϕ(x) = ti на Di, ϕ(x, y,±1) = ±1}. (1.7)

Определение 1. Эффективной проводимостью неоднородной среды назовем величи-

ну a =
1

4L2

∫
z=1

∂ϕ

∂n
dx (нормальный поток через границу z = 1, отнесенный к площади

границы).
Выразим эффективную проводимость через функционал I(ϕ). Имеет место равен-

ство [3]

4L2 =

∫
z=1

∂ϕ

∂n
dx =

1

2

∫
Q

|∇ϕ|2 dx. (1.8)

ВеличинуA = 4L2a будем называть эффективной проводимостью образца. В силу (1.8)
имеем

A =
1

2

∫
Q

|∇ϕ|2 dx. (1.9)

Исследуем эффективную проводимость образца A (а значит, и эффективную проводи-
мость a) при малых расстояниях между частицами.
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2. Общие оценки сверху и снизу. Оценка сверху. Из (1.6), (1.7) следует оценка

A 6
1

2

∫
Q

|∇ϕ|2 dx ∀ϕ ∈ Vp. (2.1)

Оценка снизу. Введем пространство функций

Wp =
{

v = (v1(x), v2(x), v3(x)) ∈ L2(Q): v(x,±L, z)n = v(x, y,±L)n = 0,∫
∂Di

vn dx = 0, i = 1, 2, . . . , N
}
.

Следуя [3], получаем оценку снизу

A > −
∫
Q

1

2
v2 dx +

∫
z=±1

ϕ0vn dx ∀v ∈ Wp (div v = 0). (2.2)

Здесь и далее функция ϕ0(z) (такая, что ϕ0(±1) = ±1) используется для сокращения
записи и входит только в интегралы по граням z = ±1.

Для решения ϕ задачи (1.6), (1.7) имеет место равенство I(ϕ) = J(v), где v = ∇ϕ;

J(v) = −
∫
Q

1

2
v2 dx +

∫
z=±1

ϕ0vn dx. Это равенство следует из определения функциона-

лов I(ϕ), J(v), формулы Грина и краевых условий (1.3), (1.5).
3. Формальная сетевая модель. Решения задачи вида (1.1), (1.2) для пары частиц

известны из электростатики (см., например, [7]). Анализ этих решений показывает, что во
многих случаях при сближении частиц между ними возникают сильные потоки, при этом
энергия концентрируется в малой области (канале) между частицами. Исходя из этого
построим сетевой аналог задачи (1.1)–(1.5), считая, что частицы взаимодействуют толь-
ко с ближайшими соседями, а поток pij между парой соседних частиц (i-й и j-й) равен

C
(2)
ij (ti − tj), где C

(2)
ij — парная электрическая емкость этих частиц в R3 [7]. Получаем

сеть (граф) {xi, ti, C
(2)
ij ; i, j = 1, 2, . . . , N}, где xi — узлы сети (частицы); ti — потенциалы

частиц; C
(2)
ij — характеристики ребер сети. Потоки pij (заряды, если следовать электро-

статической интерпретации задачи) в сети должны удовлетворять уравнению Кирхгофа
для внутренних узлов сети (обозначаемых далее I) и краевым условиям для частиц, ле-
жащих на границах S±, соответствующих z = ±1:

N∑
j=1

C
(2)
ij (ti − tj) = 0, i ∈ I, ti = ±1, i ∈ S±. (3.1)

Определим понятие смежных частиц, пользуясь методом Вороного— Делоне [8]. Ячей-
ка Вороного, соответствующая данной частице, — это множество точек, расстояние от ко-
торых до данной частицы меньше расстояния до других частиц. Для односвязных выпук-
лых частиц с кусочно-гладкими границами ячейки Вороного определены однозначно. Под
смежными будем понимать частицы, лежащие в смежных ячейках Вороного (см. рис. 1).
Соответственно, в (3.1) следует проводить суммирование только по частицам, смежным

с данной (или полагать C
(2)
ij = 0, если i-я и j-я частицы не являются смежными). Часть

частиц может касаться границ z = ±1. На них ставится условие Дирихле. Часть частиц
лежит около границ z = ±1, их ячейки Вороного имеют общую часть с границей S±



А. Г. Колпаков 131

Ñèëîâûå
 ëèíèè Êàíàë

Ïñåâäî÷àñòèöà Di

×àñòèöà Dj

Di

Dj

Sij Sij

Sj
Sj

SiSi

à á

Рис. 2. Эквипотенциальный канал для пары частица— частица (а) и частица—
псевдочастица (граница) (б)

и дробят S± на многогранники (рис. 1). Эти многогранники назовем псевдочастицами и
зададим на них потенциалы 1 или −1. Через псевдочастицы будет учтен поток в системе
граница — приграничная частица, порождающий третье краевое условие. Псевдочасти-
ца может быть рассмотрена как шар радиуса R = ∞. Граф Делоне (граф с ребрами,
соединяющими соседние частицы) является связным [8].

Обозначим через S+ все частицы (исходные и псевдочастицы), пересекающиеся с гра-
ницей z = 1, через S− — все частицы, пересекающиеся с границей z = −1, и через I —
остальные (т. е. внутренние) частицы. Можно доказать следующее утверждение (см. [3]).

Лемма 1. Решение задачи (3.1) удовлетворяет условию −1 6 ti 6 1, i = 1, 2, . . . , N .
Используя решение задачи (3.1), можно построить двусторонние оценки, которые в

определенных условиях смыкаются при плотной паковке частиц. Начнем с получения уточ-
ненных (по сравнению с (2.1), (2.2)) оценок, справедливых для любой паковки частиц.

4. Уточненная оценка снизу. Уточнение оценок производится за счет использо-
вания специальных пробных функций. В (2.2) пробная функция v должна удовлетворять
условиям

div v = 0 в области Q; (4.1)∫
∂Di

vn dx = 0, i = 1, 2, . . . , N ; (4.2)

vn = 0 на поверхностях y = ±L, z = ±L.
Для построения пробной функции рассмотрим две смежные частицы Di и Dj

(рис. 2,а). Выбор направления осей координат несуществен. Область, соединяющую ча-
стицы Di и Dj (рис. 2,а,б), назовем каналом между частицами Di и Dj и обозначим Sij .
В данной работе используются два типа каналов, которые будут описаны ниже.
Эквипотенциальные каналы и оценка объемного интеграла в (2.2). Частица может

иметь несколько соседей. Выберем канал Sij (рис. 2,а) не слишком широким, чтобы он не
пересекался с другими каналами и в то же время значения его ширины S были отделены
от нуля.

Будем строить канал Sij и пробную функцию v в нем, исходя из решения задачи об
электрическом поле в R3, создаваемом двумя частицами Di и Dj с потенциалами ti, tj :

∆ϕ = 0 в области R3 \ (Di ∪Dj),

ϕ = ti на Di, ϕ = tj на Dj , |ϕ(x)| → 0 при |x| → ∞.
(4.3)
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Построение проведем в терминах “эквипотенциальных поверхностей” и “силовых ли-
ний”. Поверхности ϕ(x) = const называются эквипотенциальными. Нормали к ним об-
разуют силовые линии. Вне Di ∪ Dj эквипотенциальные поверхности и силовые линии

образуют систему ортогональных координат.
Для двух частиц строение эквипотенциальных поверхностей и силовых линий извест-

но и имеет вид, показанный на рис. 2,а. Силовые линии, идущие из окрестности Si полюса

сферы Di, приходят в окрестность Sj полюса сферы Dj . Под полюсами понимаются мак-
симально близкие точки частиц. Размеры области Sij , заполненной силовыми линиями,
идущими из Si в Sj , и областей Si и Sj одного порядка. Обозначим через δij расстояние
между частицами Di и Dj . При малых δij (стремящихся к нулю) и малых (но фикси-
рованных) размерах областей Si и Sj область Sij образует изолированный канал между

частицами Di и Dj . Каналы такого вида будем называть эквипотенциальными.
Рассмотрим функцию

v =

{
∇ϕ, x ∈ Sij ,

0, x ∈ R3 \ Sij \ (Di ∪Dj).
(4.4)

Предложение. Для функции (4.4) имеет место равенство div v = 0 в Rn(Di ∪Dj)
(n = 2, 3).

Отметим, что для произвольного (не эквипотенциального) канала в (4.4) такое утвер-
ждение неверно. Для функции (4.4)

vn = ∇ϕn = 0 на Γ+ (4.5)

(Γ+ — боковая внутренняя граница канала Sij). Равенство (4.5) объясняет выбор кана-
ла Sij . Граница эквипотенциального канала представляет собой силовые линии, поэтому
поток через границу отсутствует и для функции (4.4) выполнено условие нулевой дивер-
генции во всей области R3 \ (Di ∪ Dj). При использовании в качестве пробной функции
“электростатического” решения проблема расходимости интеграла вообще не возникает.

Необходимо удовлетворить еще условию (4.2). Для функции v в (4.4) в силу выбора
функции ϕ и канала Sij (см. (4.5)) имеем∫

Si

∇ϕn dx = −
∫
Sj

∇ϕn dx. (4.6)

Умножая равенство ∆ϕ = 0 из (4.3) на ϕ и интегрируя по частям в Sij , с учетом
оставшихся условий из (4.3) получаем

−
∫

Sij

|∇ϕ|2 dx = ti

∫
Si

∇ϕn dx + tj

∫
Sj

∇ϕn dx.

Отсюда с учетом (4.6) получаем

∫
Sij

|∇ϕ|2 dx = (ti − tj)

∫
Si

∇ϕn dx. Тогда

∫
Si

∇ϕn dx =
1

ti − tj

∫
Sij

|∇ϕ|2 dx. (4.7)

Обозначим через ϕ±1(x) решение задачи (4.3) при ti = 1/2, tj = −1/2. Тогда ∇ϕ =
(ti − tj)ϕ

±1 и соотношение (4.7) принимает вид∫
Si

∇ϕn dx = (ti − tj)

∫
Sij

|∇ϕ±1|2 dx. (4.8)
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Определение 2. Величину CSij =

∫
Sij

|∇ϕ±1|2 dx =

∫
Sj

∇ϕ±1n dx будем называть

емкостью множеств Si и Sj (или Di и Dj) в множестве Sij .
Емкость зависит от формы частиц и расстояния между ними.

Мы вычислили поток

∫
Si

∇ϕn dx в частицу Di через один канал Sij . Поскольку ча-

стица Di может иметь несколько соседей, интеграл в (4.2) есть суммарный поток по всем
каналам (которые по построению не пересекаются), ведущим в Di. Для построения проб-
ной функции надо задать потоки в каждом канале так, чтобы баланс потоков выполнялся
сразу для всех частиц. Используем для этого решение сетевой задачи (3.1) — величи-
ны pij , удовлетворяющие условию глобального баланса. Условие (4.2) выполнено, если

поток в каждом канале Sij удовлетворяет равенству

∫
Si

∇ϕn dx = pij . Принимаем, что в

канале Sij функция ϕ имеет вид

ϕ = λijϕ
±1. (4.9)

Из (4.9) следует, что для выполнения соотношения (4.8) λij должно удовлетворять

условию ∫
Si

λij∇ϕ±1n dx = λij

∫
Si

∇ϕ±1n dx = pij

(Si — окрестность полюса частицы Di) или

λijC
Sij = pij . (4.10)

Имея в виду, что pij = C
(2)
ij (ti − tj) (C

(2)
ij — емкость пары тел Di и Dj в R3), из (4.8),

(4.10) получаем

λij =
C

(2)
ij

CSij
(ti − tj). (4.11)

Если пробная функция в канале Sij имеет вид (4.9), для нее выполнено условие (4.2).
Выполнение (4.1) доказано ранее (оно не зависит от умножения функции на произвольное
число).

Теперь можно вычислить интеграл в (2.2) для пробной функции (4.9). Вычислим зна-
чение интеграла в одном канале. Для функции (4.9), удовлетворяющей (4.1), (4.2), имеем∫

Sij

|λij∇ϕ±1|2 dx = λ2
ij

∫
Sij

|∇ϕ±1|2 dx = λ2
ijC

Sij . (4.12)

С учетом (4.11) величина (4.12) (интеграл по одному каналу Sij) равна

λ2
ijC

Sij =
(C(2)

ij

CSij

)2
CSij (ti − tj)

2 =
(C

(2)
ij )2

CSij
(ti − tj)

2. (4.13)

Так как каналы не пересекаются, то интеграл −
∫
Q

1

2
v2 dx равен сумме по всем кана-

лам. С учетом (4.12), (4.13) получаем

−
∫
Q

1

2
v2 dx = −1

2

∑
Sij

(C
(2)
ij )2

CSij
(ti − tj)

2 = −1

4

N∑
i,j=1

(C
(2)
ij )2

CSij
(ti − tj)

2.
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Рис. 3. Цилиндрический канал и окрестность Ph

Индекс Sij в знаке суммы означает, что суммирование проводится по каналам (один ка-
нал — одно слагаемое). Суммируя по индексам i, j = 1, 2, . . . , N , проходим каждый канал
дважды и в результате получаем множитель 1/4.
Оценка граничного интеграла в (2.2). Для частицы, примыкающей к границе z = 1,

канал Sij имеет вид, показанный на рис. 2,б. Плоской является псевдочастица Di. Расчет
поля в канале ведется так же, как в предыдущем случае (следует только положить Ri = 0).
Граничный интеграл из (2.2) по Si равен pij , а интеграл по всей границе z = 1 равен∑
i∈S+

∑
j

pij =
∑
i∈S+

∑
j

C
(2)
ij (1− tj), где индекс i ∈ S+ соответствует частицам (настоящим

и псевдочастицам), лежащим на границе z = 1. Обозначим эту сумму P+. Аналогично

P− =
∑

i∈S−

∑
j
C

(2)
ij (−1− tj). Таким образом, вычислены оба интеграла в (2.2) для пробной

функции (4.3), и можно записать следующую из (2.2) оценку в виде

A >
1

4

N∑
i,j=1

(C
(2)
ij )2

CSij
(ti − tj)

2 + P+ + P−. (4.14)

5. Уточненная оценка сверху. Общая оценка сверху имеет вид (2.1). Уточним ее.
Цилиндрический канал и построение пробной функции. Рассмотрим цилиндрический

канал Rij (рис. 3) и определим в нем пробную функцию ϕ = (ti − tj)ϕ
±1 (сужение “элек-

тростатического” решения на канал Rij). Представляет интерес интеграл

∫
Q

|∇ϕ|2 dx. Для

ϕ = (ti − tj)ϕ
±1 имеем в канале Rij∫

Rij

|∇ϕ|2 dx = (ti − tj)
2

∫
Rij

|∇ϕ±1|2 dx.

Построение пробной функции вне канала. Рассмотрим частицу с входящими в нее
каналами Rij . Диаметр каналов Rij фиксированный. При сближении каналов (δ → 0)
расстояния между частицами Di и расстояния между каналами Rij отделены от нуля рав-
номерно по δ → 0. Построим окрестность частиц Di и каналов Rij ширины h, не зависящей
от δ → 0. Обозначим эту окрестность Ph. При δ → 0 область Ph переходит в свое предель-
ное (при δ = 0) положение. В области Ph построим функцию ψδ(x), которая принимает
заданные значения на границах частиц Di, Dj и границе канала Rij и обращается в нуль
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на границе γ. Вопрос состоит в возможности построения такой функции с дополнитель-
ным условием, что ее производные ограничены равномерно по δ. Этот вопрос решается
положительно в силу результатов работы [9, гл. 15].

Функция

ϕ(x) =


ϕ±1 в Rij ,
ψδ в Ph,
0 вне Ph

(5.1)

принадлежит множеству Vp и может использоваться в качестве пробной функции в (2.1).
Для (5.1) запишем∫

Q

|∇ϕ|2 dx =
1

2

N∑
i,j=1

(ti − tj)
2CRij +

∫
Ph

|∇ψδ(x)|2 dx, (5.2)

где CRij =

∫
Rij

|∇ϕ±1|2 dx. При этом для интеграла в (5.2) выполнено неравенство

∫
Ph

|∇ψδ(x)|2 dx 6 C <∞, (5.3)

где C не зависит от δ.
6. Асимптотическое экранирование. Аппроксимация непрерывной задачи

дискретной задачей для экранирующих частиц. Согласно [6] суть эффекта асимп-
тотического экранирования заключается в отсутствии влияния других тел на взаимную

емкость двух близких тел. При наличии эффекта экранирования для всех пар соседних
частиц полученные уточненные двусторонние оценки для эффективной проводимости A
смыкаются в асимптотическом (при δ → 0) смысле, а главный член A выражается через
решение сетевой задачи (3.1).

Выше было определено понятие соседей. Введем параметр паковки δ = max δij (δij —
расстояние между i-й и j-й частицами; максимум берется только по соседним частицам).
Псевдочастицы также включены в рассмотрение. Условие δ → 0 означает сближение ча-
стиц друг с другом и приближение приграничных частиц к границе. Эту ситуацию назо-
вем плотной паковкой частиц.

Согласно оценкам (4.14) и (5.2), (5.3) имеем

A > −1

4

N∑
i,j=1

(C
(2)
ij )2

CSij
(ti − tj)

2 + P+ + P−, A 6
1

4

N∑
i,j=1

CRij (ti − tj)
2 +

∫
Ph

|∇ψδ|2 dx. (6.1)

Лемма 2. Имеет место равенство

1

2

N∑
i,j=1

C
(2)
ij (ti − tj)

2 = P+ + P−, (6.2)

где {ti} — решение задачи (3.1).
Доказательство аналогично приведенному в [3].
В силу (6.1), (6.2) имеем оценку

1

2

N∑
i,j=1

C
(2)
ij

[
− 1

2

(C
(2)
ij )2

CSij
+ 1

]
(ti − tj)

2 6 A 6
1

4

N∑
i,j=1

CSij (ti − tj)
2 +

∫
Ph

|∇ψδ|2 dx. (6.3)



136 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2005. Т. 46, N-◦ 3

Пусть имеются две частицы Di, Dj в R3. Обозначим расстояние между ними через δ.
Выделим канал K, соединяющий частицы. Под каналом K понимается канал Sij или Rij .

Лемма 3 (об экранировании). Для описанных выше частиц при δ → 0:

1) энергия вне канала
∫

R3\(K∪Di∪Dj)

|∇ϕ±1|2 dx 6 C <∞, где C не зависит от δ;

2) если для любых соседних частиц Di и Dj выполняется условие∫
R3\(Di∪Dj)

|∇ϕ±1|2 dx → ∞ при δ → 0, то емкости C
(2)
ij , CSij , CRij асимптотиче-

ски эквивалентны: C(2)
ij ∼ CSij ∼ CRij .

Доказательство. Будем писать f ∼ g при δ →0, если f/g → 1 при δ → 0. Поло-
жение частиц Di и Dj не фиксировано, что создает некоторые технические трудности в
получении оценок. Однако то, что частицы движутся к известному предельному положе-
нию (положению касания), существенно уменьшает эти трудности.
Оценка энергии вне сферы |x| = R. Окружим две сближающиеся частицы Di и Dj

сферой радиуса R. Покажем, что энергия вне сферы ограничена равномерно по δ. На сфере
|x| = R в силу принципа максимума |ϕ±1| 6 1 вне зависимости от положения частиц Di

и Dj . Запишем интеграл Пуассона [10]

ϕ±1 =
1

4πR

∫
|x|=R

R2 − |x|2

|x− y|2
u(y) dy, (6.4)

где u(y) = ϕ±1(y) — значение функции ϕ±1(y) на сфере |x| = R. Из (6.4) следует, что
|ϕ±1| 6 C/|x| [10], где C не зависит от положений Di и Dj при их сближении (Di и Dj

находятся в шаре |x| 6 R).
Дифференцируя (6.4) (можно дифференцировать под знаком интеграла при |x| > R),

получаем, что при ρ→∞ ∫
R6|x|

|∇ϕ±1|2 dx 6 C1 <∞,

где C1 не зависит от δ.
Оценка энергии внутри сферы |x| = R. Рассмотрим множество M = {|x| 6 R} \

(Di ∪ Dj ∪ K) — шар {|x| 6 R} без частиц Di, Dj и канала K. Для области M при-
менимы результаты [9, гл. 15], в силу которых модуль |∇ϕ±1(x)| ограничен величиной,
не зависящей от положения Di и Dj при их сближении. Следовательно, интеграл по
M = {|x| 6 R} \ (Di ∪ Dj ∪ Rij) от |∇ϕ±1(x)|2 ограничен равномерно по δ. Часть 1
леммы об экранировании доказана. Докажем теперь часть 2.

Асимптотическая эквивалентность C
(2)
ij ∼ CRij следует из равенства

C
(2)
ij = CRij +

∫
R3\(Rij∪Di∪Dj)

|∇ϕ±1|2 dx 6 C, (6.5)

которое вытекает из определения величин C
(2)
ij и CRij (как интегралов по R3 \ (Di ∪Dj) и

по Rij) и конечности интеграла по R3 \ (Rij ∪Di ∪Dj) (согласно части 1 леммы 3).
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Если

∫
R3\(Di∪Dj)

|∇ϕ±1|2 dx → ∞ при δ → 0, то CRij → ∞ при δ → 0 в силу ограни-

ченности

∫
R3\Rij

|∇ϕ±1|2 dx равномерно по δ (см. часть 1 леммы 3). Разделив (6.5) на CRij ,

получаем

C
(2)
ij

CRij
= 1 +

1

CRij

∫
R3\Rij

|∇ϕ±1|2 dx → 1 при δ → 0.

Докажем, что C
(2)
ij ∼ CSij . Канал Sij не является цилиндрическим. Его ширина отде-

лена от нуля при всех положениях Di и Dj при δ → 0. Впишем в Sij цилиндр S и вычислим
емкость CS =

∫
S
|∇ϕ±1|2 dx относительно этого цилиндра S. Имеют место соотношения

CS 6 CSij 6 C
(2)
ij , (6.6)

так как емкости CS , CSij , C
(2)
ij получаются интегрированием функции |∇ϕ±1|2 > 0 по

областям S ⊂ Sij ⊂ R3 \ (Di ∪Dj). Для цилиндрического канала S утверждение части 2

леммы об экранировании доказано выше. В силу этого CS ∼ C
(2)
ij , откуда с учетом (6.6)

получаем, что CSij ∼ C
(2)
ij .

Для продолжения анализа задачи следует обратиться к физике рассматриваемого яв-
ления. Парные емкости частиц при δ → 0 могут иметь разные порядки по δ (это зависит
от формы частиц). Потребуем, чтобы частицы были “односортными”, т. е. парные ем-

кости частиц при δ → 0 имели один порядок f(δ): mf(δ) 6 C
(2)
ij 6 Mf(δ), где m, M не

зависят от δ.

Определим энергию в дискретной сети как E =
1

4

N∑
i,j=1

C
(2)
ij (ti−tj)2, где {ti}— решение

дискретной сетевой задачи (3.1).

Лемма 4. Если при δ → 0 емкости C(2)
ij имеют один порядок f(δ), то E имеет тот

же порядок f(δ).
Доказательство аналогично приведенному в работе [3].

Теорема. Пусть емкости C(2)
ij имеют один порядок f(δ) → ∞ при δ → 0 для всех

соседних частиц. Тогда эффективная проводимость A→∞ при δ → 0. Главный член A
при δ → 0 выражается через {ti} — решение дискретной сетевой задачи (3.1) в виде

A ∼ 1

4

N∑
i,j=1

C
(2)
ij (ti − tj)

2. (6.7)

Доказательство. В силу (6.3) имеем

1

2

N∑
i,j=1

C
(2)
ij

[
− 1

2

(C
(2)
ij )2

CSij
+ 1

]
(ti − tj)

2 6 A 6
1

4

N∑
i,j=1

CRij (ti − tj)
2 +

∫
Ph

|∇ψδ|2 dx, (6.8)
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где {ti} — решение дискретной сетевой задачи, которое не зависит от δ. Величина∫
Ph

|∇ψδ|2 dx < C <∞, где C не зависит от δ (см. (5.3)). Устремим δ к нулю. По условию

теоремы выполнено условие части 2 леммы об экранировании, следовательно,

C
(2)
ij /C

Sij → 1, CRij/CRij → 1. (6.9)

В силу первого соотношения в (6.9) имеем −(1/2)C
(2)
ij /C

Sij + 1 = (1/2)C
(2)
ij + O(δ)

(O(δ) → 0 при δ → 0). Из второго соотношения в (6.9) следует, что CRij = C
(2)
ij +C

(2)
ij O(δ).

Тогда (6.9) можно записать в виде

1

4

N∑
i,j=1

C
(2)
ij (ti − tj)

2 + 2 max ‖C(2)
ij ‖O(δ) 6 A 6

6
1

4

N∑
i,j=1

C
(2)
ij (ti − tj)

2 + 2 max ‖C(2)
ij ‖O(δ) +

∫
Ph

|∇ψδ|2 dx. (6.10)

Здесь использовано неравенство |ti| 6 1 (см. лемму 1).

Разделив обе части (6.10) на E =
1

4

N∑
i,j=1

C
(2)
ij (ti − tj)

2, получаем

1 +
2‖C(2)

ij ‖
E

O(δ) 6
A

E
6 1 +

2‖C(2)
ij ‖
E

O(δ) +
1

E

∫
Ph

|∇ψδ| dx. (6.11)

По условию теоремы C
(2)
ij имеют один порядок f(δ) →∞ при δ → 0. В силу леммы 4

величина E → ∞ при δ → 0, а интеграл

∫
Ph

|∇ψδ|2 dx ограничен равномерно по δ. Тогда

правая и левая части (6.11) стремятся к единице при δ → 0, откуда следует (6.7).
7. Обсуждение результатов. Область применения полученных результатов пред-

ставляется весьма обширной в связи с широким использованием сетевых моделей [11] и
высококонтрастных композитов [2, 3]. Приведем основные выводы из полученных выше

математических результатов.
Эффект асимптотического экранирования. И. Е. Тамм объясняет эффект асимпто-

тического экранирования (не употребляя термина “асимптотический”) так: “. . . если раз-
меры проводников будут велики по сравнению с расстоянием между ними . . . пространство
между обкладками конденсатора, если не полностью, то в значительной мере будет защи-
щено самими обкладками от воздействия внешнего поля” [6, с. 53]. В трехмерном случае
эффект экранирования может не иметь места. Условие его возникновения описано в лемме
об экранировании. Физика явления представляется следующей. В случае неограниченного
возрастания емкости при сближении частиц наблюдается эффект каналирования энергии

(в силу части 1 леммы об экранировании возрастающая энергия сосредоточивается в узком
канале между частицами). Поток в этом канале защищен от воздействия внешнего поля не
телами, а своей большой величиной (ситуация больше напоминает эффект концентрации
напряжений [12], чем классическое экранирование, где имеется защита тел экраном).
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Эффективная проводимость высококонтрастных композитов и эффект асимпто-
тического экранирования. При разработке технологий, в которых применяются высоко-
контрастные композиты, рассуждают обычно так: частицы высокопроводящие, расстоя-
ние между ними малы, следовательно, можно ожидать большого суммарного потока через
композит. Это рассуждение в общем случае неверно, так как эффективная проводимость
определяется не контрастностью, а парными емкостями. Для повышения эффективной
проводимости необходимо увеличивать парные емкости частиц, которые определяются
прежде всего геометрией частиц.
Влияние размерности задачи. Приведенные выше результаты верны для задач любой

размерности. От размерности зависят только парные емкости, различие которых может
вести к различию в свойствах композитов в зависимости от размерности задачи.
Сетевые модели. Конечномерная (сетевая) аппроксимация для непрерывных высо-

коконтрастных задач возможна при наличии эффекта асимптотического экранирования

для пар частиц. При отсутствии этого эффекта использование сетевых моделей, вообще
говоря, неправомерно. Наличие эффекта экранирования проверяется путем вычисления
парных емкостей частиц.
Порядок парных проводимостей и форма частиц. В рассмотренной задаче присут-

ствует порядок парных емкостей f(δ). В частности, парные емкости определяют эффек-
тивную проводимость композита. Приведем значения парных емкостей в Rn (n = 2, 3) для
некоторых характерных случаев.

Рассмотрим вначале трехмерные пары.
1. Сфера — сфера. Парная емкость двух сфер радиуса R, отстоящих друг от друга

на расстоянии δ, равна 4π ln (δ/R) →∞ при δ → 0 [5, 10].
2. Плоскость— конус. При образовании пары плоскость— конус (многогранный угол)

f(δ) ограниченна при δ → 0. Условие экранирования не выполнено.
3. Для пары многогранник— многогранник в общем положении f(δ) ограниченна при

δ → 0. Возможно образование пары грань — грань (плоский конденсатор), для которой
f(δ) ∼ 1/δ → ∞ при δ → 0. Возникновение пар грань — грань при случайной укладке

частиц маловероятно.
4. Пара частиц, имеющих в области касания (a— характерный размер области) форму

z = ±r4/2, где r =
√
x2 + y2. Эта функция более корректно моделирует относительно

плоские фрагменты частиц. Емкость C(2) =

a∫
0

r dr

δ + r4
=

1√
δ

arctg
a2

δ
∼ π

δ
→∞ при δ → 0;

C(2) при δ → 0 не зависит от a.
Рассмотрим теперь двумерные пары.
5. Диск — диск. Парная емкость двух дисков R, отстоящих друг от друга на рассто-

янии δ, равна π
√
R/δ → ∞ при δ → 0 [7]. Отсюда непосредственно следуют результаты

работы [3].
6. Полуплоскость — угол. Парная емкость полуплоскости и угла, отстоящих друг

от друга на расстоянии δ, имеет порядок ln δ → ∞ при δ → 0. Отметим, что интеграл
∞∫
0

dx

δ + |x|
расходится, и этот случай не может быть исследован методами [3].

Сравним парную емкость диск — диск (помечена индексом д-д) и полуплоскость —

угол (индекс п-у). В двумерном случае C
(2)
д-д/C

(2)
п-у

∼= δ−1/2/ ln δ →∞ при δ → 0, т. е. диски
являются более эффективными наполнителями для повышения проводящих свойств компо-
зитов, чем многогранники (образующие в области сближения пару вида полуплоскость —
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угол). В трехмерном случае различие еще более существенное (ср. случаи сфера — сфера

и плоскость — конус). Отметим, что частицы, имеющие форму многогранников, широко
используются в связи с дешевизной их получения путем дробления (обычно путем помола).
Понятие емкости. В данной работе изложение велось с ориентацией на задачу элек-

тростатики [6, 7]. Задача (1.1)–(1.5) описывает процессы электро- и теплопроводности и
диффузии, где понятие емкости, как правило, не используется.
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