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ДВУХСЛОЙНОГО ТЕЧЕНИЯ ПУАЗЕЙЛЯ
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В электрогидродинамическом приближении исследуется длинноволновая устойчивость
двухслойного течения Пуазейля однородных вязких диэлектриков между плоскими элек-
тродами, находящимися под постоянной разностью потенциалов. Линейный асимпто-
тический анализ устойчивости показывает, что поверхностные поляризационные силы
являются дополнительным по отношению к вязкостной стратификации дестабилизиру-
ющим фактором. Методом многих масштабов для описания слабонелинейной эволюции
границы раздела диэлектриков получено уравнение Курамото — Сивашинского. По-
казано, что в рамках используемых приближений нелинейные взаимодействия способ-
ствуют ограничению роста возмущений и граница раздела не разрушается даже при
относительно большой разности потенциалов.

Как известно, одной из причин неустойчивости плоской границы раздела двух покоя-
щихся вязких диэлектрических жидкостей в нормальном однородном электростатическом

поле являются поверхностные поляризационные силы [1]. Линейный анализ длинноволно-
вой устойчивости показывает, что эти силы оказывают дестабилизирующее влияние и в
случае, когда основное состояние системы представляет собой двухслойное течение Пуа-
зейля [2]. В настоящей работе длинноволновая электрогидродинамическая устойчивость
двухслойного течения Пуазейля жидких диэлектриков между электродами, находящими-
ся под постоянной разностью потенциалов, исследуется в слабонелинейном приближении.
Аналогичная задача в отсутствие электрического поля в линейном приближении изучалась

в [3], в слабонелинейном приближении — в [4–6]. Используемые ниже методы исследования
длинноволновой устойчивости предложены в [3, 4].

В [2] также рассматривался один из возможных сценариев нелинейной эволюции воз-
мущений, который, однако, не связан с линейным анализом устойчивости, поскольку от-
сутствует точное соответствие между линейными дисперсионными соотношениями полной

исходной задачи и редуцированной слабонелинейной модели.
1. Рассмотрим двухслойное течение Пуазейля несмешивающихся диэлектрических

жидкостей между плоскими горизонтальными электродами, находящимися под постоян-
ной разностью потенциалов Φ∗. Будем полагать, что сторонние заряды на поверхности

раздела и в объемах жидкостей отсутствуют, электроды — идеальные проводники, обе
жидкости представляют собой вязкие несжимаемые однородные и изотропные диэлектри-
ки с одинаковой температурой и плотностью. Будем также считать, не уменьшая общно-
сти постановки задачи, что поле тяжести отсутствует.

Ограничимся двумерным случаем. В процессе движения жидкости занимают области
Ω1 = {−d < y < H(x, t),−∞ < x <∞} и Ω2 = {H(x, t) < y < d,−∞ < x <∞}, где x и y —
прямоугольные декартовы координаты (ось y направлена перпендикулярно плоскостям
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электродов); t — время; d — положительная постоянная (см. рисунок). Индексами 1 и 2
обозначаются величины, относящиеся к областям Ω1 и Ω2 соответственно. Пусть Uj , Vj —
x- и y-компоненты вектора скорости, Pj — давление, Φj — потенциал электрического поля

в области Ωj (здесь и далее j = 1, 2).
Течение характеризуется следующими постоянными физическими параметрами: ρ —

плотность, µj — динамические вязкости, εj — диэлектрические проницаемости жидко-
стей, σ — коэффициент межфазного натяжения.

Предполагается, что внешнее магнитное поле отсутствует. Для описания рассматри-
ваемой физической системы используем электрогидродинамическое приближение [7]. В
рамках сделанных предположений определяющие уравнения и граничные условия имеют

следующий вид:

ρ(Ujt + UjUjx + VjUjy) = −Pjx + µj(Ujxx + Ujyy),

ρ(Vjt + UjVjx + VjVjy) = −Pjy + µj(Vjxx + Vjyy), (1.1)

Ujx + Vjy = 0, Φjxx + Φjyy = 0;

Φ1 = 0, U1 = 0, V1 = 0 при y = −d,
Φ2 = Φ∗, U2 = 0, V2 = 0 при y = d.

(1.2)

На границе раздела y = H(x, t) выполняются следующие условия, выражающие непре-
рывность нормальной к межфазной поверхности компоненты вектора электрической ин-
дукции, потенциала, вектора скорости, нормальных и касательных напряжений, и кине-
матическое условие непротекания соответственно:

[ε(Φy −HxΦx)] = 0, [Φ] = 0, [U ] = 0, [V ] = 0,

−[P ] + 2(1 +H2
x)−1[µ(Vy −Hx(Uy + Vx) +H2

xUx)] +

+ (1 +H2
x)−1[(8π)−1ε((1−H2

x)(Φ2
y − Φ2

x)− 4HxΦxΦy)] = σHxx(1 +H2
x)−3/2,

(1.3)

[µ(2Hx(Vy − Ux) + (1−H2
x)(Uy + Vx))] = 0, Ht + U1Hx = V1.

Здесь [( · )] ≡ ( · )1 − ( · )2 — скачок величины на границе раздела; нижние буквенные ин-
дексы используются для обозначения частных производных.

2. Рассмотрим вопрос об устойчивости стационарного плоскопараллельного течения,
индуцируемого постоянным градиентом давления вдоль оси x, равным −F (F > 0), кото-
рое определяется следующим решением задачи (1.1)–(1.3):

U0j = − F

2µj
y2 − Fd(m− 1)

2µj(m+ 1)
y +

Fd2

µ1 + µ2
, V0j = 0, P0j = −Fx+ P ′j ,
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Φ01 = Φ∗
ε2(y + d)

d(ε1 + ε2)
, Φ02 = Φ∗

ε1(y + γd)

d(ε1 + ε2)
, H0 = 0,

где m = µ2/µ1; γ = ε2/ε1; P ′j = const.
Для простоты ограничимся случаем, когда толщина слоев в невозмущенном состоянии

одинакова. Положим Uj−U0j = Uuj , Vj = Uvj , Pj−P0j = ρU2pj , Φj−Φ0j = Φ∗ϕj , H = dh,
x → dx, y → dy, t → dU−1t, где U = U0(0) = Fd2/(µ1 + µ2) — скорость невозмущенного

течения на плоской границе раздела.
Определим функции ψj соотношениями uj = ψjy, vj = −ψjx. Эволюция возмущений

описывается следующей системой:

Rej(∇2ψjt + (u0j + ψy)∇2ψjx − ψx(u0yy +∇2ψjy)) = ∇4ψj , ∇2ϕj = 0, (2.1)

где

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

ϕ1 = 0, ψ1y = 0, ψ1x = 0 при y = −1,

ϕ2 = 0, ψ2y = 0, ψ2x = 0 при y = 1,

[u0 + ψy] = 0, [ψx] = 0, [ϕ0 + ϕ] = 0,

Re1[ψyt + u0ψyx + ψyψyx − u0yψx − ψxψyy]− [m′(ψyxx + ψyyy)] + fx = 0, (2.2)

f = 2(1 + h2
x)−1[m′((h2

x − 1)ψyx − hx(u0y + ψyy − ψxx))] +

+(1/2)(1+h2
x)−1[γ((1−h2

x)(ϕ2
0y+2ϕ0yϕy+ϕ

2
y−ϕ2

x)−4hxϕx(ϕ0y+ϕy))]−Wehxx(1+h2
x)−3/2,

[m′(−4hxψyx + (1− h2
x)(u0y + ψyy − ψxx))] = 0, [γ(ϕ0y + ϕy − hxϕx)] = 0,

ht + (u01 + ψ1y)hx = −ψ1x при y = h(x, t).

Здесь ϕ01 = γ(y + 1)/(1 + γ); ϕ02 = (y + γ)/(1 + γ); u0j = bjy
2 + ajy + 1; a1 = (1 −m)/2;

a2 = (1 −m)/(2m); b1 = −(m + 1)/2; b2 = −(m + 1)/(2m); Rej = ρUd/µj ; We = σ/(µ1U);
m′j = µj/µ1; γj = εjΦ

∗2/(4πdµ1U).
3. Характер эволюции во времени малых длинноволновых возмущений вида нормаль-

ных мод

(ψ, ϕ, h) = (ψ(y), ϕ(y), h) exp(iα(x− ct)), (3.1)

где α ∈ R— волновое число (α� 1), c ∈ C, определяется из решения регулярно возмущен-
ной по параметру α спектральной задачи, которая получается линеаризацией уравнений
и условий (2.1), (2.2) на определенном выше основном состоянии и подстановкой соотно-
шений (3.1) в полученную систему.

Предположим, что выполняются следующие условия на порядки определяющих пара-
метров:

Rej = O(1), We = O(α−2), γj = O(1). (3.2)

Предположим также, что вязкости жидкостей различны (m 6= 1). Тогда [2]

c = c(0) + αc(1) +O(α2), (3.3)

где

c(0) = 1 +
2(m− 1)2

m2 + 14m+ 1
,
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c(1) =
2iRe1 (m− 1)2

(m2 + 14m+ 1)2
H(m) +

iγ2(1− γ)2(m+ 1)

3(1 + γ)3(m2 + 14m+ 1)
− iα2 We (1 +m)

3(m2 + 14m+ 1)
,

H(m) = −h1(−1)− h′1(−1)− 7h2(1) + 3h′2(1)− 7mh1(−1)− 3mh′1(−1)−mh2(1) +mh′2(1),

h1 = −m
2 − 1

1680
y7 − (m− 1)2

480
y6 − m4 + 18m3 − 156m2 − 98m− 21

480(m2 + 14m+ 1)
y5 − (3.4)

− m3 − 17m2 − 17m+ 1

24(m2 + 14m+ 1)
y4,

h2 = −m
2 − 1

1680m2
y7 − (m− 1)2

480m2
y6 − 21m4 + 98m3 + 156m2 − 18m− 1

480m2(m2 + 14m+ 1)
y5 −

− m3 − 17m2 − 17m+ 1

24m(m2 + 14m+ 1)
y4.

Из (3.3) следует, что при различии диэлектрических проницаемостей жидкостей

(γ 6= 1) поперечное электрическое поле дестабилизирует рассматриваемое течение, причем
инкремент неустойчивости пропорционален квадрату волнового числа. Очевидно также,
что при достаточно малых значениях параметра We (We < O(α−2)), характеризующе-
го величину межфазного натяжения, граница раздела неустойчива при любой разности
потенциалов между электродами.

Отметим, что величина H(m), определяемая (3.4), положительна, что соответствует
неустойчивости Йи [3], возникающей вследствие различия градиентов скоростей основ-
ного течения на границе раздела (m 6= 1). Неустойчивость Йи имеет место при любых
числах Рейнольдса, если эффективное межфазное натяжение достаточно мало. Инкремент
неустойчивости также пропорционален величине α2.

Как известно, при определенных условиях рост возмущений, обусловленный неустой-
чивостью Йи, ограничивается на нелинейной стадии развития неустойчивости [4]. Можно
ожидать, что подобное явление имеет место и в данном случае. Исследуем вопрос об устой-
чивости рассматриваемого течения в слабонелинейном приближении.

4. Следуя подходу, используемому в работах [4, 6], в которых исследовалась аналогич-
ная задача в отсутствие электрического поля, полагаем, что в достаточно малой окрест-
ности критических значений определяющих параметров характерные масштабы развития

возмущений соответствуют линейной стадии развития неустойчивости. Согласно приве-
денным выше результатам асимптотического линейного анализа в диапазоне значений

определяющих параметров (3.2) эволюция малых длинноволновых возмущений (3.1) опре-

деляется параметром exp (iα(x−c(0)t)−iα2c(1)t), где α� 1. В соответствии с этим положим

ξ = ε(x− c(0)t), τ = ε2t, h = εA(ξ, τ),

ψj(x, y, t) = εψ
(0)
j (ξ, y, τ) + ε2ψ

(1)
j (ξ, y, τ) + . . . , (4.1)

ϕj(x, y, t) = εϕ
(0)
j (ξ, y, τ) + ε2ϕ

(1)
j (ξ, y, τ) + . . . ;

Rej = O(1), We = O(ε−2), γj = O(1), (4.2)

где ε > 0 — малый параметр.
Подстановка (4.1) в (2.1), (2.2) приводит к последовательности задач в различных

приближениях по малому параметру ε. Решение задачи в приближении O(ε) определяется
следующим образом:

ϕ
(0)
1 (ξ, y, τ) = A(ξ, τ)

γ(γ − 1)(y + 1)

(1 + γ)2
, ϕ

(0)
2 (ξ, y, τ) = A(ξ, τ)

(γ − 1)(y − 1)

(1 + γ)2
,
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ψ
(0)
j (ξ, y, τ) = A(ξ, τ)(c(0) − 1)(1 +Bjy + Cjy

2 +Djy
3),

где B1 = (7 + m)/4; B2 = (−1 − 7m)/(4m); C1 = (1 + m)/2; C2 = (1 + m)/(2m); D1 =
(−1 +m)/4; D2 = (−1 +m)/(4m).

В приближении O(ε2) в уравнениях и граничных условиях появляются величи-

ны Aξ, A
2 и Aξξξ, поэтому решение задачи в этом приближении ищем в виде ψ

(1)
j (ξ, y, τ) =

Aξϕ1j(y)+Aξξξϕ2j(y)+A2ϕ3j(y). После некоторых алгебраических выкладок из кинемати-
ческого условия (последнего соотношения в (2.2)) находим уравнение для функции A(ξ, τ),
являющееся необходимым условием разрешимости задачи и определяющее эволюцию меж-
фазной поверхности:

Aτ + 2QAAξ + EAξξ + SAξξξξ = 0, (4.3)

где

E = ϕ11(0) = E1 + E2, E1 =
2Re1(m− 1)2

(m2 + 14m+ 1)2
H(m) > 0,

E2 =
γ2(1− γ)2(m+ 1)

3(1 + γ)3(m2 + 14m+ 1)
> 0, S = ϕ21(0) =

ε2 We (1 +m)

3(m2 + 14m+ 1)
> 0,

Q =
1

2
(u01y(0) + u01yy) + ϕ31(0) =

(m− 1)(m2 + 6m+ 7)

4(m2 + 14m+ 1)
,

величина H(m) определяется (3.4).
Полученное уравнение отличается от выведенного в [4] только наличием слагаемо-

го E2Aξξ, появление которого обусловлено рассматриваемыми электрогидродинамически-
ми эффектами.

Линеаризуя уравнение (4.3) на основном состоянии A = 0, имеем дисперсионное со-
отношение (для гармоники с множителем exp (λt + iαx)) λ = Eα2 − Sα4, которое, как и
следовало ожидать, соответствует (3.3).

5. Уравнение вида (4.3), известное как уравнение Курамото— Сивашинского, являет-
ся простейшей универсальной моделью нелинейных процессов в диссипативных системах

с длинноволновой неустойчивостью и встречается в различных задачах, например при
описании пленочных течений жидкости и в физике плазмы. Оно подробно исследовалось
численно и аналитически.

Наблюдаемые в численных расчетах периодические волновые режимы (A(t, 0) =
A(t, L)), описываемые уравнением (4.3), ограничены (см. [8–10]). Механизм стабилизации
состоит в последовательном переносе энергии в процессе нелинейного взаимодействия от

длинноволновых мод к коротковолновым и ее диссипации вследствие работы сил поверх-
ностного натяжения. По мере роста бифуркационного параметра µ = (L/(2π))(E/S)1/2

имеют место различные типы упорядоченных предельных режимов, перемежаемых обла-
стями нерегулярного поведения. При достаточно больших значениях µ устанавливаются
режимы вида осцилляций хаотического характера [8–10], но решения по-прежнему огра-
ничены.

Таким образом, в рамках рассматриваемых приближений нелинейные взаимодействия
способствуют ограничению роста возмущений и граница раздела не разрушается даже при

достаточно большой разности потенциалов.
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